
 

 

 



: جػرُف نصئلٌ
 را fiپاُان  نانز ُک ه Siطرهع  زنان ُک  iدرخَاشث  هر ةفَرُکٌ دارُم گذارو طدً ىظاىٌ درخَاشث n جػداد 

 ىداطحٌ اطحراکی كصهث اگر هصحيد شازگار فاغلٌ ده. دارد ىِز  viهزن  ُا نلدار ُک iفاغلٌ  هر .کيد نی نظخع

 ةاطد نی دهـرفٌ شازگار هاو فاغلٌ از  {n,…,1}از  Sنجهَغٌ  زُر ُک نا اىحخاب فػلی نصئلٌ هدف .ةاطيد

 .طَد طدً ناکصِهم اىحخاب نلادُر جهع ةفَرُکٌ

: راً خل کَرکَراىٌ
از  فاغلٌ ها را در ىظر ةگِرُم ه هایُک رهش ةدٍُی ةرای ةدشث آهردن جَاب اُو اشث کٌ جهام زُر نجهَغٌ 

زُر نجهَغٌ ای کٌ ةِظحرُو . ةا هم شازگار هصحيد را ةررشی کيِم کٌ فاغلٌ هاُض زُرنجهَغٌ هاُیةِو آىٍا،
. نلدار را ةٌ نا نی دهد ةٌ غيَان جَاب نصئلٌ در ىظر ةگِرُم

2دارای  فاغلٌ ها نا نی دهد هلی چَن نجهَغٌچيد اُو رهش جَاب درشث را ةٌ  هر
n اشث ةياةراُو  نجهَغٌزُر

O(2اشحفادً از اُو رهش ةٌ 
n
ند آهای ةزرگ کارnُػيی از نرجتٌ ىهاُی اشث کٌ غهلا ةرای زنان ىِاز دارد  (

. ىخَاهد ةَد

: راً خل خرُػاىٌ
( کاری کٌ زهدجر جهام نی طَد اهل اىحخاب نی طَد)اىحخاب  کار ها ةر اشاس زنان پاُان 

نا را ةٌ جَاب ةٍِيٌ ىهی نی دهد هلی در خالث کلی  هر چيد اُو راً خل ةرای طراُؿ خاغی جَاب درشث را ةٌ نا 
 .رشاىد

 نذال ىلؼ :

 

 

 .جَاب درشث را ةٌ نا نی دهد اُو راً خل خرُػاىٌ در خالحی کٌ ههٌ ی هزن ها ةراةر ُک ةاطد :جذکر

: چيد راً خل خرُػاىٌ دُگر 
 شَد را دارد اةحدا اىحخاب طَد کاری کٌ ةِظحرُو : ةِظحرُو شَد. 

 نذال ىلؼ: 
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 کاری کٌ ىصتث ةِو هزن ةٌ ـَل آن ةِظحر اشث اةحدا اىحخاب طَد :ىصتث هزن ةٌ ـَل ةِظحرُو. 

 نذال ىلؼ: 

 

 

 کاری کٌ کَجاهحرُو ـَل را دارد اةحدا اىحخاب طَد: کَجاهحرُو ـَل. 

 نذال ىلؼ :

 

 ... 

: راً خل ةازگظحی
 ≥fj fiداطحٌ ةاطِم  i<jةٌ ـَری کٌ ةٌ ازای هر  پاُاىظان طهارً گذاری نی کيِم زنانکار ها را ةر اشاس  .1

2. P(j) فاغلٌ ُک ةراو راj  ،  ةزرگحرُوi<j ٌهاو  فاغلٌ کi ه j  اطحراکی  ُػيی كصهث(هصحيدشازگار ةا هم
. جػرُف نی کيِم،(ىدارىد

 كصهث j ةا iُک  خداكل(ىتاطد شازگار  jةا i<jهِچ درخَاشث  کٌ کيِم نی جػرُف زناىی را P(j)=0نا 

  .اشث طدً دادً ىظان  زُرطکل  در P(j)غهلکرد  ةراو نذالی).ةاطد داطحٌ اطحراکی

 

 P(j)نذالی از چگَىگی غهلکرد : 1 طکل

 .ارائٌ کيِم آن ةراو را Oةٍِيٌ  خل ًرا جا ةِاُِد ، اشث طدً دادً دار هزن هاو فاغلٌ زناىتيدو و نصئلٌ ُک خال

 : کٌ اشث اُو گفث جَان نی O ةراو کٌ هاؽدی  کانلا نفلب

1هاةصحٌ ) درخَاشث آخرُو n (درخَاشث 
 .خِر ُا اشث O ةٌ 

                                                           
1

 .می شىد یا نو امn فاصلوشامل  Oیعنی راه حل بهینو  Oبو  nوابستو بىدن  
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𝑛اگر  ∈ 𝑂  ةِو او فاغلٌ هِچ كفع ـَر ةٌ ةياةراُو ةاطد P(n)  هn  ةٌ هاةصحٌ ةحَاىد کٌ اشث ىظدً نظخع 

O جػرُف ـتق زُرا ةاطد P(n) هاو فاغلٌ کٌ اىِمنی د P(n)+1,P(n)+2,…,n-1 ةا نظحرکی كصهث ههگی 

. دارىد ام n و فاغلٌ

𝑛 اگر غلاهً ةٌ  ∈ 𝑂1هاو درخَاشث طانل او نصئلٌ ةراو ةٍِيٌ خل راً ُک طانل ةاُد پس ةاطد,…,P(n)} } 

 ةدهن را { {P(n),…,1 ةِو از O درخَاشث اىحخاب جَاىصحِم نی نا ىظَد درخَاشحٍا اُو طانل اگر زُرا ةاطد

 Cut-Paste)جکيِک ).کيِم جاُگزُو ةٍحر نَرد ُک ةا n درخَاشث ةا كرارگِرو اطحراك نَرد خفر

طانل  او نصئلٌ خل ةراو ةٍِيٌ خل راً ةا طَد نی ةراةر شادگی ةٌ O ةياةراُو ىتاطد O غؾَ  n اگر دُگر ـرف از
 n  درخَاشث طانل O کٌ  کيِمنی  فرض :اشث پذُر دلِل ه ندلل کانلا نفلباُو .  {n-1,…,1} یدرخَاشحٍا

 راً ةا را آن جَاىِم نی نا ىظَد اىحخاب  {n-1,…,1} ةِو از ةٍِيٌ درخَاشحٍاو نجهَغٌ اگر ةياةراُو طَد؛ ىهی

 Cut-Paste)جکيِک ).کيِم ةٍحرو جاُگزُو خل

 {n,…,1,2}هاو  فاغلٌ رهو ةر ةٍِيٌ خل راً کردن پِدا کٌ کييد نی نفرح را ةدخ اُو پِظيٍادات، اُو جهانی
 هر ةراو ةياةراُو. ةاطد نی {j,…,1,2}طکل  ةٌ کَچکحر نصائل از ةٍِيٌ هاو خل راً دىتال ةٌ گظحو ىِازنيد

 ه کيد نظخع را{j,…,1,2} درخَاشحٍاو  طانل نصئلٌ ةراو را ةٍِيٌ خل راOjً ةدهِد  اجازً nجا   1ةِو   jنلدار
 کٌ، کيِم نی جػرُف كرارداد اُو اشاس ةر را (OPT(0)کيد نظخع را خل راً اُو نلدار OPT(j)دهِد  اجازً

 Onدكِلا  هصحِم آن دىتال نا کٌ او ةٍِيٌ خل راً.) ها فاغلٌ از جٍی نجهَغٌ ُک رهو نلدارةٍِيٌ ةا اشث ةراةر
   j=nکٌ خالحی کلی ـَر ةٌ( پرداخحِم آن ةٌ ةالا در کٌ دلِلی {j,…,1,2}رهو Oj ةٍِيٌ  راً خل ةراو .ةاطد نی

 ُا هOPT(j) = vj +OPT(P(j))  خالث اُو در ةاطد Oj غؾَ jچياىچٌ  کٌ کيد ةِان نی را نفلب اُو (ةاطد

 j)هصحيد  اىحخاب نهکو خالث ده دكِلا اُيٍا زُراOPT(j)=OPT(j-1) ت اُو غَر در ىتاطد Ojغؾَ  jچياىچٌ 
 : ةگَُِم جَاىِم نی ، (ىتاطد ُا ةاطد Ojغؾَ 

OPT(j) = max ( vj + OPT ( P(j) ) , OPT( j-1 ) )     * 

 ةٌ هاةصحٌ :اشث شادً هم اُو ةاطد؟ نی Ojو  ةٍِيٌ خل راً ةٌ هاةصحٌ nآُا  کٌ دهِم نی جظخِع چگَىٌ ه

 ةٌ ةاطد؛ خَب آىٍا دهنی و اىدازً ةٌ خداكل ةالا هاو اىحخاب اهلِو اگر فلؿ ه اگر ةَد خَاهد Ojو  خل ةٍِيٌ راً

 : دُگر غتارت

اگر   جيٍا ه اگر اشث {j,…,1,2}رهو  ةر ةٍِيٌ خل راً ُک ةٌ هاةصحٌ jدرخَاشث 

Vj + OPT ( P(j) ) ≥ OPT ( j-1 )     ** 



Compute-Opt(j) 

     If j = 0 then 

          Return 0 

     Else 

          Return max ( vj + Compute-Opt(p(j)) , Compute-Opt(j-1) ) 

     Endif 

 : طَد نی ىحِجٌ  j رهو ةر اشحلراء و هشِلٌ ةٌ نصحلِم ـَر ةٌ الگَرُحم درشحی

 Copmute-Opt(j) ٌغدِح  ـَر ةOPT(j) هر ةراو راj=1,2,…,n ٌکيد نی نداشت .

 Comput-Opt(i)اشحلراء  فرض ـتق ه گِرُم نی ىظر در j>0چيد  خال.  Opt(0)=0جػرُف و هشِلٌ ةٌ تادتا
 کٌ  داىِم نی اشحلراء فرؽٌِ ـتق .ىهاُد نی نداشتٌ ها i<jجهانی  ةراو را OPT(i)غدِح  ةٌ  ـَر

Compute-Opt( P(j ) ) = OPT(p(j)) 
Compute-Opt(  j-1 )  = OPT( j-1 ) 

 : دهد نی * راةفٌ از ىحِجٌ در

OPT(j)  = max( vj + Compute-Opt(p(j)) , Compute-Opt(j-1)) 

  = Compute-Opt(j)   
:زنان اجرا   

T n = T p n  + T n − 1 + O(1) 
 ةدجرُو در کيِم، شازو پِادً ىَطحِم کٌ ههاىفَر را Compute-Optالگَرُحم  ةخَاهِم هاكػا اگر ، نحاشفاىٌ

 فراخَاىی درخث ةراو کيِد نظاهدً را 2-طکل نذال ةراو .داطث خَاهد ةر در را ىهائی زنان ُک آن خالث، اجراو

 .د ُاب نی گصحرش شرغث ةٌ آن ةازگظحی هاو طاخٌ ةٌ ةيا درخث اشث طدً ىحِجٌ 1-طکل و از فاغلٌ کٌ

 

 درخث فراخَاىی:  2 طکل



 نَجَد 3-طکل در آىچٌ ناىيد اشث طدً ةيدو لاٌُ خَب کٌ او فاغلٌ ُک ةراو جر، شخث نذالُک  غيَان ةٌ 

 ةازگظحی هاو فراخَاىی Compute-Opt(j)کٌ  ةِيِم نی j=2,3,4,…,nهر  ةراو اشث P(j)=j-2کٌ  جاُی اشث،

-Computeشاخث  ةراو ها ارجاع کل جػداد دُگر غتارت ةٌ .کيد نی جَلِد  j-1,j-2هاو  رهو اىدازً را او جداگاىٌ

Opt ةياةراُو .هصحيد طدن زُاد خال در ىهائی غَرت ةٌ کٌ کييد نی رطد ىچیفِتَىا اغداد فاغلٌ  ناىيد اُو رهو 

 .ىِافحِم دشث او جهلٌ چيد اجرای زنان ةا خل راً ُک ةٌ نا

 

 نذالی ىانياشب ةرای راً خل ةازگظحی ه درخث فراخَاىی نرةَط ةٌ آن:  3 طکل

 :در ةدجرُو خالث   زنان اجرا
T n = T n − 1 + T n − 2 + O 1 = θ(φn) 

φ در آن کٌ =  .اشث ه غدد ـلاُی ىانِدً نی طَد 1.618

 :ادتات 
T n = rn  

rn = rn−1 + rn−2  

r2 = r + 1 

r2 − r − 1 = 0 

r =
1 ±  12 + 4

2
= 1.618 = φ 

 Memorize ةازگظث کردن: 
 ةازگظحی الگَرُحم زُرا ىِصحِم دهر زُاد او جهلٌ چيد زناىی و نرجتٌ ةا الگَرُحم ُک داطحو از نا خلِلث در

Compute-Opt فلؿ  هاكع درn+1 کيد نی خل را نحفاهت نصئلٌ زُر: 

Compute-Opt(0),Compute-Opt(1),…,Compute-Opt(n) 



 ها فراخَاىی از ُک هر ةراو کٌ اشث زناىی افزهىگی از شادگی ةٌ هصث اجرا ةراو ىهائی داراو زناىی اُيکٌ دلِل

 (ةٌ دفػات زُاد اشث ةالا نلادُراز  ُکنيظَر نداشتٌ هر ).کيد نی غرف

 کٌ ةارو اهلِو را Compute-Optنلدار  جَاىصحِم نی کيِم؟ ةرـرف را افزهىگی اُو جَاىصحِم نی چگَىٌ

 جهانی ةراو شادگی ةٌ شپس ه کيِم ذخِرً ةاطد دشحرشی كاةل شراشرو ةفَر کٌ ندلی کردُم در نداشتٌ

 .کيِم اشحفادً ، طدً نداشتٌ پِض از نلدار اُو ،از ةازگظحی آُيدً هاو فراخَاىی

آراٌُ  ُکاز رهىد اُو.مهیدنی اىجام M-Compute-Optىام  ةٌ جر هَطهيداىٌ رهىدو در ار فَق اشحراجژو
M[0,…,n] ًکرد  خَاهد اشحفادM[j] نلدار  انا ،طد خَاهد طرهع جٍی نلدار ةاCompute-Opt(j) ندؼ ةٌ را 

  M-Compute-Opt شراغ ةٌ OPT(n)کردن  جػِِو ةراو .داطث خَاهد ىگٌ طَد جػِِو ةار ةراو اهلِو اُيکٌ

  .رهُم نی

M-Compute-Opt(j) 

     If  j = 0 then 

         Return 0 

     Else if M[j] is not empty then 

         Return M[j] 

     Else 

         Define M[j] = max( vj + M-Compute-Opt(p(j)) , M-Compute-Opt(j-1)) 

         Return M[j] 

     Endif 
 :طدً Memorizeو  ىصخٌ جدلِل

 .اشث دادً کاهض را زنان Memoziationاگرچٌ  ةاطد؛ نی كتلی الگَرُحم شازو پِادً ةٌ نظاةٌ ةصِار

 .ةاطد نی O(n)و  نرجتٌ از M-Compute-Opt(n)اجراو  زنان

 در طدً غرف زنان گرفحو ىظر در اشث،ةدهن طدً غرف M-Compute-Optفراخَاىی  ُک ةراو کٌ زناىی:ادتات

 داةحی هاو زنان و هشِلٌ ةٌ اجرا زنان ةياةراُو.ةاطد نی O(1)نِکيد، جَلِد کٌ او ةازگظحی فراخَاىی هاو

 خَد شازو پِادً چَن .کييد نی اجرا را M-Compute-Optدفػٌ  هر فراخَاىی کٌ جػدادو اشث طدً نددهد

 ُک "پِظرفث" خَب نػِار ُک و هشِلٌ ةٌ خَاهِم نی نا اشث، ىگرفحٌ ىظر آن در ةراو ةالاُی کران هِچگَىٌ

 در .ىِصحيد "جٍی" کٌ اشث Mاز  هاُی هرهدو جػداد اُيجا در نػِار پِظرفث ةٍحرُو .کيِم پِدا آن ةراو کران

-Mةٌ  ةازگظحی فراخَاىی ده کيد، نی اخؾار را کٌ ةازگظث نرجتٌ هر انا ةاطد؛ نی غفر غدد اُو اةحدا

Compute-Opt را طدً پر هاو هرهدو جػداد ةػلاهً ه طَد نی ُک هرهدو طدن پر ةاغخ اُو ه دهد نی ىحِجٌ را 

 ةِظحرُو در کٌ طَد نی درُافث نفلب دارد، اُو هرهدو  n+1 فلؿ Mچَن  .دهد نی افزاُض ١ هشِلٌ ةٌ ىِز



 داطحِم اىحظار کٌ ههاىفَر ه ةػلاهً ةاطد داطحٌ هجَد جَاىد نی M-Compute-Optةٌ  فراخَاىی O(n) تخال

.  طَد نی O(n)و  نرجتٌ از M-Compute-Optاجراو  زنان

 :خل پَُا  ًرا
ةدشث آندً اشث انا ةا اشحفادً از راً خل پَُا ىِز نی  O(n)هر چيد ةا اشحفادً از ةٌ خاـر شپاری زنان اجرای 

 .جَان ةٌ اُو زنان رشِد

M[0] = 0 

for i = 1 to n 

     M[i] = max(vi + M[p(i)], M[i-1])  
از اهل ةٌ  Mـرُلٌ ی نداشتٌ ةا الگَرُحم پَُا ههاىيد راً خل ةٌ خاـر شپاری نی ةاطد ةا اُو جفاهت کٌ آراٌُ 

 .آخر پر نی طَد

 :خل راً و نداشتٌ
 را ها فاغلٌ از او ةٍِيٌ کانلا و نجهَغٌ کٌ کيِد فرض اُم؛ کردً نداشتٌ را ةٍِيٌ خل راً ُک نلدار نا کيَن جا

ةاطد  ةٍِيٌ خل راً ُک ههچيان ـَرُکٌ ةٌ ها فاغلٌ نلدار طدن اؽافٌ ةا الگَرُحم دادن جَشػٌ.نی خَاهِم
 و نجهَغٌ ُک طانل S[i]کٌ  جرجِب اُو ةٌ ىگٍدارُم را Sاؽافی  و آراٌُ ُک جَاىصحِم نی :ةَد خَاهد شادً
 .ةاطد نی {i,…,1,2} ةٌ  هاةصحٌ از فَاغل ةٍِيٌ

M[0] = 0 
S[0] is empty schedule 

for i = 1 to n 

     M[i] = max(vi + M[p(i)], M[i-1]) 
     S[j] = vj + M[p(j)] < M[j-1] ? S[j-1] : S[p(j)] ∪ {j} 

S[i]  ةٌ زنانO(n)  طَد الگَرُحم ىِز ةٌ زنان   ةٌ رهزىِاز دارد جاO(n) داطث پس زنان کلی نصئلٌ ةٌ  ىِاز
O(n

2
 .جغِِر نی کيد کٌ اُو زنان نياشب ىِصث ةياةراُو جَاب را از رهش دُگری ةدشث نی آهرُم (

 ه اگر ةاطد نی {j,…,1}هاو  فاغلٌ نجهَغٌ ةراو ةٍِيٌ خل راً ُک ةٌ نرةَط jکٌ  داىِم نی **و  راةفٌ از
اگر  جيٍا

 vj + OPT(p(j)) ≥ OPT(j-1)  
 پِدا ةراو Mآراٌُ  نِان در "غلب ةٌ کردن دىتال"ً ک رشِم نی ةػدو و شادً رهىد ةٌ نا ىظرٌُ اُو ةٌ جَجٌ ةا

 .ةاطد نی ةٍِيٌ خل راً ُک هاو فاغلٌ نجهَغٌ کردن



findSolution(int j) 

     if (j=0) then  

          return empty schedule 

     if (vj + M[p(j)] ≥ M[j-1]) then 

          return findSolution(p(j)) ∪  {j} 

     else 

          return findSolution(j-1) 
ةاغخ  کيد، نی فراخَاىی کَچکحر نلدارهاو ةراو فلؿ را خَدش ةازگظحی ـَر ةٌ FindSolutionاُيکٌ  دلِل ةٌ

 نی غرف فراخَاىی ةراو را داةحی زنان دفػٌ هر چَن طَد؛ه نی ةازگظحی فراخَاىی O(n)از  او نجهَغٌ شاخحو

 : دارُم،  کيد

 ةاز را ةٍِيٌ خل ُک راً O(n)زنان  در FindSolutionکٌ  طَد نی ىحِجٌ نصائل زُر ةٍِيٌ نلادو از M آراٌُ از

  .گرداىد نی

 .راً خل را ةٌ غَرت غِر ةازگظحی ةدشث آهرُم نی جَاىِم ةٌ غَرت زُر غهل کيِماگر ةخَاهِم 

M[0] = 0 

for i = 1 to n 

      M[i] = max(vi + M[p(i)], M[i-1]) 

      if (vi + M[p(i)] > M[i-1]) 

           Decision[i] = 1 (* 1 means i included in solution M[i] *) 

      else 

           Decision[i] = 0 (* 0 means i not included in solution M[i] *) 

S = φ, i = n 

While (i > 0) do 

     if (Decision[i] == 1) 

          S = S ∪ {i} 

          i = p(i) 

    else 

          i = i-1 

Output S 
 


