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.در فصل های قبلی نقشه های زمین را به طور ضمنی بدون برجستگی در نظر گرفتیم

.واقعیت این گونه نیست
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Terrain :شته یک سطح دوبعدی در فضای سه بعدی با یک ویژگی خاص؛ اگر خط عمودی با آن برخورد دا
.باشد، این برخورد تنها در یک نقطه است

:گرافی از یک تابع به شکل زیر است
f: 𝑅2 → 𝑅

f 𝑝مقدار ارتفاع در نقطه یp در دامنه یAرا مشخص می کند.
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.مشخص استPرا نمی دانیم، فقط در مجموعه نقاطterrainارتفاع همه  نقاط دامنه 
.را می دانیمPدر یک مجموعه ی متناهیfدر واقع مقدار تابع 

terrainتخمین : هدف

.ارتفاع نزدیک ترین نقطه نمونه را نسبت می دهیمpϵAبه هر : یک راه ساده



.تعیین می کنیمPیک مثلث بندی از
.هستندP های مثلثی که رئوس آن ها نقاط وجهمسطح با subdivisionیک 

.را پوشش دهیمterrainفرض می کنیم نقاط نمونه طوری هستند که می توانیم با مثلث ها دامنه 
.نقاط نمونه را تا ارتفاع آن ها بالا می بریم

.هر مثلث در مثلث بندی را به یک مثلث در فضای سه بعدی نگاشت می کنیم
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نقاط نمونه را چگونه مثلث بندی کنیم؟

.می دهدterrainکدام مثلث بندی تخمین بهتری از 

.به غیر از ارتفاع برخی از نقاط اطلاعات دیگری نداریم، همه ی مثلث بندی به نظر خوب می رسند
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.برخی از مثلث بندی ها به واقعیت نزدیک ترند

.باید یک معیار برای تشخیص این که کدام مثلث بندی بهتر است، داشته باشیم

.به نظر می رسد یک مثلث بندی با زاویه های کوچک، مناسب نباشد
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.مثلث بندی ها را بر اساس کوچک ترین زاویه شان رتبه بندی می کنیم
 گیریم و به اگر کوچک ترین زاویه دو مثلث بندی یکسان باشد، آن گاه دومین کوچک ترین زاویه را در نظر می

...همین ترتیب

.وجود دارد، از این رو یک مثلث بندی بهینه وجود داردPتعداد محدودی مثلث بندی مختلف از نقاط

Mahya Bohlouli l Dec 2014

Triangulations of Planar Point Sets Delaunay Triangulations

:  هدف 
ندی ها مثلث بهمه یپیدا کردن مثلث بندی با این ویژگی که کوچک ترین زاویه اش از کوچک ترین زاویه ی  

.بزرگ تر باشد
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𝑃فرض کنید  = 𝑝1,𝑝2 , … ,𝑝𝑛مجموعه ای از نقاط در صفحه باشند.
خاصیت مسطح بودن آن را  S، طوری که اضافه کردن هر یال به Sزیر تقسیم : maximalزیر تقسیم مسطح 

.از بین ببرد
را به هم وصل می کند یک یال از مثلث بندی Pهر پاره خط که دو نقطه ی متوالی روی مرز غشای محدب 

Tاست.
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.مقدار ثابتی استPتعداد مثلث ها و یال ها در همه ی مثلث بندی های
تعداد نقاطی k. مجموعه ای از نقاط در صفحه باشد که در یک خط قرار نگرفته اندPفرض کنید : 9.1قضیه 

convexباشد که روی مرز  hull2برای هر مثلث بندی . این مجموعه نقاط قرار دارندn-2-k 3مثلث وn-3-

kیال خواهد داشت.

.باشدTتعداد مثلث های mو Pیک مثلث بندی از Tفرض کنید : اثبات
m+1تعداد وجه های مثلث بندی،

یال دارد  3هر مثلث 
.تا یال داردkوجه نامحدود 

:T :𝑛𝑒بنابراین تعداد کل یال های . هر یال دقیقاً با دو وجه در ارتباط است = 3𝑚 + 𝑘 /2

𝑛:فرمول اویلر − 𝑛𝑒+𝑛𝑓= 2←𝑚 = 2𝑛 − 2 − 𝑘 و𝑛𝑒 = 3𝑛 − 3 − 𝑘
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𝛼1,𝛼2 , … ,𝛼3𝑚 توالی زاویه هایm مثلث مثلث بندیT از مجموعه یPاست .
𝛼𝑖: به طوری که ≤ 𝛼𝑗 برای𝑖 < 𝑗.

𝛼1 کوچک ترین زاویهTاست .
𝐴 𝑇 ≔ 𝛼1,𝛼2 , … ,𝛼3𝑚 را بردار زاویهTمی نامیم.

𝐴 𝑇′ ≔ 𝛼′1,𝛼′2 , … ,𝛼′3𝑚 را بردار زاویه𝑇′می نامیم.

𝐴بزرگ تر است اگر و تنها اگر ′𝑇از بردار زاویه 𝑇بردار زاویه  𝑇به ترتیب لغت نامه ای از𝐴 𝑇′ بزرگ تر
.  باشد

𝑖،1اگر یک اندیس ≤ 𝑖 ≤ 3𝑚وجود داشته باشد به طوری که :
𝛼𝑗 = 𝛼′𝑗 𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑗 < 𝑖 𝑎𝑛𝑑 𝛼𝑖> 𝛼′𝑖
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𝐴باشیمداشتهPاز ′𝑇اگر برای همه ی مثلث بندی های 𝑇′𝐴 𝑇 بهینه زاویه ای  𝑇، آن گاه مثلث بندی≤
.نامیده می شود
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:را در نظر بگیرید𝑇دو مثلث مجاور در

روی یال مشترک edge flipاگر دو مثلث یک چندضلعی محدب را تشکیل دهند، می توانیم با یک •
.دیگر داشته باشیممثلث بندی آن ها یک 
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:یک یال غیر مجاز است اگر
𝑚𝑖𝑛 𝛼𝑖 < 𝑚𝑖𝑛 𝛼′𝑖

1 ≤ 𝑖 ≤ 6

.کردن آن یال اندازه ی کوچک ترین زاویه  افزایش یابدflipبه عبارت دیگر، یک یال غیر مجاز است اگر با 
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flipبعد از 𝑇مثلث بندی به دست آمده از′𝑇باشد و𝑒مثلث بندی با یال غیرمجاز𝑇فرض کنید: 9.3مشاهده 

𝐴آن گاه . باشد𝑒یالکردن 𝑇′𝐴 𝑇 <
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نقاطی هستند که sو p ،q ،rبرخورد می کند و a, bخطی که با دایره درنقاط 𝑙یک دایره باشد، 𝐶دفرض کنی
:واقع شده اند، در این صورت𝑙در یک سمت خط 

:قضیه تالس
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𝑝𝑖،𝑝𝑗محاط بر𝐶و دایره ی𝑝𝑖𝑝𝑗𝑝𝑙و 𝑝𝑖𝑝𝑗𝑝𝑘همجوار با مثلث های 𝑝𝑖𝑝𝑗فرض کنید یال : 9.4لم 
.  قرار بگیرد𝐶داخل𝑝𝑙، غیرمجاز است اگر و فقط اگر𝑝𝑖𝑝𝑗یال .باشد𝑝𝑘و

دهند و روی یک دایره ی  convexتشکیل یک چهارگوش 𝑝𝑘و𝑝𝑖،،𝑝𝑗𝑝𝑙اگر نقاط ،علاوه بر این
.یک یال غیرمجاز است𝑝𝑘𝑝𝑙یا 𝑝𝑖𝑝𝑗یال هایمشترک قرار نگیرند آن گاه دقیقاً یکی از 
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.مثلث بندی که هیچ یال غیر مجازی نداشته باشد: مثلث بندی مجاز

.نتیجه می شود هر مثلث بندی بهینه  زاویه ای یک مثلث بندی مجاز است9.3از مشاهده 

:محاسبه ی یک مثلث بندی مجاز
می کنیم تا همه ی یال ها مجاز flipیک مثلث بندی اولیه به دست می آوریم، تمام یال های غیر مجاز آن را 

.شوند

Triangulations of Planar Point Sets Delaunay Triangulations
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Algorithm LegalTriangulation(T)

Input. A triangulation T of a point set P.

Output. A legal triangulation of P.

1. while T contains an illegal edge pipj

2. do ( Flip pipj )

3. Let pipjpk and pipjpl be the two triangles adjacent

to pipj.

4. Remove pipj from T, and add pkpl instead.

5. return T

.در هر تکرار حلقه افزایش می یابد𝑇بردار زاویه 9.3با توجه به مشاهده 

.وجود دارد، الگوریتم اتمام خواهد یافت𝑃چون تعداد محدودی مثلث بندی از

.نتیجه ی الگوریتم یک مثلث بندی مجاز است

Triangulations of Planar Point Sets Delaunay Triangulations
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نقطه در صفحه 𝑛مجموعه ای از𝑃فرض کنید•

.است

𝑉𝑜𝑟ورونوی دیاگرام• 𝑃 زیر تقسیمی از

𝑉صفحه به سلول های ورونوی 𝑃 برای

𝑝𝜖𝑃همه ی

𝑉𝑜𝑟گراف دوگان𝐺فرض کنید• 𝑃

.یک گراف مسطح است𝐷𝐺(𝑃)گراف دلونی•

The Delaunay Triangulation Delaunay Triangulations
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.گراف دلونی یک مجموعه نقاط در صفحه یک گراف مسطح است: 9.5قضیه 

.با استفاده از ویژگی دایره خالی ورونوی دیاگرام اثبات می کنیم
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𝑉𝑜𝑟گراف دلونی برای هر رأس 𝑃یک وجه دارد.
𝑉𝑜𝑟از vاگر یک رأس  𝑃 یک رأس از سلول های ورونوی برای سایت های𝑝1,𝑝2 , … ,𝑝𝑘 باشد آن گاه
𝑝1,𝑝2 , … ,𝑝𝑘رأس های وجه متناظر𝑓 در𝐷𝐺(𝑃)خواهند بود.

7.4از قضیه  𝑖 : در این شرایط𝑝1,𝑝2 , … ,𝑝𝑘 روی یک دایره به مرکزvقرار می گیرند.
𝑓 یک𝑘 − 𝑔𝑜𝑛و محدب است.
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𝐺𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑙 𝑃𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛: نقطه ای روی یک دایره قرار نگیرند4اگر هیچ.

𝑃،𝐺𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑙اگر مجموعه نقاط 𝑃𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 3باشند آن گاه همه ی رئوس ورونوی دیاگرام از درجه ی
.هستند

.مثلث هستند𝐷𝐺(𝑃)در نتیجه همه ی وجه های

The Delaunay Triangulation
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مجموعه ای از نقاط در صفحه باشد𝑃فرض کنید: 9.6قضیه 
.Iسه نقطه ی𝑝𝑖 , 𝑝𝑗 ,𝑝𝑘 𝜖𝑃رئوسی از یک وجه یکسان از گراف دلونی ،𝑃 هستند اگر و فقط اگر

.در داخلش نباشد𝑃هیچ نقطه ای از،دایره ی گذرنده از این سه نقطه
.II دو نقطه𝑝𝑖 ,𝑝𝑗 𝜖𝑃از یالی از گراف دلونی𝑃اگر و فقط اگر دایره خالی وجود داشته باشد هستند

.که از هر دو نقطه بگذرد

The Delaunay Triangulation Delaunay Triangulations
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.II دو نقطه𝑝𝑖 ,𝑝𝑗 𝜖𝑃از یالی از گراف دلونی𝑃اگر و فقط اگر دایره خالی وجود داشته باشد هستند

.که از هر دو نقطه بگذرد
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یک مثلث بندی 𝑇.باشد𝑃یک مثلث بندی از𝑇مجموعه ای از نقاط در صفحه و𝑃فرض کنید: 9.7قضیه 
.وجود نداشته باشد𝑃است اگر و تنها اگر داخل دایره ی محیطی هر مثلث نقطه ای از𝑃دلونی از
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یک مثلث بندی 𝑇.باشد𝑃یک مثلث بندی از𝑇مجموعه ای از نقاط در صفحه و𝑃فرض کنید: 9.8قضیه 
.باشد𝑃مجاز است اگر و تنها اگر یک مثلث بندی دلونی از
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به این .بر این دلالت می کند که هر مثلث بندی بهینه زاویه ای یک مثلث بندی دلونی است9.8قضیه 
.دلیل که هر مثلث بندی بهینه زاویه ای، مجاز است

𝐺𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑙در𝑃زمانی که 𝑃𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛است فقط یک مثلث بندی مجاز وجود دارد که بهینه زاویه ای است
.یعنی مثلث بندی دلونی منحصربفرد است
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ونی چون مثلث بندی دلونی مجاز است و هر مثلث بندی مجاز، بهینه زاویه ای است پس مثلث بندی دل•
.بهینه زاویه ای است

.طبق قضیه قبل این مثلث بندی دلونی است. هر مثلث بندی که بهینه زاویه ای است، مجاز است•

35

فرض کنید مجموعه ای از نقاط در صفحه باشد، هر مثلث بندی بهینه زاویه ای از یک  : 9.9قضیه
.مثلث بندی دلونی از است

.ا داردعلاوه بر این، هر مثلث بندی دلونی از بزرگ ترین کوچک ترین زاویه را بین همه ی مثلث بندی ه


