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ود قابل بسیاری از انواع پرسش هایی که روی یک پایگاه داده پرسیده میش-
.تفسیر به صورت هندسی است

یبعدچندفضایدرنقاطیبهرادادهپایگاهرکوردهایمنظوراینبرای
.می کنیماجرانقاطاینرویراهاپرسشودهیممیانتقال





راراستدرختزیربرگهایمیکنیمحرکتچپبهکهمسیریهردر
چپدرختزیرهایبرگراستسمتبهحرکتدرومیکنیمگزارش

.را





.نقاطی را که در بازه قرار دارد گزارش میکنددقیقا الگوریتم                       : 1-5لم 

:اثبات
هر نقطه ای که گزارش شده در بازه بوده-1

.هر نقطه ای که در بازه هست گزارش میشود-2



Complexities: 

Query Time          O( K + log n) T ,[x,x’]  output 

Construction Time  O(n log n)  P  T

Space                     O(n)      store T 



یکسان ندارندx,yهیچ دو نقطه ای مختصات :  فرض های اولیه



.بعدی در نظر گرفت1تا فضای 2از می توان ترکیبی بعدی را 2فضای یک -

متوازن؟bst:  ساختمان داده ی مناسب

.متوازن قابل تعمیم به فضای با بعد بالاتر هستbstبا توجه به تعریف بازگشتی 
شوند یک  مجموعه ای از نقاط که به دو زیرمجموعه ی تقریبا مساوی تقسیم می: تعریف بازگشتی

از راس  زیر مجموعه شامل نقاط کوچکتر یا مساوی با راس جداساز و دیگری شامل نقاط بزرگتر
جداساز



dimension d=2: 

point p=( x(p) , y(p) ) ,  range 

R = [x1 : x2]  [y1 : y2]

p R    x(p)  [x1 : x2]  and y(p)  [y1 : y2] .
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:                                                                  زمان ساخت
T(n)=O(n)+2T(n/2)                     O(nlogn)

O(n):سازیذخیرهفضای

o(n)بابرابرفضایینقطهnازایمجموعهرویkdtreeیک:3-5لم
.میشودساختهo(nlogn)زماندروبردخواهد



یم  اشتراک داشته باشد باید به دنبال زیردرختی باشregion(v)اگر ناحیه ی پرسش ما با : نتیجه
.هستvکه ریشه ی ان 





باkdtreeیکدرشکلمستطیلیدامنهیکبرایجووپرس:4-5لم
nزماندرنقطهO(k+√n)میشودانجام.

:5-5قضیه

O(nlogn)زماندرصفحهدرنقطهnازایمجموعهبرایkdدرختیک
جووپرسو.کردخواهداستفادهO(n)بابرابرفضاییومیشودساخته

.میباشدO(K+√n)بعدی2فضایدردادهبرای







ندداربرخوردماهایمرزباکههاییناحیهحداکثرکردنپیداوکارراحتیبرای-
حلانبرایرامسالهوگرفتهنظردررو(استبعدی2فضاچون)یال4ازیکی

ضرب4دررانتیجهاستمشابهکارروالهایالیهمهبرایچونومی کنیم
.می کنیم

وجستجیناحیهبااشتراکداراینواحیبرایبالاکراناینکهبرای-
.می گیریمنظردرخطراهاخطپارهبیایدبدست





فقط یک سمت هر خط جداساز عمودی(خط قرمز)یال مورد نظر:توجه
.قرار داشته و دو طرف هر خط جداساز افقی است





nبا kdtreeرا تعداد نود های دارای ناحیه ی مشترک در یک Q(n)اگر 
:برگ در نظر بگیریم میتوان روابط زیر را نتیجه گرفت

:اگر در عمق زوج درخت باشیم

(1)             Q(n)=1+Q(n/2)                             

و اگر در عمق فرد باشیم

(2)         Q(n)=1+2Q(n/2)                                

:نتیجه میشود(2)و (1)از 

n)Q(n)ϵO)√Q(n)=O(k)+2Q(n/4) 



استo(√n)تا خط افقی داریم که حداکثر نواحی مشترک با هر یک از انها 2تا خط عمودی و 2



:بعدی3فضای 



x

y
z



:مشابه حالت قبل

x: Q(n)=1+Q(n/2)                                                      

y: Q(n)=1+2Q(n/2)

z: Q(n)=1+2Q(n/2)                                                      

:رابطه ی بالا3با ترکیب 

Q(n)=O(1)+4Q(n/8)          Q(n)ϵ

.وجه دارد که برای هر کدام رابطه ی بالا صادق است6هر مکعب 



Range Tree



.  درزمان                      قابل اجراستkdtreeپرس و جو در یک :نتیجه

ایا میتوان زمان را بهبود داد؟   

Range tree



از مرتبه یk_dtreeزمان ساخت •

ازمرتبه ی k_dtreeزمان جستجو در •

O(n)O(n log n)

O(√n + k)O((log n)2 + k)

Range tree

ذخیره vزیر درخت با ریشه ی برگ های نقاطی که در مجموعه ی : p(v)زیرمجموعه ی کانونی
.شده اند



زیرمجموعه ی کانونی را برای هر درخت در لایه ی اول O(log n)اجتماع مجزای •
.تعریف می کنیم



  xبر اساس مؤلفهاصلیدرخت •

 yبر اساس مؤلفهوابستهدرخت •







Range Trees

2-level data structure:

P(v)

v

P(v)

Tassoc(v)

root[T ]

Primary Level:

BST on

x-coordinates

Secondary level:

BST on y-coord.

min(v) max(v)





:در این جا به بررسی سه مورد می پردازیم•

زمان ساخت•

فضای ساخت•

زمان جستجو•

:زمان ساخت

 O(nlogn):ساخت درخت وابسته

O(1): یافتن میانه•

2T(n/2): رابطه ی بازگشتی•

•T(n)=O(nlogn)+O(1)+2T(n/2)



T(n)=O(nlog2n)

!!برای ساخت درخت نیستبهینه این یک زمان 

:داریم yبراساس پیش فرض با فرض مرتب بودن نقاط به طور 

O(n): ساخت درخت وابسته

O(1): یافتن میانه

2T(n/2): روابط بازگشتی

T(n)=O(n)+2T(n/2):در نهایت داریم

T(n)=O(nlog:با استفاده از فرمول اصلی داریم n)         



.نیاز دارد O(nlogn)نقطه فضای nروی یک مجموعه از range treeیک :6-5لم 

مثلا در سطح اول یک نود  .درخت وابسته داریم‚به تعداد نود های هر سطح درخت اول :اثبات
برگ وجود دارد که برای n/2نود با 2در سطح دوم ‚نودnوجود دارد و یک درخت وابسته با 

:پس میتوان رابطه ی زیر را نوشت....برگ وجود داردوn/2هر کدام درخت وابسته با 

O(n)+2O(n/2)+4O(n/4)+…+nO(1)

فضا نیاز O(n)و هر سطح nlognتعداد سطوح درخت اولیه.تعلق دارد O(n)عبارت بالا به 
O(nlogn):پس فضای ذخیره سازی.دارد



:دوبعدیRange Treeالگوریتم جستجو برای 

انتخابراکانونیزیرمجموعه ی(میانیگرههربرای)O(logn)زماندرابتدادرالگوریتماین-1
قرار[’x,x]بازه یدرآن هاxمؤلفه یکههستندنقاطیشاملهمباآن هاهمه یکهکندمی

(.شودانجامبعدییکجستجوییکتوسطمی تواندکه).دارد

داشتهقرار[’y,y]بازه یدرنیزآن هاyمؤلفه یکهاستنظرمدفوقمجموعه یازنقاطی-2
الگوریتمنایدرکهاست،انجامقابلبعدییکجستجویالگوریتمیکتوسطنیزکاراین).باشند
(.رودمیبکاراندشدهذخیرهکانونیمجموعه یدرقبلاکهوابستهساختارهایهمان

کهاستDRANGEQUERY-1الگوریتمهمانشبیهDRANGEQUERY-2یعنیالگوریتماین
-1ازآنجایبهجاایندرکهاست،REPORTSUBTREEفراخوانیدردواینتفاوت

DRANGEQUERYمی شوداستفاده.





Algorithm 2DRANGEQUERY(T.[x:x’]×[y:y’] (

Input. A 2-dimensional range tree T and a range [x:x’]×[y:y’].

Output. All points in T that lie in the range.

1. vsplit ← FINDSLPITNODE(T,x,x’(

2. If vsplit is a leaf

3. then check if the point stored at vsplit must be reported.

4. else (*follow the path to x and call 1DRANGEQUERY on

the subtrees right of the path.*)

5. v ←lc(vsplit )

6. While v is not a leaf

7. do if x ≤ xv

8. then 1DRANGEQUERY(Tassoc(rc(v)), [y:y’](

9. v ←lc(v)

10. else v ←rc(v)

11. Check if the point stored at v must be reported.

12. Similarly, follow the path from rc(vsplit ( to x’, call

1DRANGEQUERY with the range [y:y’] on the associated

structures of subtrees left of the path, and check if the point

stored at the leaf where the path ends must be reported.
15



:5-7لم 
نقطه ذخیره کرده nکه Range Treeها در یک yها و xنشان دهید یک جستجوی مستطیلی موازی محور 

.تعداد نقاط گزارش شده استkنیاز دارد که O((log n)² + k)است  زمان 

:اثبات•
اصلیدردرختv1فراخوانیبهآیابگیریمتصمیمکهاینبرایکلاراستوچپمسیردر-

DRANGEQUERYزمانبهنهیااستنیازO(logn)استنیاز.

مسیردرشدهواقعمیانیگره هایتماماگر[x,x’]طولکهlognالگوریتمبایدبخواهیم،رادارند
DRANGEQUERYمرتبه یاز5-2لمطبقکهکنیمفراخوانیرا

O(Kv + log |Tassoc(v)|)=O(Kv + log nv)

.  است

Kvاستشدهگزارشنقاطتعداد.
لکزمانبگیریمنظردرشودمیفراخوانیالگوریتمآن هاازایبهکهنقاطیتعدادراvاگر

:بااستبرابرالگوریتمبرایشدهمصرف
 

𝑣

𝑂 𝑙𝑜𝑔𝑛𝑣 + 𝑘𝑣



:و داریم

:بارا تعداد تمام نقاط گزارش شده در نظر بگیریم، جمع اول در این رابطه برابر استKکه اگر 

:بار انجام می شود، داریمlog nحداکثر DRANGEQUERY-1و چون الگوریتم 

:و می دانیم 

nv<=n

 

𝑣

𝑘𝑣 +  

𝑣

𝑙𝑜𝑔𝑛𝑣

 𝑣 𝑘𝑣=K

 

𝑣

𝑙𝑜𝑔𝑛𝑣 = 𝑙𝑜𝑔𝑛𝑣 +⋯+ 𝑙𝑜𝑔𝑛𝑣



:در نظر می گیریم و داریمnپس حالت کلی 

:و زمان کلی الگوریتم برابر است با

O(log2n+k)



:نکته

خواسته شود، در این صورت نیازی به [’y,y]*[’x.x]اگر تعداد نقاطی که در بازه ی 

ود، که  گزارش تک تک نقاط نداریم و کافی است گره ای که برگهایش در محدوده است شمارش ش

.از زمان بدست آمده حذف می شودkدر این صورت مقدار 

 

𝑣

𝑙𝑜𝑔𝑛 = 𝑙𝑜𝑔𝑛 +⋯+ 𝑙𝑜𝑔 = (log n)2



:5-8قضیه 

Rangeیککهباشدصفحهدرنقطهnازمجموعهیکpکنیدفرض Treeذخیرهبرای

O(nزمانبهنقطهpاینسازی logn)زمانبههمساختبرایوO(n logn)برجستجو.داردنیاز

Rangeروی Treeمجموعه یازنقاطیمی تواندpمحورموازیمستطیلیدرکهراxوهاyها

.استشدهگزارشنقاطتعدادK.می دهدO(logn2+k)زماندررااست



Higher_Dimensional Range Tree:



ساختنبرایRange Treeوابستهدرخت هایازسطحچندینبایدبالاترابعاددرهایی
.استدسترسیقابلقبل،سطحدرختازگرهاییاشارهتوسطدرختهر.باشیمداشته

:ساخت درخت هایی در ابعاد بالاتر
.(  بُعدی باشدdمجموعه نقطه هایی در فضای pفرض کنید )

ساختن یک درخت جستجوی دودویی متعادل براساس مؤلفه ی اول

راسهردرvکانونیزیرمجموعه یاولسطحدرختدرp(v)درکهاستنقاطیمجموعه

.دارندقرارvریشهبازیردرختبرگ های

راسهربرایvوابستهدرختیکŢassocc(v)ساختهدوممؤلفه یاساسبرکهمی سازیم

.استبُعدیd-1درختاین.استشده



درخت به صورت بازگشتی ساخته می شود.
 برسیم1توقف بازگشت لحظه ای است که به یک درخت با عمق.



:5-9قضیه
Rangeیک،d>=2کهجایی.استبُعدیdدرفضاینقاطازمجموعهیکpکنیدفرض

TreeبرایpزمانO(nlog𝑑−1n)زماندرمی تواندومی کندمصرفسازیذخیره برایO(nlog𝑑−1n)
تعدادkاست،O(log𝑑n+k)هستند،شدهخواستهمستطیلیمحدوده یدرکهنقاطیگزارشزمان.شودساخته

.استشدهگزارشنقاط

:اثبات
.بُعدی باشدdنقطه در فضای nبر روی مجموعه ی Range Treeزمان ساختن یک Td(n)فرض کنید 

:داریم5-8طبق قضیه ی 
O(n logn)=T2(n)

:ساختن این درخت دو مرحله دارد
O(nlogn)<(=درخت اصلی)ساخت درخت سطح اول

عمق گره های میانی و در صورتی که  زمان ساخت log nکلا <(=وابسته)ساخت درخت های  سطح های بعد 
:باشدرابطه ی زیر برقرار استحداقل خطی درخت ها 



Td(n)=O(nlog n)+ O(log n)*Td-1(n)

O(nlog n)زمان ساخت درخت اصلی
O(log n)عمق درخت اصلی

Td-1(n)زمان ساخت درخت های وابسته
T2(n)=O(nlogبهتوجهبارابطهاین n)زماندراصلیفرمولنتیجه یاساسبرو

O(nlog𝑑−1n)می شودحسابگونههمیننیزسازیذخیرهزمان.می شودحل.

:زمان جستجو
RangeیکرویجستجوزمانQd(n)کنیدفرض Treeباdرویبربُعدnنمایشرانقطه

(.نمی شودنقاطگزارشزمانشامل).می دهد

.استO(log n)جستجو در ابتدا در درخت اصلی است که زمان جستجو در این سطح ازمرتبه ی 
.بُعدی می باشدd-1های Range Treeتا جستجو روی log nهمچنین شامل تعداد 



Qd(n)=O(log n)+O(logn)*Qd-1(n)

:که می دانیم

Qd(2)= O(log2n)

:با حل رابطه ی بازگشتی فوق داریم

Qd(n)= O(log𝑑n)

:به مقدار فوق داریمO(k)حال با اضافه کردن زمان مورد نیازبرای گزارش نقاط، که برابر است با

O(log𝑑n+k)=زمان کل جستجو



:General Sets Of Point



.نیستندیکسانyویکسانxمؤلفه یداراینقطه ایدوهیچpمجموعه یدرکهبوداینبرفرضکنونتا

:راه حل
استفاده از اعداد ترکیبی قاموسی بجای اعداد حقیقیComposite Number Space:       

 نمایش اعداد ترکیبی که از هر دو عدد عددa,bساخته می شود به فرم زیر است:

(a,b) → (a | b)

عدددویبراپس.می کنیمتعریفقاموسیترتیبتوسطترکیبیفضایرویکلیرابطهیکحال
(a | b)و(a’ | b’)داریم:

(a | b) < (a’ | b’) ⇔ a<a’ or (a=a’ & b<b’)

 نمایش هر نقطه  در مجموعهp بصورتp = (px , py :اکنون بصورت(
p’ = ((px | py ) , (py | px ) )



.نقطه به وجود می آیدnاز ’pدر این روش  مجموعه ی جدید 

 هدف گزارش نقاطی  از مجموعه یp است که در ناحیه یRهستند .R=[x,x’]*[y,y’]

 ساختن درخت بررویp’

’Rبه فضای ترکیبی جدید Rانتقال 

R=[x:x’]×[y:y’] → R’ = [ (x | -∞) : (x’ | +∞) ] × [ (y | -∞) : (y’|+∞) ]

.درستی روش با لم زیر اثبات می شود

:5-10لم 
:آنگاه. باشدRectangular Rangeیک نقطه باشد و pفرض کنید 

p ∈ R ⇔ p’ ∈ R’

:اثبات



وتنهااگراگرداردقرارRدرpتعریفطبقدارد،قرارRناحیه یدرpکنیدفرض
x ≤ px ≤ x’ وy ≤ py ≤ y’

:وبه راحتی می توان نشان داد حالت فوق برقرار است اگر و تنها اگر

(x | -∞) ≤ (px | py ) ≤ (x’ | +∞) و(y | -∞) ≤ (py | px ) ≤ (y’ | +∞)


