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Robot Motion Planning 
 برنامه ريزي حركت ربات

Getting Where You Want to Be 



Minkowski Sums 
 جمع هاي مينوكوفسكي

در بخش گذشته مسئله برنامه ريزي حركت يك ربات نقطه اي را 
: حل كرديم  

 محاسبه نقشه ذوزنقه اي از فضاي آزاد ربات
 استفاده از نقشه ذوزنقه اي براي برنامه ريزي حركت 

 
 اگر ربات چند ضلعي باشد از روشي مشابه مي توان استفاده نمود،

فضاي پيكربندي موانع ديگر همانند : اما يك مشكل وجود دارد 
!موانع در فضاي كار نيست  



Minkowski Sums 
 جمع هاي مينوكوفسكي

):فضاي پيكربندي يك مانع(  𝒞-obstacle 
مجموعه اي از نقاط در فضاي پيكربندي است به طوري كه مكان 

اشتراك داشته باشد،   𝒫با مانع  𝓡مطابق با آن نقاط از ربات
نشان دهيم خواهيم  𝒫𝒞را با  𝒫بنابراين اگر فضاي پيكربندي مانع 

:داشت  
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Minkowski Sums 
 جمع هاي مينوكوفسكي

 جمع مينوكوفسكي دو مجموعه               و             كه با 
:نشان داده مي شود به صورت زير تعريف مي شود  

 
مي باشد، كه اگر       q و p   بردار مجموع دو بردار p+qكه 

:و                       باشد داريم  
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 جمع هاي مينوكوفسكي

از آنجايي كه يك چند ضلعي يك  
مجموعه مسطح است، جمع هاي 

مينوكوفسكي براي آن ها به كار گرفته 
 مي شود
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 جمع هاي مينوكوفسكي

براي بيان                  با جمع هاي مينوكوفسكي به نماد گذاري هاي  
:زير احتياج داريم  

براي يك نقطه                       ما                              را تعريف مي 
.كنيم  

.ما                              تعريف مي كنيم  S براي يك مجموعه 
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 جمع هاي مينوكوفسكي

  :   13.3قضيه 
يك مانع باشد، آنگاه   𝓟يك ربات انتقالي مسطح و  𝓡فرض كنيد 

  𝓟𝒞  برابر                       مي باشد.  
:برهان  

اشتراك دارند اگر و فقط اگر       𝓟بايد نشان دهيم               و    
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Minkowski Sums 
 جمع هاي مينوكوفسكي

در ادامه اين قسمت خواصي مفيد از جمع هاي مينوكوفسكي را نشان مي دهيم  
.      و در آخر الگوريتمي جهت محاسبه آن ها ارائه مي دهيم  

 
:       13.4مشاهده   

دورترين . دو شيء در صفحه باشند و                         𝓡و  𝓟فرض كنيد 
  𝓟نقطه در جهت     روي        ، مجموع دورترين نقاط در جهت      روي 

. مي باشد 𝓡و   





Minkowski Sums 
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با استفاده از مشاهده قبلي ثابت مي كنيم جمع مينوكوفسكي دو چند 
. ضلعي محدب، پيچيدگي خطي دارد  

 
: 13.5قضيه   

دو چند ضلعي محدب به ترتيب با       و     يال   𝓡و   𝓟فرض كنيد 
باشند، آنگاه جمع مينوكوفسكي            يك چند ضلعي محدب 

. با حداكثر            يال  مي باشد  
 



  :برهان
محدب بودن جمع مينوكوفسكي دو مجموعه محدب، مستقيماً از 

.تعريف به دست مي آيد  
براي اين كه ببينيم پيچيدگي مجموع مينوكوفسكي خطي است شكل 

:زير را در نظر بگيريد  
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 جمع هاي مينوكوفسكي

مرزهاي دو جمع مينوكوفسكي به شيوه : نكته اي ديگر وجود دارد
خاص با يكديگر در تعامل هستند، براي ديدن اين موضوع لازم 

.است مفاهيمي ديگر معرفي شود  
: شبه ديسك ها  

دو شيء مسطح      و     كه هريك با يك منحني بسته ساده محدود 
جفت      و        را يك جفت شبه . شده اند در نظر بگيريد

ديسك مي ناميم، اگر مرزهايشان        و         در حداكثر دو نقطه 
.تلاقي داشته باشند  
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 جمع هاي مينوكوفسكي

با توجه به شكل زير تعريفي كه از 
شبه ديسك ها گفته شد عمومي 

.نيست  
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:تعريف رسمي  
و       را يك جفت شبه ديسك تعريف مي كنيم اگر شرط زير          

:برقرار باشد  
.و                    متصل باشند                     

.ناحيه داخل شيء    مي باشد             



Minkowski Sums 
 جمع هاي مينوكوفسكي

يك مجموعه از اشياء كه هريك با يك منحني بسته ساده محدود  
شده است را يك مجموعه شبه ديسك مي ناميم اگر هر جفت 

.شيء در آن مجموعه يك جفت شبه ديسك باشد  

 



Minkowski Sums 
  جمع هاي مينوكوفسكي

:تعريف  
يك نقطه اشتراك                   . دو چند ضلعي     و     را در نظر بگيريد

يك                             است اگر      از داخل      به                      
.   خارج        در     عبور كند  

:13.6مشاهده   
يك جفت شبه ديسك چند ضلعي    و     حداكثر دو                           

. تعريف مي كنند  
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  جمع هاي مينوكوفسكي

در ادامه ثابت مي كنيم يك مجموعه از جمع هاي مينوكوفسكي 
يك مجموعه شبه ديسك تشكيل مي دهند، اما ابتدا به مشاهده و 

.تعاريف زير نياز داريم  
يك چند ضلعي      دورتر از يك چند ضلعي ديگر    در جهت         

است، اگر دورترين نقطه    در جهت    از دورترين نقطه     در 
.   جهت      دورتر باشد  
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  جمع هاي مينوكوفسكي

:مجموعه تمام جهت ها با يك دايره واحد به مركز مبدا مدل مي شود  
كه آن جهت با   ( يك نقطه    روي دايره مذكور يك جهت را نشان مي دهد 

.   يك بردار از مبدا به نقطه     داده مي شود  
 

يك بازه از جهت      به جهت     به عنوان تمام جهت هاي مطابق با نقاط روي 
تكه دايره پاد ساعت گرد از نقطه نشان دهنده     به نقطه نشان دهنده     

.تعريف  مي شود  
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  جمع هاي مينوكوفسكي

:13.7مشاهده   
فرض كنيد     و     چند ضلعي هاي محدب باشند به طوري كه ناحيه 

فرض كنيد    و     جهت هايي . داخلي آن ها بدون اشتراك باشد
باشند كه در آن ها    دورتر از   ز   است، آنگاه يا در تمام جهت 

هاي بازه از    تا     يا در تمام جهت هاي بازه از     به     ،     
.دورتر از      خواهد بود  
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  جمع هاي مينوكوفسكي

:13.8قضيه   
فرض كنيد     و      دو چند ضلعي محدب باشند، به طوري كه 
نواحي داخلي آن ها مجزا مي باشد، فرض كنيد    چند ضلعي 

 محدب ديگري باشد آنگاه جمع مينوكوفسكي           و       
.   شبه ديسك هستند  
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  جمع هاي مينوكوفسكي

:برهان  
تعريف مي كنيم                     و        

كافي است نشان                   
دهيم                          متصل 

.است  
براي اين امر از برهان خلف استفاده  

 نموده، فرض مي كنيم               
و  13.4متصل نباشد و با مشاهده هاي 

به تناقض مي رسيم 13.7  
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  جمع هاي مينوكوفسكي

:13.9قضيه   
فرض كنيد    يك مجموعه از چند ضلعي هاي محدب شبه ديسك  

باشد كه تعداد كل يال ها     هست، آنگاه پيچيدگي اجتماع آنها 
. حداكثر     مي باشد  
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  جمع هاي مينوكوفسكي

همان طور كه در شكل روبرو ديده  
مي شود رئوس اجتماع دو نوع  

:است  
رئوس آبي ( رئوس شبه ديسك

) رنگ  
رئوس ناشي از اشتراك دو يال دو 

 شبه ديسك
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  جمع هاي مينوكوفسكي
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  جمع هاي مينوكوفسكي

اكنون الگوريتم هايي را جهت محاسبه مجموع مينوكوفسكي ارائه 
:مي دهيم  

:1الگوريتم   
،            را محاسبه (                       )براي هر جفت راس            

.مي كنيم  
را  1در اين گام غشاي محدب تمام نقاط به دست آمده از گام 

.محاسبه مي كنيم  
.        متاسفانه اين الگوريتم بهينه نيست  
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  جمع هاي مينوكوفسكي
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  جمع هاي مينوكوفسكي



Minkowski Sums 
  جمع هاي مينوكوفسكي

:3.10قضيه   
جمع مينوكوفسكي دو چند ضلعي محدب به ترتيب با     و     راس،   

.   در زمان                محاسبه مي شود  
 

در مطالبي كه تا كنون بيان شد فرض كرديم چند ضلعي ها محدب  
هستند اكنون اگر يك يا هر دو چند ضلعي غير محدب باشند چه 

!اتفاقي مي افتد؟  
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  جمع هاي مينوكوفسكي

:براي هر سه مجموعه    ،      و     خاصيت زير را داريم  
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  جمع هاي مينوكوفسكي

اكنون جمع مينوكوفسكي يك چند ضلعي غير محدب      و يك 
.  چند ضلعي محدب      به ترتيب با     و       راس در نظر بگيريد

 پيچيدگي             چيست؟   
چند ضلعي غير محدب     مي تواند مثلث بندي شود كه حاصل        

. مثلث              خواهد بود   
اكنون با خاصيت جمع مينوكوفسكي گفته شده در اسلايد قبل رابطه 

:  زير را نتيجه مي گيريم  
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  جمع هاي مينوكوفسكي

.    پيچيدگي          ،            خواهد بود  
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  جمع هاي مينوكوفسكي

 پيچيدگي مجموع مينوكوفسكي دو چند ضلعي غير محدب    و      
 چيست؟  

ابتدا بايد هر دو را مثلث بندي كرده و سپس يك مجموعه از             
.مثلث       و يك مجموعه از         مثلث        خواهيم داشت   
جمع مينوكوفسكي    و     اجتماع جمع هاي مينوكوفسكي جفت  

 هاي         مي باشد
.در نتيجه پيچيدگي         ،              خواهد بود  
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  جمع هاي مينوكوفسكي
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  جمع هاي مينوكوفسكي

:13.11قضيه   
فرض كنيد     و       چند ضلعي هاي به ترتيب با    و    راس باشند، 

پيچيدگي جمع مينوكوفسكي               به صورت زير كران دار 
: مي شود  

. اگر هر دو جند ضلعي محدب باشند، پيچيدگي          خواهد بود. 1  
اگر يكي محدب و ديگري غير محدب باشد پيچيدگي            . 2

.خواهد بود  
.اگر هر دو غير محدب باشند پيچيدگي            خواهد بود. 3  
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