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سپاس�گزاري
می�رود فرو که نفسی هر نعمت. مزید اندرش شکر به و است قربت موجب طاعتش که عزوجل را خداي منّت

شکري نعمتی هر بر و است موجود نعمت دو نفس هر در پس ذات؛ مفرح برمی�آید چون و است حیات ممد

واجب.

درآید. به شکرش عهده�ي کز برآید که زبان و دست از

خود بر برسانم. پایان به را پایان�نامه این تا ساخت راهم رفیق را توفیق که منان ایزد نثار شایان شکر

قدردانی و تشکر فرشی، محمد دکتر آقاي جناب ارجمند، راهنماي استاد بی�دریغ زحمات از می�دانم وظیفه�

مرا علمی، اندوخته�هاي پشتوانه�ي به و دقت�نظر و درایت با پایان�نامه انجام مراحل تمام در ایشان نمایم؛

ایشان از و رساندم پایان به ایشان ارزشمند رهنمود�هاي تحت را دوره این که مفتخرم بسیار نمودند؛ یاري

به هاشمی�نژاد، مهدیه دکتر خانم سرکار گرانقدر، استاد راهنمایی�هاي و زحمات از همچنین سپاس�گزارم.

دارم. را قدردانی و تشکر کمال مجموعه، این مشاور عنوان





چکیده
زوج�هایی شامل که Wاست مانند مجموعه�اي ،P از زوج تجزیه یک ،Rd فضاي در P نقاط مجموعه براي

(X ,Y) ∈ W مانند زوج یک ،p, q ∈ P نقطه�ي دو هر براي که طوري به است، P زیرمجموعه�هاي از

زوجی تجزیه مجزا، نیم زوج�هاي به نقاط تجزیه است. q ∈ X و p ∈ Y یا q ∈ Y و p ∈ X که دارد وجود

کوچک�تر، مجموعه�ي قطر از ضریبی به نسبت زوج، هر در نقطه مجموعه دو بین فاصله�ي آن در که است

از مجموعه یک براي مجزا نیم زوج�هاي به نقاط تجزیه ساخت روش�هاي پایان�نامه، این در است. بزرگ�تر

جدیدترین در می�گیرند؛ قرار مطالعه مورد آن، کاربردهاي از تعدادي و ،Rd فضاي در و صفحه در نقطه n

روش�هاي در ویژگی این که می�شود ظاهر زوج) O(log n) ) زوج کمی تعداد در نقطه هر ساخت، روش

ندارد. وجود قبلی ساخت
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1 فصل

نیازها پیش و تعاریف



مرتبط، ویژگی�هاي و قضایا برخی همچنین می�گردد، بیان تحقیق این در نیاز مورد تعاریف فصل این در

می�گیرند. قرار بررسی مورد

صفحه در نقاط مجموعه یک محدب غشاي 1.1
نقاط جفت هر براي اگر تنها و اگر می�شود نامیده محدب1 صفحه، از S مجموعه�ي زیر یک 1.1.1 تعریف

ببینید. را 1.1 شکل شود. واقع S داخل در کاملاً pq خط پاره ،p, q ∈ S

pq

p

q

pq

p

q

محدب محدب غیر

محدب. غیر مجموعه�ي یک با مقایسه در محدب مجموعه�ي یک :1.1 شکل

دربر را S که است محدبی مجموعه�ي کوچک�ترین ،S مجموعه�ي یک محدب2 غشاي 2.1.1 تعریف
می�شود. داده نشان CH(S) با و می�گیرد

درك براي می�گیرند. بر در را S که است محدبی مجموعه�هاي تمام اشتراك واقع در محدب غشاي

میخ�هایی نقاط، که کرد تصور می�توان صفحه، در نقطه n با P متناهی مجموعه�ي یک محدب غشاي بهتر

است پلاستیکی کش توسط شده ایجاد منحنی ،P محدب غشاي و شده�اند، کوبیده صفحه در که هستند

محدب غشاي از دیگري تعریف به منجر دیدگاه این ببینید. را 2.1 شکل است. شده انداخته میخ�ها دور که

می�گیرد. دربر را P نقاط سایر و هستند P از نقاطی رأس�هایش که یکتایی محدب ضلعی چند می�شود:

قابل O(n log n) زمان در صفحه، در نقطه n شامل مجموعه� یک محدب غشاي ([10]) 3.1.1 قضیه
. است محاسبه

1Convex

2Convex Hull

2



. نقاط از مجموعه�اي محدب غشاي معادل پلاستیکی کش توسط شده ایجاد منحنی :2.1 شکل

مجموعه محدب غشاي CH(i) و صفحه، در نقطه n از مجموعه�اي ،P کنید فرض ([22]) 4.1.1 قضیه
با را CH(i + ١) محدب غشاي می�توان ،pi+١ نقطه�ي شدن اضافه با است. p١, ..., pi ∈ P نقاط

محاسبه ،p١, ..., pi+١ نقاط مجموعه براي محدب غشاي مستقیم محاسبه�ي بدون و ،CH(i) به�روز�رسانی

زمان در ،CH(i) محدب غشاي روي به pi+١ نقطه�ي از مشترك مماس دو ایجاد طریق از این�کار، کرد.

است. اجرا قابل O(log n)

Lp-متریک�ها 2.1

تعریف زیر صورت به b و a نقطه�ي دو بین Lp-متریک3 فاصله�ي باشند؛ نقطه دو ،a, b ∈ Rd کنید فرض

می�شود:

d(a, b) = (
d∑

i=١

|ai − bi|p)١/p.

باشد؛ صفحه در نقطه�اي a کنید فرض می�شوند. بررسی (R٢ (فضاي صفحه در Lp-متریک�ها ادامه، در

همان L٢-متریک می�شود. داده نشان ،y(a) با آن عرضی مختصات و x(a) با a نقطه�ي طولی مختصات

با: است برابر و می�دهند نشان ||ab|| با را b و a نقطه�ي دو بین اقلیدسی فاصله است. اقلیدسی فاصله

||ab|| =
(
|x(a)− x(b)|٢ + |y(a)− y(b)|٢

)١/٢
.

3Lp-metric

3



(۱,۰)

(۰,۱)

(−۱,۰)

(۰,−۱)

O

(x, y)

max(|x|+ |y|) = ۱

(۱,۰)

(۰,۱)

(−۱,۰)

(۰,−۱)

O

(x, y)

|x|+ |y| = ۱

(۱,۰)

(۰,۱)

(−۱,۰)

(۰,−۱)

O

(x, y)

√
(x)۲ + (y)۲ = ۱

(ج) (ب) (الف)

.L∞ متر دایره�ي (ج): ،L١ متر دایره�ي (ب): اقلیدسی، متر دایره�ي (الف): :3.1 شکل

تعریف زیر صورت به و می�شود داده نشان ||ab||∞ با صفحه، در b و a نقطه�ي دو بین ∞L-متریک فاصله�ي

می�شود:

||ab||∞ = max
{
|x(a)− x(b)|, |y(a)− y(b)|

}
.

با: است برابر صفحه، در b و a نقطه�ي دو بین L١-متریک فاصله�ي همین�طور

|x(a)− x(b)|+ |y(a)− y(b)|.

هندسی مکان بگیرید، درنظر را مختصات مبدأ دارد. وجود واحد شکل یک Lp-متریک، هر معرفی براي

متر آن براي را واحد هندسی شکل یک هستند، مبدأ از یک Lp-متریک فاصله�ي داراي که نقاطی تمام

(L٢-متریک) اقلیدسی متر در مبدأ مرکز به دایره واحد شکل آن، شده�ي شناخته مثال می�کنند. تعریف

قسمت 3.1 شکل است. یک با برابر مختصات مبدأ تا دایره، مرز روي نقاط تمام اقلیدسی فاصله�ي که است،

به اصطلاح در که می�آید، به�دست واحد شکل این نیز Lp-متریک�ها سایر براي راحتی به ببینید. را (الف)

L١-متریک دایره�ي ترتیب به (ج)، و (ب) قسمت 3.1 شکل می�شود. شناخته Lp-متریک هر دایره�ي عنوان

گرفته نظر در (L٢-متریک) اقلیدسی متر با فاصله پایان�نامه، ادامه�ي در می�دهد. نشان را ∞L-متریک و

می�شود. ذکر شده استفاده متر که خاص حالت�هاي در مگر می�شود،

غیر یا (متناهی مجموعه��اي S که است، (S, δ) صورت به زوجی متریک4، فضاي یک 1.2.1 تعریف
مانند نقطه دو هر ازاي به که است δ : S × S −→ R صورت به فاصله تابع δ و نقاط، از متناهی)

4Metric Space
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است: زیر شرایط داراي که طوري به می�دهد، نسبت را δ(p, q) فاصله�ي p, q ∈ S

،δ(p, q) ≥ ٠ (1

،p = q اگر فقط و اگر δ(p, q) = ٠ (2

،δ(p, q) = δ(q, p) (3

مثلثی). (نامساوي p, q, r ∈ S ازاي به ،δ(p, q) ≤ δ(p, r) + δ(r, q) (4

است. متریک فضاي یک ،(Rd, L٢) مثال براي

عبارت است)، متناهی S (مجموعه�ي (S, δ) متناهی متریک فضاي یک براي مضاعف5 بعد 2.2.1 تعریف
بتواند ،S فضاي در ،r > ٠ شعاع با دایره� هر که گونه�اي به ،λ مثبت و حقیقی مقدار کوچک�ترین از است

شود. پوشانده ،r/٢ شعاع با دایره ٢λ با

در دایره هر می�توان عبارتی به ،([16]) است Θ(d) مرتبه�ي از ،(Rd, L٢) اقلیدسی فضاي مضاعف بعد

پوشاند. نصف شعاع با دایره ثابتی تعداد از استفاده با را، اقلیدسی متر با و Rd فضاي

داده�ها ساختمان 3.1

چهارتایی درخت 1.3.1
چهارتایی6 درخت یک بگیرید؛ نظر در را Rd فضاي در نقطه n شامل P نقاط مجموعه 1.3.1 تعریف
گره�ي هر و است فرزند ٢d داراي آن در داخلی گره�ي هر که است ریشه�دار درختی ،P نقاط مجموعه براي

مربع صورت به ناحیه� یک با متناظر درخت، این در v مانند گره هر است. نقطه یک شامل حداکثر برگ،

مربع�هاي آنگاه نباشد)، (برگ باشد فرزند داراي v گره�ي اگر می�شود. داده نشان σ(v) با که است بعدي d

نتیجه در می�شوند؛ ایجاد مختصات محورهاي با موازي خط d توسط σ(v) تقسیم از فرزندان، با متناظر

می�دهد. تشکیل را ریشه با متناظر مربع درخت، برگ�هاي با متناظر مربع�هاي اجتماع

5Doubling Dimension

6Quad Tree
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چهارتایی درخت باشد، نقطه یک شامل P اگر که است صورت این به چهارتایی درخت ساخت الگوریتم

یک از بیش� شامل P اگر و می�شود ذخیره آن در متناظر، مربع و P مجموعه�ي که است برگ یک شامل

آوردن دست به با است، ریشه با متناظر که نقاط تمام دربرگیرنده�ي مربع) (یا مستطیل ابتدا باشد، نقطه

ضلع اندازه�ي به مستطیل کوچک ضلع�هاي سپس و می�شود حاصل بُعد، هر در ماکزیمم و مینیمم نقاط

با متناظر مربع تعیین از پس می�شود. نقاط گیرنده�ي بر در مربع به تبدیل و یافته گسترش آن، بزرگ

نقطه یک از بیش مربع زیر هر در که جایی تا را مربع این و می�کند عمل بازگشتی صورت به الگوریتم ریشه،

زیرمربع ٢dایجاد و مربع ضلع�هاي تمام کردن نصف معنی به مربع هر شکاف می�دهد. شکاف7 نگیرد، قرار

متناظر مربعی ناحیه�هاي و ،R٢ فضاي در چهارتایی درخت یک از مثالی 4.1 شکل است. اولیه، مربع داخل

شده استفاده برچسب�هاي ،SE و SW ،NW ،NE برچسب�هاي می�دهد. نشان را درخت گره�هاي با

شمال شرقی، شمال ربع�هاي8 ترتیب به که است، (v (گره�ي ریشه فرزندان با متناظر مربع�هاي نمایش براي

می�دهند. تشکیل را σ(v) از شرقی جنوب و غربی جنوب غربی،

NE

SE

NW

SW

NE NW SW SE

v = root σ(v)

صفحه. در نقاط از زیرمجموعه�اي براي گره�ها، با متناظر مربع�هاي و چهارتایی درخت :4.1 شکل

می�شود، داده نشان ϕ(P ) با که P نقاط پراکندگی9 ،Rd در P نقاط مجموعه ازاي به 2.3.1 تعریف
آن. از متمایز نقطه�ي دو بین فاصله کمترین به ،P از نقطه� دو بین فاصله بیش�ترین نسبت از است عبارت

ریاضی: زبان به

ϕ(P ) =
(
maxp,q∈P ||pq||

)
/
(
minp,q∈P,p ̸=q ||pq||

)
.

7Split

8Quadrants

9Spread
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است. O(log ϕ) مرتبه�ي از ،Rd در P نقاط مجموعه�ي براي چهارتایی درخت عمق ([10]) 3.3.1 لم

ساخت قابل O(n log ϕ) زمان در ،Rd در P نقاط مجموعه براي چهارتایی درخت یک ([10]) 4.3.1 لم
است.

کراندار نسبیت درخت 2.3.1

صورت به نسبیت نرخ ،R ∈ Rd محدب ناحیه�ي براي نسبیت10) (نرخ 5.3.1 تعریف

Aspect Ratio(R) =
OR

IR

بزرگ�ترین شعاع IR و ،R ناحیه�ي براي محیطی بعدي d کره�ي کوچک�ترین شعاع OR که می�شود، تعریف

است. R در محاطی بعدي d کره�ي

چاق ناحیه�ي

می�شوند: مطرح این�جا در که است شده ارائه چاق ناحیه�ي براي تعریف دو

داراي که را R ∈ Rd مانند ناحیه�اي است. ثابت مقدار یک α > ٠ کنید فرض ([11]) 6.3.1 تعریف
بیش�تر نسبیت نرخ داراي ناحیه�اي که صورتی در گویند. α-چاق11 ناحیه�ي است، α حداکثر نسبیت نرخ

گویند. α-لاغر12 ناحیه�ي آن�را باشد، α از

دهنده�ي نشان V (R) و ثابت، مقدار یک α > ٠ ناحیه، یک R ∈ Rd کنید فرض ([21]) 7.3.1 تعریف
در آن�ها مرکز که بعدي، d کره�هاي تمام مجموعه�ي صورت به را UR همچنین است. R ناحیه�ي حجم

α-چاق ناحیه�ي یک ،R می�شود گفته بگیرید؛ نظر در نمی�دهند، پوشش کامل طور به را R ولی است R

باشد: برقرار زیر رابطه�ي ،S ∈ UR کره�ي هر ازاي به اگر است،

V (R ∩ S) ≥ V (S)/α.

10Aspect Ratio

11α-fat

12Skinny Region
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تعریف، این طبق دهد. پوشش را S ∈ UR کره�ي هر از ١/α حداقل می�بایست R ناحیه�ي حقیقت، در

SSPD ویژگی�هاي در را α مقدار تأثیر ،2 فصل (در است چاق�تر R ناحیه�ي باشد، کم�تر α مقدار چه هر

SSPD ساخت زمان و زوج�ها تعداد وزن، باشد، کم�تر α چه هر که گونه�اي به دید، خواهید شده ساخته

-(αd) دوم تعریف در آنگاه باشد، α-چاق اول تعریف به توجه با ناحیه�اي اگر کنید توجه بود). کم�ترخواهد

اثبات قابل راحتی به ناحیه، محاطی و محیطی کره�ي بین حجم نسبت نوشتن با گفته این است. چاق

است.

نقاط شامل ،R بعدي d اولیه�ي مربع یک و ،Rd فضاي در نقطه n شامل P نقاط مجموعه 8.3.1 تعریف
هر که است، فضا14 کننده�ي افراز دودویی درخت یک کراندار13، نسبیت درخت بگیرید. نظر در را ،P

درخت، این در Rاست. مربع با متناظر درخت این ریشه�ي مثال براي است. ناحیه یک با متناظر آن در گره

گره�ي فرزندان ترتیب این به و شده تقسیم ناحیه�، زیر دو به برش یک توسط ،v گره�ي هر با متناظر ناحیه�ي

داشته وجود P از نقطه یک حداکثر ناحیه، هر در که می�یابد ادامه زمانی تا برش�ها این می�شوند. ایجاد ،v

باشد.

جهت خاصی برشی صفحات از کراندار، نسبیت درخت در می�شود، داده توضیح ادامه در که گونه همان

درخت، گره�هاي با متناظر (سلول�ها) شده�ي ایجاد ناحیه�هاي زیر همچنین می�شود؛ استفاده ناحیه�ها تقسیم

هستند: زیر ویژگی�هاي داراي

است. محدب ناحیه�ي یک سلول هر -

است. α-چاق سلول هر -

است. نقطه یک حداکثر شامل برگ، گره�ي یک با متناظر سلول هر -

است. گره O(n) حداکثر داراي درخت -

است. O(log n) درخت عمق -
13Bounded Aspect Ratio(BAR)-Tree

14Binary Space Partition Tree
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کراندار نسبیت درخت ساخت

،١/٢ < β < ١ تعادل پارامتر و α نسبیت نرخ با کراندار، نسبیت درخت ساخت نحوه�ي قسمت، این در

آن�ها از ساخت الگوریتم در که مفاهیمی آن، از قبل اما می�شود. داده شرح ،Rd فضاي در نقطه n براي

است. شده آورده ادامه در می�شود، استفاده

فرم به آن نرمال17 بردار اگر است، کانونی16 شیب داراي ،s ∈ Rd ابرصفحه�ي15 9.3.1 تعریف
برش جهت صفحه، این از باشد. ،Ii ∈ {١−,١} که طوري به (I٠, I١, ..., Id) یا ،(٠, ..., ١, ٠, ..., ٠)

،R٢ فضاي در کانونی برش�هاي مثال براي می�شود. گفته کانونی18 برش آن� به و می�شود استفاده ناحیه�ها
محورها این از یکی با این�که یا و هستند، Y یا و X مختصات محورهاي با موازي یا که هستند خطوطی

محدب وجهی چند یک ،Rd فضاي در کانونی19 ناحیه�ي یک همچنین می�دهند. ۴۵◦ زاویه�ي تشکیل

است. کانونی شیب داراي آن، وجوه از یک هر که است

برش20، تک از منظور باشد. نقطه n شامل α-چاق، کانونی ناحیه�ي یک R کنید فرض 10.3.1 تعریف
که: گونه�اي به می�کند تقسیم R٢ و R١ زیرناحیه�ي دو به را R ناحیه�ي که است s١ مانند کانونی برش

دارند، نقطه β.n حداکثر ،R٢ و R١ الف)

هستند. α-چاق ناحیه�هاي ،R٢ و R١ ب)

باشد. داشته وجود R براي برش تک یک اگر است پذیر21 برش تک ،R ناحیه�ي می�شود گفته

15Hyper Plane

16Canonical Slope

17Normal Vector

18Canonical Cut

19Canonical Region

20One-Cut

21One-Cuttable
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s۲

s۱

R۲

R۱

R۳

R

شده. ایجاد ناحیه�هاي زیر و ،s١ برش تک و s٢ برش دو نقطه، ١۵ شامل R ناحیه�ي :5.1 شکل

برش22، دو از منظور باشد. نقطه n شامل α-چاق، کانونی ناحیه�ي یک R کنید فرض 11.3.1 تعریف
که: گونه�اي به می�کند تقسیم R٢ و R١ زیرناحیه�ي دو به را R ناحیه�ي که است s٢ مانند کانونی برش

هستند، α-چاق ناحیه�هاي R٢ و R١ الف)

،|R٢| ≤ β|R| عبارتی: به است. β.n حداکثر R٢ ناحیه�ي در نقاط تعداد ب)

است. پذیر برش تک ناحیه�ي یک R١ این�که یا است، |R١| ≤ β|R| ج)

بیش�تر ناحیه هر در که طوري به می�کنند ایجاد را α-چاق ناحیه�ي سه ،s١ و s٢ برش�هاي دیگر بیان به

ببینید. را 5.1 شکل مثال براي نباشد. نقطه β.n از

باشد. داشته وجود R براي برش دو یک اگر است پذیر23 برش دو ،R ناحیه�ي می�شود گفته

α > ١٨d
√
dپارامترهاي ازاي به و α-چاق، کانونی ناحیه�ي هر براي که است شده اثبات ،[11] مقاله�ي در

بودن طولانی دلیل به .(۵− ١ قضیه�ي ،[11] (مرجع دارد وجود برش دو یک ،β ≥ (d+ ١)/(d+ ٢) و

می�شود. استفاده ادامه در قضیه از و شده خودداري قسمت این در جزییات، ذکر از اثبات، روند

مشاهده 1 الگوریتم در را نقطه n شامل P نقاط مجموعه براي کراندار نسبیت درخت ساخت کد شبه

برش توسط R ناحیه�ي که شود داده نشان تا می�شود استفاده (R١, R٢)←− ℓ(R) عبارت از �می�کنید.

است. شده� ایجاد R٢ و R١ زیرناحیه�ي دو و قطع، ℓ

22Two-Cut

23Two-Cuttable
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کراندار نسبیت درخت ساخت : 1 الگوریتم
می�گیرد، قرار درخت ریشه�ي ابتدا در که u گره�ي ورودي:

است)، P نقاط مجموعه ابتدا (در u گره�ي با متناظر ناحیه�ي در نقاط مجموعه شامل ،Su مجموعه�ي

دربرگیرنده�ي مربع ابتدا (در است Su نقاط مجموعه شامل و است ناحیه�يα-چاق یک Ruکه ناحیه�ي

،(P نقاط مجموعه

.١/٢ < β < ١ و α پارامترهاي

.P نقاط مجموعه براي کراندار نسبیت درخت خروجی:
کن: تکرار است |Su| > ١ که وقتی تا

.(R١, R٢)←− s١(Ru). دهید: قرار آنگاه دارد، وجود Ru ناحیه�ي براي s١ برش تک اگر :1

.(R١, R٢)←− s٢(Ru) دهید: قرار است. Ru براي برش دو ،s٢ کنید فرض این�صورت، غیر در :2

.u گره�ي براي w و v فرزند دو ایجاد :3

.Rw = R٢ و Rv = R١ نواحی تخصیص :4

.Sw و Sv به Su نقاط مجموعه افراز :5

نقطه. Sv شامل و Rv ناحیه�ي با متناظر ،v گره�ي روي بازگشت :6

نقطه. Sw شامل و Rw ناحیه�ي با متناظر ، wگره�ي روي بازگشت :7

O(log١/β n)دارايعمق ،1 الگوریتم از استفاده با شده، ساخته کراندار نسبیت درخت ([11]) 12.3.1 قضیه
است.

اندازه�ي اگر می�کند. شروع P نقاط همه�ي شامل α-چاق کانونی ناحیه�ي یک با الگوریتم اثبات.
را برش دو یک برش، تک وجود عدم صورت در و برش تک یک الگوریتم آنگاه بود، یک از بیش�تر مجموعه

تکرار، دو حداکثر از پس بنابراین هستند، پذیر برش دو α-چاق، کانونی نواحی همه�ي که آنجا از می�یابد.

تقسیم α-چاق زیرناحیه�ي سه حداکثر به را Ru مانند ناحیه�اي فرآیند، این می�شود. انجام برش تک یک

از شده، ساخته درخت در واقع در ١/٢)؛ < β < ١) است نقطه β|Ru| حداکثر داراي یک هر که می�کند

در می�شود، Su نقاط تعداد برابر β حداکثر نقاط تعداد سطح، دو تعداد به آمدن پایین با ،u مانند گره هر

O(log١/β n) حداکثر زیرناحیه�ها تقسیم فرآیند نقطه، یک حداکثر داراي نواحی به رسیدن براي نتیجه

11



� می�باشد. O(log١/β n) درخت عمق و شده تکرار بار

مقدار یک n با مقایسه در d ) Rd فضاي در نقطه n براي کراندار نسبیت درخت ([11]) 13.3.1 قضیه
است. ساخت قابل O(n log n) زمان در است)، ثابت

هندسی پوشش�هاي 4.1

هندسی شبکه�هاي 1.4.1

یک ،P نقاط کننده�ي متصل شبکه�ي یک بگیرید، نظر در را Rd فضاي در نقطه n شامل P مجموعه�ي

دو هر که طوري به است، E ⊆ P × P یال�هاي مجموعه و P رأس�هاي مجموعه با G(P,E) گراف

اقلیدسی، گراف یک یا هندسی24 شبکه�ي یک می�شوند. متصل هم به G در مسیر یک با p, q ∈ P نقطه�ي

با متناظر یال�ها، روي وزن و اقلیدسی، فضاي در نقاط با متناظر رأس�ها که است G دار وزن گراف یک

حقیقی شبکه�هاي از زیادي تعداد هندسی شبکه�هاي است. یال آن انتهایی نقاط بین اقلیدسی فاصله�ي

می�کنند. مدل را غیره و مخابرات شبکه� راهها، شبکه�ي مانند موجود،

می�شود. گرفته نظر در کیفی معیار چندین نقاط، از مشخصی مجموعه�ي براي شبکه یک طراحی براي

است. شده بیان هندسی شبکه�هاي ارزیابی براي کیفی معیارهاي مهم�ترین از تعدادي زیر در

که می�شود داده ترجیح کلی حالت در می�شود. تعریف شبکه یال�هاي تعداد عنوان به اندازه25: .1
باشند. داشته نقاط) تعداد از (خطی کوچکی اندازه�ي ممکن جاي تا شبکه�ها

تمام باید شبکه هر که آنجایی از می�شود. تعریف شبکه یال�هاي وزن مجموع عنوان به وزن26: .2

می�شود. کران�دار کمینه پوشاي درخت وزن با پایین از آن وزن درنتیجه کند، وصل �هم به را نقاط

24Geometric Network

25Size

26Weight
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وزن با شبکه�هایی اغلب بنابراین، است. شبکه ساخت هزینه�ي سنجش براي خوب معیار یک وزن

هستند. انتظار مورد کم،

نسبت با برابر ،P ∈ Rd نقاط مجموعه در دلخواه نقطه�ي دو براي تاخیر28: یا ضریبکشش27 .3

گراف در نقطه، دو آن فاصله�ي به شبکه، در نقطه دو بین وزن)، کم�ترین با (مسیر مسیر کوتاه�ترین

هر براي کشش ضریب بیش�ترین عنوان به شبکه، یک کشش ضریب است. P نقاط مجموعه کامل

شبکه، کشش ضریب که است نیاز موارد از بسیاري در می�شود. تعریف شبکه در مجزا نقاط از جفت

،t حداکثر کشش ضریب با شبکه�ها باشد). یک باید حداقل (که شود محدود کوچک ثابت یک با

می�شوند. نامیده t-پوشش�ها29

یک با که است نیاز اغلب و می�باشد شبکه در نقطه هر به مجاور یال�هاي تعداد بیش�ترین درجه30: .4

می�کند، اشاره شبکه آن کوچک اندازه�ي به شبکه، یک محدود درجه�ي شود. محدود کوچک ثابت

نیست. درست همواره مطلب این برعکس اما

معیارهاي این از ترکیبی اِعمال دارد، زیادي اهمیت که آن�چه شبکه، یک طراحی زمان در کلی، حالت در

سنجیده معیارها این به نسبت شبکه، ویژگی�هاي نیز شبکه تحلیل زمان در و است شبکه روي بر کیفی

دیگر با ترکیب (در است کم کشش ضریب با شبکه�هایی مطالعه�ي زمینه، این در مهم مسائل از می�شود.

بین (مستقیم) سریع ارتباط یک است لازم راه�ها شبکه�ي مانند کاربردها از بسیاري در جمله، از ویژگی�ها).

بالا، هزینه�هاي خاطر به نیاز این ولی باشد) کامل گراف یک شبکه (یعنی باشد برقرار P در نقاط از جفت هر

شکل�گیري به منجر کم، کشش ضریب با شبکه�هایی مطالعه�ي به نیاز بنابراین نیست. شدن برآورده قابل

ارتباطات که زمانی شبکه�ها، براي ساختار یک واقع در پوشش�ها این می�شود. هندسی پوشش�هاي مفهوم

می�کند. فراهم را دارند اهمیت نقاط بین کوتاه

27Stretch Factor

28Dilation

29t-Spanners

30Degree
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هندسی t-پوشش�هاي 2.4.1

بگیرید. نظر در حقیقی عدد یک را t ≥ ١ و ،Rd فضاي در نقطه n شامل P مجموعه�ي 1.4.1 تعریف
یکt-پوشش G ′ است؛ شده داده ،E ′ ⊆ E که طوري به ،G ′(P,E زیرگراف(′ و G(P,E)اقلیدسی گراف

داده نشان dG′(p, q) نماد با که ،G ′ در ،p, q ∈ P نقطه�ي دو هر بین مسیر کوتاه�ترین اگر است، G براي

باشد: داشته را شرط این می�شود،

dG′(p, q) ≤ t.dG(p, q).

می�شود. نامیده q و p بین یکt-مسیر31 سازد برآورده را شرط این که مسیري هر

گفت می�توان آنگاه شود، گرفته نظر در نقاط مجموعه روي کامل گراف Gc(P ) = G(P,E) گراف اگر

هر ازاي به اگر است، P نقاط مجموعه براي یکt-پوشش ،(E ′ ∈ E که طوري (به G ′(P,E ′) گراف زیر

شرط p, q ∈ P نقطه�ي دو

dG′(p, q) ≤ t.||pq||

باشد. برقرار

بدیهی باشد، P نقاط مجموعه براي t-پوشش یک G اگر است، t′ > t که t′ حقیقی عدد هر براي

می�شود: زیر تعریف به منجر این، است. P براي نیز ′t-پوشش یک G که است

اقلیدسی گراف یک را G و Rd فضاي در نقطه n شامل P مجموعه�ي کشش) (ضریب 2.4.1 تعریف
یک G که طوري به است t حقیقی عدد کوچک�ترین ،G کشش ضریب بگیرید. نظر در P رأس�هاي با

باشد. P از t-پوشش

درحقیقت، است. رأس�ها تعداد روي مربعی مرتبه�ي از آن یال�هاي تعداد اما ١-پوششاست، یک کامل گراف

براي ١-پوشش تنها کامل گراف آنگاه ندارند، قرار خط یک روي P از نقطه�اي سه هیچ که شود فرض اگر

آنجایی از اما می�شوند. بررسی یک از بزرگ�تر tهاي براي t-پوشش�ها کلی، حالت در بنابراین است. P

بنابراین هستند، نیاز مورد کم) کشش (ضریب سریع ارتباطات با پوشش�هایی کاربردها، از بسیاري در که

31t-Path
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مقادیر براي ،t = ١ + ε یعنی می�گیرند. قرار مطالعه مورد یک، به نزدیک کشش ضریب با پوشش�هایی

مقدار ،ε براي کوچک خیلی مقادیر انتخاب با می�توان ترتیب، این به .(٠ < ε < ١) کوچک و مثبت ε

ضریب بر علاوه کرد. نزدیک کامل)، (گراف ١-پوشش یک به را t-پوشش یعنی کرد، نزدیک یک به را t

هستند. اهمیت حائز پوشش�ها طراحی در نیز کم درجه�ي و وزن اندازه، کشش،

محدب ناحیه�هاي شکست تحمل قابلیت با هندسی پوشش�هاي 3.4.1

به است؛ ناحیه�اي32 شکست تحمل قابلیت باشند، داشته می�توانند شبکه�ها که ویژگی�هایی از دیگر یکی

ناحیه�ي یک به متعلق یال�هاي و رأس�ها از تعدادي حذف از پس باشد، t-پوشش شبکه�اي اگر که معنی این

رأس دو هر بین عبارتی به شود؛ حفظ باقیمانده، شبکه�ي در پوشش، ویژگی�هاي همچنان شبکه، در خاص

باشد. داشته وجود یکt-مسیر باقیمانده، شبکه�ي در دلخواه

یک براي می�شوند. نامیده شکست33 نواحی که است صفحه در نواحی از مجموعه�اي F کنید فرض

پس که است G گراف از قسمتی دهنده�ي نشان ،G ⊖ F نماد ،G گراف یک و F ∈ F شکست ناحیه�ي

دوم قسمت ،6.1 شکل است. شده حاصل دارند، اشتراك F ناحیه�ي با که یال�هایی تمام و رأس�ها حذف از

ببینید. را

شکست تحمل قابلیت با یکt-پوشش صفحه، در P رأس�هاي مجموعه با G اقلیدسی گراف 3.4.1 تعریف
باشد. Gc(P )⊖ F براي یکt-پوشش ،G ⊖ F گراف ،F ∈ F ناحیه�ي هر ازاي به اگر است، F نواحی

،G ⊖ F گراف در q و p بین مسیر کوتاه�ترین طول ،p, q ∈ P نقطه�ي دو هر ازاي به دیگر عبارت به

ببینید. را 6.1 شکل باشد. Gc(P )⊖ F گراف در مسیر کوتاه�ترین طول برابر t حداکثر

مدل را راهها شبکه�ي پوشش�ها، وقتی خصوص به است. مناسب بسیار پوشش�ها، براي ویژگی این داشتن

می�شود. خاص ناحیه�ي یک در راه�ها، همه�ي رفتن بین از و خرابی باعث حادثه یک و می�کنند

32Region Fault Tolerant

33Fault Regions
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.F شکست ناحیهی و G گراف .G 	 F گراف .Gc(P )	 F گراف

F

شکست. ناحیه�ي داخل یال�هاي و رأس�ها حذف از پس باقیمانده گراف و اقلیدسی گراف :6.1 شکل

آن�ها ساخت نحوه�ي و محدب34، ناحیه�هاي شکست تحمل قابلیت با هندسی پوشش�هاي پایان�نامه این در

مطرح لمی این�جا در می�شود. بررسی می�شود)، تعریف ادامه در که (مفهومی SSPDها از استفاده با

می�توان محدب، ناحیه�هاي شکست تحمل قابلیت با پوشش�ها ساخت هنگام در می�دهد نشان که می�شود

گرفت. نظر در نیم�صفحه، صورت به را شکست ناحیه�هاي

در محدب نواحی همه�ي مجموعه�ي C و نیم�صفحه�ها همه�ي مجموعه�ي H کنید فرض ([3]) 4.4.1 لم
شکست تحمل قابلیت با t-پوشش یک صفحه، در P نقاط مجموعه با G اقلیدسی گراف باشند. صفحه

مجموعه�ي داخل ناحیه�هاي شکست تحمل قابلیت با یکt-پوشش اگر تنها و اگر است، محدب ناحیه�هاي

باشد. H

ناحیه�هاي قابلیتتحملشکست پوششبا هر بنابراین است، محدب یکناحیه�ي نیم�صفحه هر اثبات.
طرف اثبات براي دارد. نیز را هستند، نیم�صفحه صورت به که ناحیه�هایی شکست تحمل قابلیت محدب،

را F ∈ C است، H مجموعه�ي ناحیه�هاي شکست تحمل قابلیت با t-پوشش یک G کنید فرض دیگر،

نقطه�ي دو هر بین که است این شود ثابت باید آنچه بگیرید. نظر در دلخواه محدب شکست ناحیه�ي یک

در ،q و p بین مسیر کوتاه�ترین طول برابر t حداکثر طول به ،G ⊖F گراف در مسیر یک ،p, q ∈ P \F

که دارد وجود q و p نقاط بین مسیري G ⊖ F گراف در آیا عبارتی به دارد. وجود G ′c = Gc(P ) ⊖ F

باشد؟ زیر شرط داراي

dG⊖F (p, q) ≤ t.dG′
c
(p, q). (1-1)

34Convex Regions-Fault Tolerant Geometric Spanners
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.Gc(P )	 F گراف

F

p

q

Π(p,q)

F

q

p

u

v

h

.G 	 F گراف در (u, v) یال برای مسیر -t یک

F

q

p

(الف)
(ب)

(ج)

.Π(p, q) در یالهای برای G 	 F گراف در مسیرها -t

.4.4.1 لم اثبات به مربوط :7.1 شکل

وجود نقطه دو این بین مسیري نیز G ⊖ F در بنابراین باشد، نداشته وجود مسیري ،G ′c در q و p بین اگر

1-1 رابطه�ي بنابراین است، بی�نهایت طول با مسیر معناي به گراف، در رأس دو بین مسیر وجود عدم ندارد.

باشد، داشته وجود مسیري G ′c در q و p بین اگر یعنی صورت، این غیر در می�شود. اثبات لم و است صادق

ادعا ببینید. را (الف) قسمت ،7.1 شکل بگیرید، نظر در ،G ′c در نقطه دو این بین مسیر کوتاه�ترین را Π(p,q)

||uv|| برابر t حداکثر طول با ،G⊖F گراف در مسیر یک ،Π(p,q) مسیر در (u, v) یال هر ازاي به می�شود

،Π(p,q) مسیر به متعلق یال�هاي همه�ي براي که می�شود نتیجه ادعا، این اثبات صورت در دارد. وجود

t-مسیرها این اتصال با نتیجه، در دارد، وجود یال هر انتهایی نقاط بین G ⊖ F گراف در t-مسیر یک

یال گفت می�توان ادعا اثبات براي می�شود. حاصل G ⊖ F در q و p نقاط بین t-مسیر یک یک�دیگر، به

مانند نیم�صفحه�اي است، محدب F چون طرفی از می�گیرد، قرار F ناحیه�ي از خارج G ′c گراف در (u, v)

G فرض، طبق ببینید. را (ب) قسمت ،7.1 شکل ندارد، اشتراك (u, v) یال با که دارد وجود F شامل ،h

یک ،h نیم�صفحه�ي ازاي به بنابراین است، نیم�صفحه�اي ناحیه�هاي شکست تحمل قابلیت با t-پوشش یک

آنجا از است. t.||uv|| حداکثر آن طول که دارد وجود G ⊖ h در v و u نقاط بین Π(u,v) مانند مسیر

این به ببینید؛ را (ج) قسمت ،7.1 شکل دارد. وجود نیز G ⊖ F در Π(u,v) مسیر پس است، F ⊂ h که

� می�شود. اثبات لم نتیجه، در و ادعا ترتیب
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y
x

بندي. بسته استدلال به مربوط شکل :8.1 شکل

بسته�بندي 5.1
در سلول یک � و ،Rd فضاي در شبکه�ا�ي36 ،G کنید فرض بسته�بندي)35 (استدلال ([17]) 1.5.1 لم
متعلق سلول�هاي تعداد ،y ≥ x مقدار هر ازاي به است)؛ چاق ناحیه�ي یک �) است x قطر اندازه�ي با ،G

8.1 شکل می�شود، O((y/x)d)کراندار با است، y حداکثر ،� از آن�ها فاصله�ي که ،(� با اندازه (هم G به

ببینید. را

شبکه سلول حجم به ،O(y) شعاع با بعدي، dدیسک حجم تقسیم از ،Rd فضاي براي اثبات اثبات.
� می�شود. حاصل است، x قطر داراي که

به ،ring(p, r١, r٢)
حلقه�ي37 بگیرید؛ نظر در را r شعاع و p مرکز به b(p, r) دایره�ي 2.5.1 تعریف

تعریف b(p, r٢) و b(p, r١) هم�مرکز دایره�ي دو بین فضاي ،r٢ خارجی شعاع و r١ داخلی شعاع ،p مرکز

عبارتی: به می�شود،

ring(p, r١, r٢) = b(p, r٢) \ b(p, r١).

35Packing Argument

36Grid

37Ring
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می�شود گفته بگیرید؛ نظر در را r٢ خارجی شعاع و r١ داخلی شعاع ،p مرکز به A حلقه�ي 3.5.1 تعریف
گونه�اي به باشد داشته وجود q١, q٢ ∈ R نقطه�ي دو اگر فقط و اگر می�شکافد38 را A حلقه�ي ،R ناحیه�ي

که

d(p, q١) ≤ r١ ≤ r٢ ≤ d(p, q٢)

شکل می�گیرد. قرار A حلقه�ي دهنده�ي تشکیل دیسک�هاي طرف دو در R ناحیه�ي دیگر بیان به باشد.

ببینید. بعدي دو حالت براي را 9.1

R

q۲

q۱

p

r۱

r۲

صفحه. در حلقه شکافنده�ي ناحیه�ي و حلقه� :9.1 شکل

براي ،α > ٠ نسبیت نرخ ماکزیمم با کراندار نسبیت درخت T کنید فرض ( بسته�بندي (لم 4.5.1 لم
،r + r′ خارجی شعاع و r داخلی شعاع با A حلقه�ي ازاي به باشد. Rd فضاي در P نقاط مجموعه

را A حلقه�ي آن�ها، با متناظر ناحیه�ي که دارد وجود T در برگ گره�ي O((α√d)d.(r/r′)d−١) حداکثر

می�شکافد.

به است، کراندار نسبیت درخت در R ناحیه�ي با متناظر برگ، گره�ي یک ℓ کنید فرض اثبات.
OR ≥ r′/٢ صورت به ،R ناحیه�ي محیطی دایره�ي شعاع بنابراین می�شکافد؛ را A حلقه�ي ،R که طوري

و ،r′/٢ شعاع با بعدي d کره�ي یک ،B کنید فرض همچنین ببینید. را (الف) قسمت 10.1 شکل است،

یک با متناظر R که آن�جایی از می�گیرد. قرار R ناحیه�ي داخل آن مرکز که است L١ متر در شده تعریف

همان�گونه و است، α-چاق) اول تعریف (طبق α-چاق و محدب لذا است، T کراندار نسبیت درخت در گره

38Pierce
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R
r

r + r′

r′

OR

R
r

r + r′

r′

(ب)

B

p

R′

r

r + r′

(ج)

(الف)

۲(r + r′)
۲r

.4.5.1 لم اثبات به مربوط :10.1 شکل

کره�ي ازاي به نتیجه در است. چاق نواحی دوم تعریف طبق αd-چاق ،R شد، گفته 2.3.1 بخش زیر در که

گفت: می�توان چاق، نواحی دوم تعریف به توجه با و B

V (B ∩R) ≥ V (B)/αd. (2-1)

وجود R داخل p مانند نقطه�اي لزوماً لذا می�شکافد، را A حلقه�ي ،R ناحیه�ي شد، گفته که همان�گونه

،10.1 شکل می�گیرد، قرار A حلقه�ي داخل کاملاً ،r′/٢ شعاع و p مرکز به ،B بعدي d کره�ي که دارد

ببینید. را (ب) قسمت

A∩B = B که آنجا از .(10.1 شکل (ب) قسمت در خاکستري (ناحیه�ي R′ = R∩A دهید قرار

براي را زیر رابطه�ي می�توان ،2-1 رابطه�ي به توجه با بنابراین است، B ∩ R = B ∩ A ∩ R ⊂ R′ و

نوشت: ناحیه�ها حجم

V (R′) ≥ V (B ∩R) ≥ V (B)/αd = (
r′

α
√
d
)d. (3-1)

با برابر ،L١ متر با و بعدي d فضاي در ،x قطر با کره� یک حجم که می�شود نتیجه این�جا از آخر تساوي
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آنجایی از می�شود: محاسبه ،r+r′ خارجی شعاع و r داخلی شعاع با ،A حلقه�ي حجم حال است. ( x√
d
)d

L∞ متر از ،A حجم محاسبه�ي براي این�جا در کرد، استفاده مسأله در مختلف متریک�هاي از می�توان که

می�کند. حاصل دیگر، مترهاي با مقایسه در ،A حلقه�ي براي را ممکن حجم بیش�ترین که می�شود، استفاده

طول داراي ترتیب به که داخلی جعبه�ي و بیرونی جعبه�ي حجم بین تفاضل از ،L∞ در A حلقه�ي حجم

داریم: بنابراین ببینید. را (ج) قسمت 10.1 شکل می�شود، حاصل هستند، ٢r و ٢(r + r′) ضلع�هاي

V (A) ≤ (٢r + ٢r′)d − (٢r)d = (٢r)d((١ + r′/r)d − ١). (4-1)

بنابراین ندارند، همپوشانی یکدیگر با کراندار، نسبیت درخت در برگ گره�هاي با متناظر ناحیه�هاي که آنجا از

داده نشان m با را می�شکافد، را A حلقه�ي که ،ℓ مانند برگ گره�هاي تعداد ،4-1 و 3-1 روابط به توجه با

می�شود: کراندار زیر صورت به و

m ≤ V (A)/V (R′) ≤ ((٢α
√
d)d((r/r′) + ١)d − (r/r′)d) ∈ O((α

√
d)d(r/r′)d−١).

� می�شود. اثبات لم ترتیب این به و

مجزا نیم و مجزا کاملاً زوج�هاي به نقاط تجزیه�ي 6.1

مقدمه

کردن لیست با می�توان را P نقاط از زوج هر بین فواصل بگیرید؛ نظر در را Rd فضاي در P نقاط مجموعه

اشغال را زیادي حافظه�ي و بوده زمان�بر این�که بر علاوه لیست این تهیه�ي اما نوشت. فاصله (n٢) ∈ θ(n٢)

یک داشتن تنها و نیست نیازي دقیق طور به لیست این عناصر تمام به نیز موارد از بسیاري در می�کند،

صفحه، در نقطه� سه ،r و q ،p کنید فرض مثال عنوان به می�کند. کفایت فواصل، براي تقریبی و کلی ساختار

که هستیم فواصل از نمایشی دنبال به مثال، این در ببینید. را 11.1 شکل هستند. خط یک بر واقع غیر

نزدیک�ترین r و q نقاط همچنین و است یکسان فاصله�ي داراي ،r و q نقاط از p نقطه�ي کند مشخص

مجزا کاملاً زوج�هاي تجزیه مفهوم منظور، این به است. {p, q} و {q, r} ،{p, r} زوج سه بین در زوج39،
39Closest Pair
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است. آمده آن�ها ساخت نحوه�ي و تعاریف ادامه در که شدند، مطرح مجزا نیم و

p

q

r

یکدیگر. به نسبت نقاط زوج وضعیت و صفحه در نقطه سه :11.1 شکل

است برابر می�شود، داده نشان P ⊗Q با که Q و P نقاط مجموعه دو بین متقابل40 ضرب 1.6.1 تعریف
ریاضی: زبان به باشد؛ p ̸= q و q ∈ Q و p ∈ P که طوري به ،{p, q} نامرتب41 زوج�هاي تمام با

P ⊗Q =
{
{p, q} | p ∈ P, q ∈ Q , p ̸= q

}
.

از هستند) نابرابر زوج، در دوم و اول (مولفه�ي مجزا زوج�هاي تمام از مجموعه�اي P ⊗ P که کنید توجه

است. P نقاط

مانند مجموعه�اي ،P نقاط براي زوج42 تجزیه یک ،Rd فضاي در P نقاط مجموعه براي 2.6.1 تعریف
صورت: به زوج�هایی شامل که Wاست،

W =
{
{X١,Y١}, ...., {Xs,Ys}

}
,

باشد: برقرار زیر شرایط که طوري به می�باشد،

Xi,Yi ⊂ P :١ ≤ i ≤ s هر ازاي به �

Xi ∩ Yi = ∅ :١ ≤ i ≤ s هر ازاي به �

∪s
i=١Xi ⊗ Yi = P ⊗ P �

40Interaction Product

41Unorderd Pairs

42Pair Decomposition
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وجود {Xi,Yi} مانند زوج یک ،p, q ∈ P متمایز نقطه�ي دو هر ازاي به می�شود نتیجه آخر شرط دو از

یک نمایش براي ادامه در است. (q ∈ Xi و p ∈ Yi) برعکس یا ،q ∈ Yi و p ∈ Xi که طوري به دارد

زوجی عبارت، این از منظور البته که می�شود استفاده (X ,Y) عبارت از ،Y و X نقاط مجموعه از زوج

می�شود. گرفته نظر در یکسان ،(Y ,X ) زوج با (X ,Y) زوج یعنی است؛ نامرتب

یک هر در نقاط تعداد مجموع صورت به می�شود، داده نشان ω با Wکه زوج تجزیه وزن43 3.6.1 تعریف
عبارتی: به می�شود؛ Wتعریف به متعلق زوج�هاي از

ω(W) =
s∑

i=١
(|Xi|+ |Yi|).

گویند. زوج تجزیه آن اندازه�ي44 را زوج تجزیه یک زوج�هاي تعداد همچنین

R
S

≥ s.ρ
ρ

R
S

≥ s.ρ
ρ

اول تعریف به توجه با مجزا کام®ً نقاط مجموعه زوج

دوم تعریف به توجه با مجزا کام®ً نقاط مجموعه زوج

.s پارامتر با S و R مجزاي کاملاً نقاط مجموعه زوج :12.1 شکل

مجزا نیم و مجزا کاملاً نقاط مجموعه زوج 1.6.1

P نقاط� مجموعه بین فاصله�ي بگیرید؛ نظر در را Rd فضاي در Q و P نقاط مجموعه 4.6.1 تعریف
و p ∈ P نقاط همه�ي بین که فاصله، کوچک�ترین با است برابر می�شود، داده نشان d(P,Q) با که Q و

ریاضی: زبان به دارد؛ وجود q ∈ Q نقاط

43Weight

44Size
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d(P,Q) = minp∈P,q∈Q ||p− q||.

دو شعاع مجموع و دایره�ها مرکز بین فاصله�ي تفاضل از ،Rd فضاي در دایره دو بین فاصله�ي همچنین
می�شود. حاصل دایره،

diam(P ) با که P نقاط45 مجموعه قطر بگیرید؛ نظر در Rdرا فضاي در P نقاط مجموعه 5.6.1 تعریف
دیسک کوچک�ترین همچنین P؛ از نقطه دو بین فاصله بیش�ترین از است عبارت می�شود، داده نشان

می�شود. داده نشان radius(DP ) با دیسک این شعاع و ،DP با P مجموعه�ي برگیرنده�ي46 در

کاملاً نقاط مجموعه زوج براي بگیرید؛ نظر در را Rd فضاي در S و R نقاط مجموعه 6.6.1 تعریف
می�شوند: مطرح این�جا در که است شده ارائه تعریف دو مجزا47،

عدد یک s) s > پارامتر٠ به نسبت را S و R نقاط مجموعه� ( [9] و [20] ،[3]) اول: تعریف �
بین فاصله�ي اگر گویند، مجزا49 کاملاً می�شود)، گفته نیز تفکیک48 ثابت آن به که است ثابت

شعاع بیش�ترین برابر s از بزرگ�تر ،S و R نقاط مجموعه گیرنده�ي بر در دیسک�هاي کوچک�ترین

ریاضی: زبان به باشد؛ دیسک�ها این

d(DR, DS) ≥ s.max(radius(R), radius(S)).

در نقطه هر و R مجموعه�ي در نقطه هر بین فاصله�ي باشد، بزرگی مقدار s اگر شهودي تعبیر به

همچنین و است زیاد ،S در نقطه دو هر Rو در نقطه دو هر بین فاصله�ي با مقایسه در S مجموعه�ي

(مرجع است یکسان تقریبی، طور به است، S در دیگري و R در یکی که نقطه، دو هر بین فاصله�ي

فضاي در نقاط براي تنها تعریف این است ذکر به لازم ببینید. را 12.1 شکل .(٩ فصل ،[20]

است. شده مطرح اقلیدسی

45Diameter of Point Set

46Minimum Enclosing Disk

47Well Separated Pair of point set

48Separation Constant

49Well Separated
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هستند، مجزا کاملاً ، s > پارامتر٠ به نسبت ،S و R نقاط مجموعه� ( [17] و [6]) دوم: تعریف �
زبان به باشد؛ مجموعه دو قطر بیش�ترین برابر s از بزرگ�تر ،S و R نقاط مجموعه بین فاصله�ي اگر

ریاضی:

d(R,S) ≥ s.max(diam(R), diam(S)).

فضاي هر در نقاط براي مجزا، کاملاً زوج�هاي از تعریف این است ذکر به لازم ببینید. را 12.1 شکل

است. شده ارائه متناهی متریک

تعریف سه مجزا50، نیم نقاط مجموعه زوج براي بگیرید؛ نظر در را S و R نقاط مجموعه 7.6.1 تعریف
تعاریف ،R٢ فضاي در نقاط به مختص اول تعریف می�شوند. مطرح تفکیک به این�جا، در که است شده ارائه

است؛ Rd فضاي در نقاط براي سوم و دوم

در مجزا، نیم نقاط مجموعه� زوج براي شده مطرح تعریف اولین تعریف، این ([24]) اول: تعریف �
است: شده مطرح صورت این به واراداراجان51، توسط که است صفحه

S و R مجموعه�ي دو بگیرید. نظر در ،C(p, r) = R٢ − b(p, r) صورت به را C(p, r) بستار52

و p مانند نقطه�اي اگر هستند، مجزا53 نیم تفکیک)، (ثابت s > ١ پارامتر به نسبت ،R٢ فضاي در

باشد. R ⊆ C(p, sr) و S ⊆ b(p, r) که گونه�اي به باشد داشته وجود r ≥ ٠ حقیقی عدد یک

ببینید. را 13.1 شکل است. شده مطرح اقلیدسی فضاي در نقاط براي تعریف این است، ذکر به لازم

مجزا نیم ،s > پارامتر٠ به نسبت را Rd فضاي در S و R نقاط مجموعه� ([3]) دوم: تعریف �
از بزرگ�تر ،S و R نقاط مجموعه گیرنده�ي بر در دیسک�هاي کوچک�ترین بین فاصله�ي اگر گویند،

ریاضی: زبان به باشد؛ دیسک�ها این شعاع کوچک�ترین برابر s

d(DR, DS) ≥ s.min(radius(DR), radius(DS)).

50Semi Separated Pair of point set

51Varadarajan

52Closure

53Semi Separated
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است. مدنظر اقلیدسی فضاي تعریف این در ببینید. را 14.1 شکل

مجزا ،نیم s > پارامتر٠ به نسبت ،Rd فضاي در S و R نقاط مجموعه� ([6]) سوم: تعریف �
مجموعه دو قطر کوچک�ترین برابر s از بزرگ�تر ،S و R نقاط مجموعه بین فاصله�ي اگر هستند،

ریاضی: زبان به باشد؛

d(R,S) ≥ s.min(diam(R), diam(S)).

تعریف عبارتی به است؛ نظر مد متناهی متریک فضاي هر سوم، تعریف در ببینید. را 15.1 شکل

تجزیه ساخت روي تنها پایان�نامه، این در است ذکر به لازم است. جامع�تر دوم و اول تعاریف از سوم،

نیم و مجزا کاملاً نقاط مجموعه زوج تعریف به توجه با است. شده بحث اقلیدسی فضاي در نقاط

نقاط مجموعه زوج هستند، مجزا کاملاً هم به نسبت که نقاطی مجموعه زوج هر است واضح مجزا،

نیست. صادق همواره موضوع، این عکس بر ولی می�باشند، نیز مجزا نیم

p
r

s.r

R

S

اول. تعریف به توجه با ،sپارامتر با S و R مجزاي نیم نقاط مجموعه زوج :13.1 شکل

R
S

≥ s.ρ

ρ

دوم. تعریف به توجه با ،s پارامتر با S و R مجزاي نیم نقاط مجموعه زوج :14.1 شکل
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R
S

≥ s.ρ ρ

R

p

S ρ

≥ s.ρ

سوم. تعریف به توجه با ،s پارامتر با S و R مجزاي نیم نقاط مجموعه زوج :15.1 شکل

مجزا نیم و مجزا کاملاً زوج�هاي به نقاط تجزیه�ي 2.6.1

که همان�گونه 2.6.1)؛ (تعریف بگیرید نظر در را Rd فضاي در P نقاط مجموعه براي زوج، تجزیه تعریف

زوج یک ،P مجموعه�ي در دلخواه نقطه�ي دو هر ازاي به ،P Wبراي مانند زوج تجزیه یک در شد، گفته

به که زوجی تجزیه بدیهی�ترین شاید تعریف، این طبق است. نقطه دو این شامل که دارد وجود W در

نقطه�ي n − ١ از یک هر با نقطه، هر عبارتی به باشد؛ نقطه�اي تک زوج�هاي از مجموعه�اي می�رسد، ذهن

مذکور زوج تجزیه پس است، {p١, p٢, ..., pn} صورت به P نقاط شود فرض اگر بدهد. زوج� تشکیل دیگر

صورت به

W = {(p١, p٢), ...., (p١, pn), (p٢, p٣), ...., (p٢, pn), ......, (p(n−١), pn)},

که ،(Θ(n٢)) است نقاط تعداد روي مربعی مرتبه�ي از زوج، تجزیه این وزن همچنین و اندازه بود. خواهد

خاص، روش�هاي طبق آن�ها ساخت با که می�شوند معرفی زوج�هایی تجزیه ادامه در است. زیادي مقدار

زوج�هاي تجزیه به نسبت آن�ها، اندازه�ي و وزن می�کنند، حفظ را زوج تجزیه یک ویژگی�هاي این�که بر علاوه

ادامه در که است مربعی وزن، حداکثر که خاص مثال�هاي در (مگر است کم�تر نقطه�اي، تک زوج�هاي شامل

است). شده آورده نمونه یک

به که s > ٠ پارامتر با مجزا54 کاملاً زوج تجزیه ،Rd فضاي در P نقاط مجموعه براي 8.6.1 تعریف
از یک هر ازاي به که طوري به است، P از W مانند زوجی تجزیه می�دهند، نشان WSPD با اختصار

در عبارتی به یا باشند، مجزا کاملاً ،s پارامتر به نسبت ،Yi و Xi مجموعه��ي دو ،(Xi,Yi) ∈ W زوج�هاي

54Well Separated Pair Decomposition(WSPD)
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واضح کنند. صدق ،(1.6.1 بخش (زیر مجزا کاملاً نقاط مجموعه زوج براي شده مطرح تعریف دو از یکی

تجزیه یک ،P از عضوي تک مجموعه�هاي زوج تمام مجموعه�ي ،P مانند نقاط از مجموعه هر براي است

است. P براي ،s > ٠ دلخواه پارامتر هر به نسبت مجزا، کاملاً زوج

به که s > ٠ پارامتر با مجزا55 نیم زوج تجزیه ،Rd فضاي در P نقاط مجموعه براي 9.6.1 تعریف
از یک هر ازاي به که طوري به است، P از W مانند زوجی تجزیه می�دهند، نشان SSPD با اختصار

در عبارتی به یا باشند، مجزا نیم ،s پارامتر به نسبت ،Yi و Xi مجموعه��ي دو ،(Xi,Yi) ∈ W زوج�هاي

کنند. صدق ،(1.6.1 بخش (زیر مجزا کاملاً نقاط مجموعه زوج براي شده مطرح تعریف سه از یکی

شده اشاره آن�ها به این�جا در دارد. وجود SSPD یک بودن مطلوب میزان ارزیابی براي معیار تعدادي

است:

تعداد مجموع از ،SSPDیک وزن نتیجه در و زوج تجزیه یک وزن شد، گفته که همان�گونه : وزن .1

مطلوب کم، وزن با SSPDهایی است واضح می�شود. حاصل ،SSPD زوج�هاي از هریک در نقاط

هستند.

تعداد ،p ∈ P مانند نقطه یک ازاي به : می�شود ظاهر آن�ها در نقطه یک که زوج�هایی تعداد .2
اهمیت می�گیرد، قرار آن�ها در ،P نقاط مجموعه براي شده ساخته SSPD در p که زوج�هایی

بود. خواهد بیش�تر نیز SSPD وزن نتیجه در باشد، بیش�تر تعداد این چه هر که لحاظ این به دارد،

شوند. ظاهر آن�ها، از کمی زوج�هاي تعداد در نقطه هر که هستند مطلوب SSPDهایی بنابراین

که دید خواهید چهار فصل در .SSPD دهنده�ي تشکیل زوج�هاي تعداد از است عبارت : اندازه .3
اهمیت حائز کم، یال�هاي تعداد با هندسی پوشش�هاي ساخت براي کوچک، اندازه�ي با SSPDهاي

هستند.

بهینه شرایط که کم، اجراي زمان با ساده الگوریتم�هاي ارائه�ي الگوریتم�ها، طراحی در زمانساخت: .4

بود. الگوریتم�هایی چنین دنبال به باید نیز SSPDها ساخت در لذا هستند. مطلوب کنند، ایجاد را

55Semi Separated Pair Decomposition(SSPD)
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نشان آن�ها شد. مطرح ،[9] مرجع در کوساراجو57 و کالاهان56 توسط مجزا، کاملاً زوج�هاي تجزیه مفهوم

زوج، O(sdn) شامل ،s پارامتر WSPDبا یک ،Rd فضاي در نقطه n شامل مجموعه هر براي که دادند

نقطه n شامل نقاطی مجموعه که دادند نشان همچنین ساخت. O(sdn+ n log n) زمان در می�توان را

مثال عنوان به نیست، مطلوب این که است Ω(n٢) وزن داراي آن�ها براي WSPD هر که دارند وجود

و خط یک روي نقاط همه�ي که حالتی براي ،[9] در شده مطرح روش طبق شده ساخته WSPD هر

نقاط بقیه�ي و نقطه تک یک شامل که است زوج�هایی داراي شده�اند، واقع i = ١, ٢, ..., ٢n فاصله�هاي با

مفهوم تعریف براي را واراداراجان مشکل این می�شود. نقاط تعداد روي وزن شدن مربعی باعث این که است،

استفاده هزینه58 کم�ترین با کامل تطابق الگوریتم به بخشیدن سرعت براي آن از و کرد هدایت SSPDها

کرد.

تعریف سه از یکی در می�بایست ،SSPD یک زوج�هاي شد، گفته SSPD تعریف در که همان�گونه

یک�دیگر به نسبت زوج، هر داخل نقطه مجموعه دو عبارتی به یا کنند؛ صدق بخش1.6.1 زیر در شده مطرح

مطرح لمی قسمت این در مجزا)؛ نیم نقاط مجموعه� زوج براي تعریف سه از یکی (طبق باشند مجزا نیم

تبدیل دیگري SSPD به می�توان را، تعریف سه از یک هر با مطابق ،SSPD هر می�کند بیان که می�شود

دیگري تعریف با مطابق آن، از زوج هر داخل مجموعه دو بودن مجزا نیم تعریف اولاً که طوري به کرد،

دو از یک هر زوج�هاي تعداد یعنی باشد؛ یکسان O نماد در SSPDها، زوج�هاي تعداد ثانیاً و کند، تغییر

است کافی منظور، این به باشد. دیگري تعریف با مطابق ،SSPD زوج�هاي تعداد از ثابتی ضریب ،SSPD

ثابتی تعداد ایجاد طریق از تعاریف، از یک هر طبق مجزا نیم نقاط مجموعه زوج یک که شود داده نشان

لم در نمونه، عنوان به است. دیگري تعریف طبق مجزا، نیم نقاط مجموعه با زوج�هایی به تبدیل قابل زوج،

می�شوند. بررسی مجزا نیم زوج�هاي دوم و اول تعریف طبق مجزا نیم زوج�هاي (10.6.1 (لم زیر

طبق مجزا نیم زوج یک ،(S,R) اگر بگیرید؛ نظر در را R٢ فضاي در S و R نقاط مجموعه 10.6.1 لم
طبق مجزا نیم زوج�هاي) (یا زوج با را (S,R) می�توان آنگاه باشد، 1.6.1 بخش زیر در دوم) (یا اول تعریف

56Callahan

57Kosaraju

58Minimum Cost Perfect Matching
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sr

R

S θ

Rj

Cj

p

r

لم10.6.1 به مربوط :16.1 شکل

کرد. جایگزین (اول) دوم تعریف

به کند؛ صدق مجزا نیم زوج�هاي دوم تعریف در ،S و R نقاط مجموعه زوج کنید فرض اثبات.
رابطه�ي: عبارتی

d(DR, DS) ≥ s.min(radius(DR), radius(DS))

می�توان radius(DS)؛ ≤ radius(DR) کنید فرض مسأله، کلیت رفتن دست از بدون باشد. برقرار

صورت این در گرفت؛ نظر در مجزا، نیم زوج�هاي اول تعریف در b(p, r) دیسک عنوان به را DS دیسک

زیر�مجموعه�ي ،R نقاط مجموعه نتیجه در و DR دیسک و می�باشد S ⊆ b(p, r) که است واضح

زوج اول تعریف در دوم، تعریف بر علاوه ،(S,R) زوج نتیجه در بود. خواهد C(p, r) = R٢ − b(p, sr)

می�کند. صدق نیز مجزا نیم نقاط مجموعه

نقاط مجموعه زوج اول تعریف در ،S و R نقاط مجموعه زوج کنید فرض دیگر، طرف اثبات براي

و S ⊆ b(p, r) کنید فرض مسأله کلیت رفتن دست از بدون و r > ١ ازاي به کند؛ صدق مجزا نیم

زاویه�ي داراي و p رأس با را C١, C٢, ..., Ch مخروط�هاي ببینید. را 16.1 شکل است، R ⊆ C(p, r)

θ = ١/١٨ می�شود فرض این�جا در است؛ بزرگ نسبتاً ثابت مقدار یک h که بگیرید نظر در θ = ٢π/h

فرض می�کنند. افراز را R٢ فضاي مخروط�ها این است. ١١۴ حداکثر مخروط�ها، تعداد همان یا h و رادیان،

شکل می�گیرد. قرار Cj مخروط داخل که است R نقاط مجموعه دهنده�ي نشان Rj = R ∩ Cj کنید

با را (S,R) زوج می�توان ببینید. است، ١۶ مخروط�ها تعداد و θ = ٢٢٫ ۵◦ که حالتی براي را 16.1
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زوج�هاي

(S,R١), (S,R٢), ..., (S,Rh)

دوم تعریف در ،j = ١, ..., h هر ازاي به ،(S,Rj) زوج�هاي از یک هر صورت این در کرد؛ جایگزین

عبارتی: به می�کنند؛ صدق مجزا، نیم زوج�هاي

d(DS, DRj
) ≥ (s− ١)r.

مجزا نیم زوج (h) ثابت تعداد با را، اول تعریف طبق و s پارامتر با (S,R) مجزاي نیم زوج می�توان بنابراین

� کرد. جایگزین ،(s− ١) ∈ O(s) پارامتر با و دوم تعریف طبق
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2 فصل

در نیم-مجزا زوج�هاي به نقاط تجزیه ساخت
صفحه



واراداراجان1 توسط صفحه، در نقاط مجموعه براي ،SSPD ساخت جهت شده مطرح الگوریتم اولین

در نقطه یک که لحاظ این از ندارد، را SSPD براي بهینه ویژگی�هاي روش این شد. مطرح ،[24] مرجع در

از SSPD وزن و شود ظاهر O(log۴زوج n) در می�تواند الگوریتم، این از استفاده با شده ساخته SSPD

مطرح الگوریتم�هاي و روش�ها در کران�ها این اما است. زیادي نسبتاً مقدار که است O(n log۴ n) مرتبه�ي

در نقاط براي SSPD ساخت براي الگوریتمی ،[3] مقاله�ي در همکاران و آبام یافت. بهبود بعدي شده�ي

است. واراداراجان الگوریتم از بهتر وزن نظر از که کردند مطرح کراندار نسبیت درخت از استفاده با صفحه،

مجزا کاملاً زوج�هاي اول تعریف از که می�شود، بررسی [3] مقاله�ي در شده مطرح الگوریتم فصل، این در

و است)، شده ذکر مربوطه تعاریف ،1.6.1 زیربخش (در می�کند استفاده مجزا نیم زوج�هاي دوم تعریف و

وجود شده ساخته SSPD در نقطه دو این شامل یکتایی زوج نقطه، دو هر ازاي به که می�کند تضمین

دارد.

صفحه در نقاط براي مجزا نیم زوج�هاي به نقاط تجزیه ساخت 1.2

مقدمه 1.1.2

زیر در که کراندار3، نسبیت درخت از ، R٢ فضاي در مجزا2 نیم زوج�هاي به نقاط تجزیه ساخت براي

(R٢) صفحه در نقطه n با P نقاط مجموعه می�شود. استفاده شد، داده توضیح یک فصل از 2.3.1 بخش

pa(v) نماد ،T درخت در v گره هر براي است. شده داده نقاط، این براي T کراندار نسبیت درخت و

است ذکر به لازم می�باشد. v کانونی زیرمجموعه�ي عنوان به P (v) نماد و ،v گره پدر دهنده�ي نشان

ریشه�دار v در که ، Tvدرخت زیر برگ�هاي در که است P نقاط از زیر�مجموعه�اي کانونی، زیرمجموعه�ي

داده نشان |P (v)| با که است v کانونی زیرمجموعه�ي داخل نقاط تعداد v گره وزن است. شده ذخیره است،

وزن ،ℓ صحیح4 مقدار یک ازاي به اگر تنها و اگر است، ،ℓ وزنی کلاس داراي v گره می�شود گفته می�شود.

1Varadarajan

2SSPD

3BAR Tree

4Integer
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مجموعه باشد. |P (pa(v))| > n/٢ℓ صورت به ،(pa(v)) v پدر وزن و ،|P (v)| ≤ n/٢ℓ صورت به v

است n وزن داراي ،T درخت ریشه�ي می�شوند. داده N(ℓ)نشان با هستند، ℓ وزنی کلاس در که گره�هایی

همه�ي همچنین می�باشد. صفر گره، این وزنی کلاس بنابراین نیست، پدري داراي گره این که آنجا از و

می�گیرند. قرار ⌊log n⌋ وزنی کلاس در که است واضح و بوده یک حداکثر وزن داراي T در برگ گره�هاي

v گره یک که است ذکر به لازم می�پذیرند. را ⌊log n⌋ تا ٠ بین مقادیري ،ℓ وزنی کلاس�هاي بنابراین

حالت شود. واقع وزنی کلاس چند در همزمان این�که یا نگیرد، قرار وزنی کلاس هیچ در می�تواند ،T در

یعنی باشد، |P (pa(v))| = n/٢ℓ و بوده |P (v)| = n/٢ℓ − ١ مثال براي که می�افتد اتفاق وقتی اول

کوچک�تر خیلی پدرش وزن از v گره وزن که است وقتی دوم حالت باشد. یک فرزند و پدر وزن فاصله�ي

را |P (pa(v))| > n/٢ℓ و |P (v)| ≤ n/٢ℓ رابطه�ي مختلف ℓهاي ازاي به می�توان این�صورت در باشد

داشت.

همه�ي ازاي به ،ℓ وزنی کلاس با گره یک دقیقاً برگ، تا ریشه از مسیر هر در ،T درخت در 1.1.2 لم
دارد. وجود است، ℓmax = ⌊log n⌋ که ٠ ≤ ℓ ≤ ℓmax

همچنین است، صفر وزنی کلاس و n وزن داراي ،T درخت ریشه�ي شد، گفته که همان�طور اثبات.
می�گیرند. قرار ⌊log n⌋ وزنی کلاس در که است واضح و بوده یک حداکثر وزن داراي برگ گره�هاي همه�ي

با بگیرید؛ نظر در را v مانند دلخواه برگ گره�ي یک و ١ ≤ ℓ ≤ ℓmax − ١ مقدار یک اثبات، براي

وزن داراي که ،w گره�ي اولین به رسیدن اول: حالت می�آید. پیش حالت دو ،v سمت به ریشه از حرکت

وزنی کلاس در که است گره�اي ،w بنابراین است، |P (pa(w))| > n/٢ℓ نتیجه در و |P (w)| ≤ n/٢ℓ

ریشه مسیر در دوم: حالت است. مطلوب گره�ي نتیجه، در و می�باشد، برگ تا ریشه مسیر در و دارد قرار ℓ

می�یابد. ادامه v برگ تا حرکت، مسیر صورت این در باشد، نداشته وجود w ویژگی�هاي با گره�اي هیچ ،v تا

است v تا ریشه مسیر در گره اولین v چون و ،|P (v)| ≤ n/٢ℓ پس است یک حداکثر v وزن که آنجا از

است مطلوب گره�ي همان v نتیجه در .|P (pa(v))| > n/٢ℓ بنابراین است، n/٢ℓ از کم�تر وزن داراي که

� می�گیرد. قرار ℓ وزنی کلاس در که
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است ،µ ∈ N(ℓ − ١) مانند گره�اي ،v گره�ي ℓ-پدر5 از منظور بگیرید، نظر در را v ∈ N(ℓ) گره�ي

فرد به منحصر و موجود µ ،1.1.2 لم طبق دارد. وجود ،v خود انضمام به ،v گره تا ریشه مسیر در که

گره هر که آنجا از است. µ براي ℓ-فرزند6 ،v و می�شود داده نشان pa(ℓ, v) نماد با v گره ℓ-پدر است.

v ∈ N(ℓ) یعنی باشد، خودش براي ℓ-پدر می�تواند خود ،v بنابراین باشد، وزنی کلاس چند در می�تواند

،T درخت در v گره هر براي شد، ذکر 2.3.1 زیربخش یک، فصل در که همان�طور .v ∈ N(ℓ − ١) و

نسبیت نرخ داراي ناحیه این و می�شود داده نشان R(v) با این�جا در که دارد وجود v با متناظر ناحیه�اي

دربرگیرنده�ي دایره�ي R(v)است. ناحیه�ي قطر دهنده�ي نشان diam(R(v)) همچنین است. α حداکثر

دایره�هاي مابین فاصله�ي و نواحی مابین فاصله�ي بین رابطه�ي زیر لم بگیرید، نظر در Dv R(v)را ناحیه�ي

می�کند. بیان را نواحی دربرگیرنده�ي

گره دو این با متناظر ناحیه�هاي ازاي به اگر باشند، T درخت در گره دو µ و v کنید فرض 2.1.2 لم
رابطه�ي

d(R(v),R(µ)) ≥ (s+ ١)α
٢

.min{diam(R(v)), diam(R(µ))}

رابطه�ي که طوري به دارند وجود Dµ ⊃ R(µ) و Dv ⊃ R(v) دایره�ي دو آنگاه باشد، برقرار

d(Dv, Dµ) ≥ s.min{radius(Dv), radius(Dµ)}

است. برقرار دایره دو این براي

است؛ diam(R(v)) ≤ diam(R(µ)) کنید فرض مساله، کلیت رفتن دست از بدون اثبات.
است؛ d(R(v),R(µ)) با برابر R(v) و h بین فاصله�ي که است صفحه�اي نیم h کنید فرض همچنین

نظر در برمی�گیرد، در را R(µ) ناحیه�ي که نامتناهی، شعاع با دایره�اي عنوان به را h می�توان واقع در

طوري�که به ،Dv و DI مرکز هم دایره�ي دو حال ببینید. را 1.2 شکل .h = Dµ گفت می�توان لذا گرفت.

دو براي زیر رابطه�ي بگیرید. نظر در را ،radius(Dv)/ radius(DI) = α و ،DI ⊂ R(v) ⊂ Dv

5ℓ-parent

6ℓ-child
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DI

Dv

Rv

d(Dv, h)

h

Rµ

2.1.2 لم اثبات به مربوط :1.2 شکل

است: واضح دایره

٢ radius(DI) ≤ diam(R(v)) ≤ ٢ radius(Dv)

گفت: می�توان حال

d(Dv, h) = d(DI , h)− radius(Dv) + radius(DI) = d(DI , h)− (radius(Dv)− radius(DI))

= d(DI , h)− (α− ١). radius(DI)

≥ d(DI , h)− α. radius(DI)

≥ d(DI , h)−
α

٢
. diam(R(v))

≥ d(R(v)−R(µ))− α

٢
. diam(R(v)).

نتیجه: در داد. قرار را D(µ) ،h جاي به رابطه�، در می�توان است، h = Dµ اینکه به توجه با
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d(Dv, Dµ) ≥ d(R(v)−R(µ))− α

٢
. diam(R(v))

≥ (s+ ١)α
٢

. diam(R(v))− α

٢
. diam(R(v))

=
s.α

٢
. diam(R(v))

≥ s.α. radius(DI)

= s. radius(Dv)

= s.min{radius(Dv), radius(Dµ)}.

� است. کامل اثبات ترتیب این به و

صفحه در نقاط براي درختنسبیتکراندار از استفاده با SSPDساخت 2.1.2

،S نام با s > ٠ پارامتر با SSPD یک زیر الگوریتم است. شده داده نقطه، n با P ∈ R٢ نقاط مجموعه

می�سازد: P نقاط مجموعه براي

همه�ي وزنی کلاس محاسبه�ي و P نقاط مجموعه براي T کراندار نسبیت درخت یک ساخت الف)

.T داخل گره�هاي

زیر شرایط داراي که (P (v), P (µ)) زوج�هاي همه�ي ،٠ ≤ ℓ ≤ ℓmax وزنی کلاس هر ازاي به ب)

می�شوند: افزوده S به هستند،

باشد. v, µ ∈ N(ℓ) عبارتی به باشند. وزنی کلاس یک در µ و v گره�هاي اول) شرط

رابطه�ي این�که یا باشند، T برگ�هاي دو هر µ و v گره�هاي دوم) شرط

d(R(v),R(µ)) ≥ (s+ ١)α
٢

.min{diam(R(v)), diam(R(µ))}

است. s پارامتر با مجزا نیم ،(P (v), P (µ)) زوج گفت می�توان 2.1.2 لم به توجه با که باشد، برقرار

رابطه�ي سوم) شرط

d(R(pa(ℓ, v)),R(pa(ℓ, µ))) < (s+ ١)α
٢

.min{diam(R(pa(ℓ, v))), diam(R(pa(ℓ, µ)))}

باشد. برقرار
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SSPD زوج�هاي یافتن 3.1.2

داراي ،T کراندار نسبیت درخت هستند، شده ذکر شرط سه داراي که زوج�هایی آوردن دست به براي

ثانیاً نیستند، وزنی کلاس�هاي از یک هیچ عضو که باشد گره�هایی حاوي است ممکن اولاً است: مشکلاتی

گره، آن براي سوم شرط بررسی در لذا باشد، یال یک از بیش ℓ-پدرش، با گره یک بین فاصله�ي است ممکن

مشکلاتی که داد تغییر گونه�اي به را T می�بایست نتیجه در دارد. وجود دردسرهایی ℓ-پدرش، یافتن براي

این به کند. گزارش را مطلوب زوج�هاي الگوریتمی، با و کرده برطرف را دارد وجود زوج�ها، گزارش براي که

می�شود: ساخته ،T درخت روي بر زیر عملیات انجام با ،T ′ درخت منظور

(در آن فرزندان و شده حذف نیستند، وزنی کلاس هیچ عضو که ،T درخت در v گره�هاي تمام �

می�شوند. متصل v پدر به وجود)، صورت

سطوح در بار، k تعداد به ،T ′ درخت در باشد، وزنی کلاس (k > ١) k عضو گره�اي که صورتی در �

می�شود. تکرار است، آن�ها عضو که مختلفی کلاس�هاي ازاي به مختلف،

سطح در یعنی است، گره آن وزنی کلاس دهنده�ي نشان گره، هر سطح ،T ′ درخت در ترتیب این به

بین مقادیري وزنی کلاس�هاي که آنجا از می�گیرند. قرار i وزنی کلاس داراي گره�هاي درخت، ام i

هر ℓ-پدر همچنین است. O(log n) مرتبه�ي از T ′ درخت عمق نتیجه در دارند، ٠ ≤ ℓ ≤ ⌊log n⌋

به ،T درخت در گره هر می�شود)، اثبات ادامه (در 4.1.2 لم به توجه با است. آن واقعی پدر همان گره،

واقعی پدر که ، T ′ درخت در بنابراین است، ℓ-پدر گره�ها از ثابتی تعداد براي ،٠ ≤ ℓ ≤ ⌊log n⌋ ازاي

است. ثابت گره هر درجه�ي است، آن ℓ-پدر همان گره هر

زوج�ها یافتن 4.1.2

کرد: گزارش را، SSPD به متعلق زوج�هاي زیر، الگوریتم از استفاده با می�توان ،T ′ درخت ساخت از پس

که (P (v), P (µ)) زوج�هاي مجموعه این�که اثبات براي عبارتی به یا ،2 الگوریتم درستی اثبات براي

لم می�دهند، P نقاط مجموعه براي SSPD یک تشکیل درستی به می�شوند، گزارش 2 الگوریتم توسط

براي شده ذکر شرط سه شده، گزارش زوج�هاي این�که دادن نشان براي کنید توجه است. شده آورده 3.1.2
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زوج�ها یافتن الگوریتم : 2 الگوریتم
،T ′ درخت ورودي:

هستند. T ′ ریشه�ي دو هر ابتدا در که v و u گره�ي دو

.SSPD زوج�هاي خروجی:
شرط اگر :1

d(R(v),R(µ)) ≥ (s+ ١)α
٢

.min{diam(R(v)), diam(R(µ))}

کن. گزارش را (P (u), P (v)) زوج بود، برقرار

باشند: v فرزندان v١, ..., vr′ و ،u فرزندان u١, ..., ur کنید فرض صورت، این غیر در :2

کن. اجرا ،١ ≤ j ≤ r′ و ١ ≤ i ≤ r که طوري به ،vj و ui هر ازاي به را الگوریتم

T ′ درخت که آنجا از و می�شود، انجام T کراندار نسبیت درخت روي اثبات�ها دارند، را SSPD زوج�هاي

است. برقرار نیز T ′ براي اثبات�ها این که است بدیهی می�شود، ساخته T درخت روي از

گزارش بالا الگوریتم توسط که شده، ذکر شرایط با ،(P (v), P (µ)) مانند زوج�هاي مجموعه 3.1.2 لم
می�سازند. s پارامتر با ،P نقاط مجموعه براي SSPD یک می�شوند،

است، SSPDیک S این�که اثبات براي بنامید. S را الگوریتم توسط شده ساخته SSPD اثبات.
نقطه�ي دو هر ازاي به دوم: هستند. مجزا نیم ،S به متعلق زوج�هاي همه�ي اول: شود. ثابت چیز دو باید

دارد. وجود نقطه، دو این شامل S در زوجی ،P در دلخواه

نیم شرط که می�شوند گزارش S در زوج�هایی ،2 الگوریتم در ١ خط به توجه با اول: قسمت اثبات

باشند. داشته را بودن مجزا

وجود (P (v), P (µ)) ∈ S مانند یکتایی زوج ،p, q ∈ P نقطه�ي دو هر ازاي به دوم: قسمت اثبات

هر ازاي به کنید فرض ادعا، این اثبات براي برعکس). (یا q ∈ P (µ) و p ∈ P (v) که طوري به دارد

مسیر در که است، N(ℓ) وزنی کلاس داخل گره�اي دهنده�ي نشان ،v(p, ℓ) نماد ،٠ ≤ ℓ ≤ ℓmax مقدار

موجود ،٠ ≤ ℓ ≤ ℓmax مقدار هر ازاي به گره�اي چنین 1.1.2 لم طبق است. شده� واقع p برگ تا ریشه

بنابراین .v(p, ٠) = v(q, ٠) = root(T ) داریم صفر وزنی کلاس ازاي به است. فرد به منحصر و

است، P نقاط مجموعه همه�ي شامل و یکسان هم با ،P (v(q, ٠)) و P (v(p, ٠)) کانونی زیرمجموعه�هاي
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وزنی کلاس بنابراین باشند؛ مجزا نیم نمی�توانند ،P (v(q, ٠)) و P (v(p, ٠)) کانونی مجموعه� دو نتیجه در

حالت می�شود. گرفته نظر در حالت دو حال می�باشد. بیش�تر صفر از است، q و p نقاط شامل که زوجی

و v) q و p برگ�هاي تا ریشه مسیر در ،١ ≤ ℓ ≤ (ℓmax − ١) ازاي به v, µ ∈ N(ℓ) گره�هاي اول:

است عکس) بر (یا q ∈ P (µ) و p ∈ P (v) که دارند وجود باشند) نیز q و p برگ�هاي است ممکن µ

الگوریتم توسط زوج این بنابراین می�کند؛ صدق شده، ذکر سوم و دوم شرط در (P (v), P (µ)) زوج و

p شامل مجزا، نیم زوج اولین (P (v), P (µ)) زوج که است واضح سوم، شرط به توجه با می�شود. گزارش

ناحیه�ي زیرمجموعه�ي فرزند هر ناحیه�ي که آنجا از دارد. وجود q و p برگ تا ریشه مسیر در که است q و

بنابراین و ندارند را سوم شرط ،µ و v (نوه�هاي) فرزندان از یک هیچ نتیجه در است، (اجدادش) پدرش

p نقاط شامل فرد به منحصر زوج یک (P (v), P (µ)) لذا شوند؛ گزارش S در زوجی عنوان به نمی�توانند

نقطه، دو شامل فردي به منحصر زوج شد ثابت دلخواه نقطه�ي دو هر ازاي به ترتیب این به می�باشد. q و

موجود اول، حالت در شده ذکر شرایط با v, µ گره�هاي دوم: حالت می�شود. اثبات لم و دارد وجود S در

می�باشند، q و p نقاط شامل برگ گره�هاي ترتیب به ،v(q, ℓmax) و v(p, lmax) گره�هاي بنابراین نباشند.

هستند، نقطه�اي تک گره دو این این�که دلیل به طرفی از است. بوده برقرار ℓ-پدرانشان براي سوم شرط که

داخل الگوریتم، توسط و بوده سوم تا اول شرط داراي ،(p, q) زوج دوم)،بنابراین (شرط می�باشند مجزا نیم

� می�شوند. گزارش ،S مجموعه�ي

شده ساخته SSPD یکنواختی خاصیت 5.1.2

2.1.2 بخش در شده مطرح روش از استفاده با که ،S شده�ي ساخته SSPD براي یکنواختی7 خاصیت

مجموعه�ي داخل که باشند نقطه� دو p, q ∈ P فرضکنید می�شود: تعریف صورت این به است، شده ساخته

کنید فرض همچنین است. X = Bi یا X = Ai بنابراین می�گیرند؛ قرار (Ai, Bi) ∈ S زوج از X

از یک هر وزن آنگاه است؛ عکس) بر (یا q ∈ Bj و p ∈ Aj که باشد یکتایی زوج (Aj, Bj) ∈ S

درخت ساختار به توجه با خاصیت این است، X نقاط مجموعه وزن از کمتر Bj و Aj نقاط مجموعه

7Monotonicity
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Aj نقاط مجموعه که لحاظ این از است؛ واضح می�شود، استفاده SSPD ساخت براي که کراندار نسبیت

هستند. X نقاط زیرمجموعه�ي ،Bj و

شده محاسبه SSPDساخت زمان و وزن آنالیز 6.1.2

نسبیت درخت در دلخواه گره�ي یک که می�شود ثابت ابتدا آمده، دست به SSPD وزن کردن کراندار براي

می�کند. دنبال را هدف این زیر لم باشد. ℓ-پدر گره�ها از تعداد چه براي می�تواند کراندار،
Root(T )

v ∈ N(`)

pa(v′)

v′ ∈ N(`)

T ′
v

یال ۲k

.4.1.2 لم اثبات به مربوط :2.2 شکل

ℓ-پدر عنوان به ،T گره�هاي از ثابتی تعداد براي می�تواند حداکثر ،T درخت در v مانند گره هر 4.1.2 لم
باشد.

،v گره که طوري به باشد داشته وجود ،N(ℓ) وزنی کلاس در ،v′ ∈ T گره کنید فرض اثبات.
را 2.2 شکل باشد. v = pa(ℓ, v′) عبارتی به یا باشد. v′ ℓ-پدر عنوان به ،N(ℓ− ١) وزنی کلاس عضو

در v′ که آنجا از است. (v در ریشه�دار درخت (زیر Tv درخت زیر عضو v′ ،1.1.2 لم به توجه با ببینید.

کلاس در نمی�تواند ،T ′
v درخت زیر در گره�اي هیچ بنابراین ،|v′| ≤ n/٢ℓ پس است، N(ℓ) وزنی کلاس

وزنی کلاس در v′ گره باشد. داشته خود ℓ-پدر عنوان به را v گره نمی�تواند نتیجه در و باشد N(ℓ) وزنی

کلاس در v طرفی از است. |pa(v′)| > n/٢ℓ صورت به آن، (واقعی) پدر گره وزن بنابراین است N(ℓ)

درخت در شد، ذکر یک فصل در که همان�طور می�باشد، |v| ≤ n/٢ℓ−١ و دارد قرار N(ℓ − ١) وزنی
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اگر یعنی می�یابد، کاهش β ضریب اندازه�ي به آمدن، پایین سطح دو با گره، هر وزن ،T کراندار نسبیت

بنابراین می�آید. دست به (n/٢ℓ−١).β حداکثر وزن با گره�ي شود، حرکت پایین سمت به سطح دو v از

(زیرا است βk = ١/٢ که می�یابد، کاهش ،βk ضریب با v وزن ،pa(v′) گره تا v گره بین مسیر در

به می�باشد. ٢k با برابر ،pa(v′) تا v مسیر در موجود یال�هاي تعداد نتیجه در .((n/٢ℓ−١).βk = n/٢ℓ

آن�ها ℓ-پدر عنوان به v که ،v′ مانند گره�هایی واقعی پدران تا v گره بین مسیر گفت می�توان خلاصه طور

v′ مانند (گره�هاي شود گرفته نظر در صفر ،v گره شامل سطح شماره�ي اگر است. یال ٢k حداکثر است،

v سطح از پایین�تر سطح ٢k ،v′ مانند گره�هایی براي سطح شماره حداکثر پس هستند)، Tv درخت زیر در

،١/٢ ≤ β ≤ ١ و βk = ١/٢ که آنجا از می�باشد. ٢٢k حداکثر سطح این در گره�ها تعداد و بود، خواهد

� می�باشد. ℓ-پدر عنوان به گره، ثابت) (تعداد ٢٢k حداکثر براي v نتیجه در و بود خواهد ثابتی مقدار kپس

SSPD وزن آوردن دست به براي می�شود، شامل را گره تعداد چه ،ℓ مانند وزنی کلاس هر اینکه دانستن

می�کند: دنبال را هدف این زیر لم دارد. اهمیت

کلاس در و دارند وجود نسبیت درخت در که گره�هایی تعداد باشد. ٠ ≤ ℓ ≤ ℓmax کنید فرض 5.1.2 لم
است. O(٢ℓ) حداکثر می�گیرند، قرار N(ℓ) وزنی

|P (v)| ≤ n/٢ℓ اگر است، N(ℓ) وزنی کلاس در v گره�ي شد، تعریف قبلاً که همان�گونه اثبات.
صورت: به را P (N) مجموعه�ي حال باشد. |P (pa(v))| > n/٢ℓ و

P (N) = { هستند ℓ وزنی کلاس در که گره�هایی از دسته آن پدر }

دست به P (N) گره�هاي تعداد است کافی ،N(ℓ) داخل گره�هاي تعداد کردن کراندار براي بگیرید. نظر در

عضو گره�هاي کانونی زیرمجموعه�ي بیش�تراست. n/٢ℓ از P (N) مجموعه�ي در گره هر وزن شود. آورده

،P (N) داخل گره�هاي همه�ي کانونی زیرمجموعه�ي در نقاط مجموع و ندارند اشتراك یکدیگر با |P (N)|

که آنجا از است. n/(n/٢ℓ) = ٢ℓ حداکثر ،P (N) گره�هاي تعداد گفت می�توان بنابراین است؛ n حداکثر

گره�هاي تعداد لذا است، گره دو پدر ،P (N) در گره هر بنابراین است، دودویی درخت یک نسبیت، درخت

� می�شود. کراندار O(٢ℓ) با N(ℓ) وزنی کلاس داخل
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D۲

D۱

R(v)

o

DP (v)

radius(DP (v))

DO

DI R(µ)

((s+ ۱)α+ ۱).radius(DP (v))

6.1.2 لم اثبات به مربوط :3.2 شکل

به باشد، (v, µ) مانند زوج�هاي همه�ي از مجموعه�اي ،S̄(ℓ) و ،٠ ≤ ℓ ≤ ℓmax کنید فرض 6.1.2 لم
رابطه�ي و ،v, µ ∈ N(ℓ) که طوري

d(R(v),R(µ)) < (s+ ١)α
٢

.min{diam(R(v)), diam(R(µ))}

با: برابر S̄(ℓ) زوج�هاي تعداد آنگاه باشد، برقرار

|S̄(ℓ)| = O(α۴.(s+ ٢.٢(١ℓ)

با: برابر زوج�ها این وزن مجموع و

∑
(v,µ)∈S̄(ℓ)

(|P (v)|+ |P (µ)|) = O(α۴.(s+ ٢(١.n)

می�باشد.

ناحیه�ي که گره�اي که می�شوند مرتب گونه�اي به ،(v, µ) ∈ S̄ زوج در گره�ها ابتدا اثبات، براي اثبات.
ادعا .diam(R(v)) ≤ diam(R(µ)) یعنی باشد، زوج در گره اولین است، کمتري قطر داراي متناظرش

کنید فرض ادعا، این اثبات براي می�گیرد. قرار اول، گره عنوان به زوج، ثابتی تعداد در ،v گره می�شود

مجموعه دربرگیرنده�ي دایره�ي کوچک�ترین DP (v) کنید فرض باشد. دلخواهی شده�ي مرتب زوج (v, µ)

است. radius(DP (v)) شعاع و ،o مرکز با ،P (v) نقاط

به D١ (دایره�ي r١ = ((s + ١)α + ١). radius(DP (v)) داخلی شعاع با ،o مرکز به A حلقه�ي

را (r٢ شعاع و o مرکز به D٢ (دایره�ي r٢ = r١ + radius(DP (v)) خارجی شعاع و ،(r١ شعاع و o مرکز
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رابطه�ي کنید توجه ببینید. را 3.2 شکل بگیرید. نظر در

diam(R(v))/٢ ≤ radius(DP (v)) ≤ diam(R(v)) (1-2)

رابطه�ي نتیجه در و

r١ ≥ ((s+ ١)α + ١). diam(R(v))/٢ (2-2)

است، برقرار d(R(v),R(µ)) < (s+ ١)α
٢

. diam(R(v)) رابطه�ي (v, µ) زوج براي است. برقرار

حالت دو ببینید. را 3.2 شکل دارد. D١برخورد دایره�ي R(µ)با ناحیه�ي ،2-2 رابطه�ي به توجه با بنابراین

می�شود: گرفته نظر در

بسته�بندي لم به توجه با می�گیرد. قرار D٢ دایره�ي از بیرون R(µ) ناحیه�ي از قسمتی اول: حالت

ویژگی این با −r٢/r١)O(α٢ناحیه r١)) = O(α٣(s+١)) حداکثر شد، مطرح یک فصل در که 4.5.1

دارند. وجود

R(µ) ناحیه�ي نسبیت نرخ می�گیرد. قرار D٢ دایره�ي داخل کاملاً R(µ) ناحیه�ي دوم: حالت

که دارند وجود ،DI ⊂ R(µ) ⊂ DO که طوري به DO و DI دایره�ي دو یعنی است، α حداکثر

صورت به ،DI و DO دایره�ي دو مساحت نسبت بنابراین می�باشد. radius(DO)

radius(DI)
≤ α

گفت: می�توان نتیجه در .(D دایره�ي مساحت Area(D)) است Area(DO)/Area(DI) ≤ α٢

Area(R(µ)) ≥ Area(DI)

≥ (١/α٢).Area(DO)

= (١/α٢).π.(radius(DO))
٢

≥ (١/(٢α)٢).π.(diam(R(µ)))٢

≥ (١/(٢α)٢).π.(diam(R(v)))٢ (3-2)

مقدار همچنین است، diam(R(v)) ≥ radius(DP (v)) ،1-2 رابطه�ي به توجه با طرفی از

رابطه�ي دو، این ترکیب از می�باشد. r٢ = ((s+ ١)α + ٢). radius(DP (v))

radius(DP (v)) =
r٢

(s+ ١)α + ٢
≤ diam(R(v)) (4-2)
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گفت: می�توان ،4-2 و (3-2) رابطه�ي دو به توجه با پس می�شود. نتیجه

Area(R(µ)) ≥
πr٢

٢

(٢α)٢.((s+ ١)α+ ٢(٢

حداکثر ،D٢ دایره�ي داخل گفت می�توان بنابراین است، πr٢
٢ با برابر D٢ دایره�ي مساحت طرفی از

با یکدیگرند). از مجزا نسبیت، درخت در (نواحی دارد وجود ،R(µ) مانند ناحیه O((٢α)۴(s + ٢(١)

به v گره که زوج�هایی کل تعداد می�شود نتیجه ،µ گره با متناظر ناحیه�ي براي ممکن حالت دو به توجه

کلاس در گره�ها تعداد که آنجا از است. O(٢α۴(s + ٢(١) حداکثر دارد، وجود زوج در گره اولین عنوان

گره اولین v که زوج�هایی در v گره جاي به می�توان پس ،(5.1.2 (لم است O(٢ℓ) با برابر N(ℓ) وزنی

قطر داراي و دیگر (٢(١+s)۴(٢α))Oگره با کدام هر که کرد جایگزین (٢ℓ)Oگره، حداکثر است، آن�ها

بود. خواهد |S̄(ℓ)| = O(α۴.(s+١)٢.٢ℓ) بنابراین است. S̄(ℓ) عضو که می�دهند زوجی تشکیل بیشتر،

|P (v)| ≤ n/ℓ٢ صورت به ، v ∈ N(ℓ) گره هر وزن که آنجا از ،S̄(ℓ) مجموعه�ي وزن کردن کراندار براي

گفت: می�توان پس است،

∑
(v,µ)∈S̄

(|P (v)|+ |P (µ)|) ≤ |S̄(ℓ)|.٢.(n/٢ℓ) ∈ O(α۴.(s+ ٢(١.n)

� شد. اثبات لم ترتیب این به

می�شود. معرفی SSPD زوج�هاي تعداد براي کرانی ابتدا شود، بحث SSPD وزن روي این�که از قبل

الگوریتم، طبق باشد، 2.1.2 بخش در شده مطرح الگوریتم توسط شده ساخته SSPD ،S کنید فرض

(pa(ℓ, v), pa(ℓ, µ)) ∈ و ،v, µ ∈ N(ℓ) که می�شود نتیجه باشد، S در زوجی (P (v), P (µ)) اگر

pa(ℓ, v) گره�هاي از یک هر ،4.1.2 لم به توجه با الگوریتم). در سوم تا اول (شرط�هاي است S̄(ℓ − ١)

با S در زوج�ها تعداد که گرفت نتیجه می�توان بنابراین باشد. ℓ-پدر گره ٢٢k براي می�تواند pa(ℓ, µ) و

عبارت

O
( logn∑

ℓ=٠

٢٢k.٢٢k.|S̄(ℓ)|
)
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،6.1.2 لم از استفاده با می�دهد. نشان را S̄(ℓ) مجموعه�ي زوج�هاي تعداد |S̄(ℓ)| که می�شود، کراندار

گفت: می�توان

|S| = O
( logn∑

ℓ=٠

۴٢k.|S̄(ℓ)|
)

= O
( logn∑

ℓ=٠

(۴α)٢k(s+ ٢.٢(١ℓ
)

(5-2)

،S زوج�هاي تعداد می�شود نتیجه ،5-2 رابطه�ي در جایگذاري با است،
logn∑
ℓ=٠

٢ℓ ∈ O(n) این�که به توجه با

می�باشد. |S| = O
(
(۴α)٢k(s+ ٢(١.n

)
با برابر

می�کند. معرفی ، بخش2.1.2 الگوریتم توسط شده ساخته SSPD وزن براي کرانی زیر لم نهایت در

می�توان است. 2.1.2 بخش در شده مطرح الگوریتم توسط شده ساخته SSPD ،S کنید فرض 7.1.2 لم
با را S وزن

∑
(v,µ)∈S

(|P (v)|+ |P (µ)|) = O
(
α۴.(s+ ٢(١.n log n

)
کرد. کراندار

زوج�هاي شد گفته و است، O(log n) با برابر T نسبیت درخت در وزنی کلاس�هاي تعداد اثبات.
است کافی لذا هستند. N(ℓ) وزنی کلاس یک عضو v, µ که هستند (P (v), P (µ)) صورت به ، S داخل

ℓ وزنی کلاس در و دارند وجود S در که زوج�هایی وزن مجموع ،ℓ مشخص مقدار یک ازاي به شود ثابت

می�شود: کراندار زیر عبارت با هستند (ℓمشخص (مقدار
∑

(v,µ)∈S
(v,µ)∈N(ℓ)

(|P (v)|+ |P (µ)|) = O
(
α۴.(s+ ٢(١.n

)
(6-2)

نسبت بالاتري سطوح در v ℓ-پدر که آنجا از ،T درخت در v گره هر براي می�شود: ثابت این�گونه ادعا این

زیرمجموعه�ي وزن از آن، کانونی زیرمجموعه�ي وزن بنابراین ببینید)، را 1.1.2 (لم است گرفته قرار v به

مقدار ،6-2 رابطه�ي در می�توان بنابراین .|P (v)| ≤ |P (pa(ℓ, v))| عبارتی به است، بیشتر v گره کانونی

نوشت: و کرد جایگزین را بزرگ�تر
∑

(v,µ)∈S
(v,µ)∈N(ℓ)

(|P (pa(ℓ, v))|+ |P (pa(ℓ, µ))|) (7-2)
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رابطه�ي الگوریتم، سوم شرط طبق بنابراین است، SSPD در زوج یک (v, µ) ∈ S

d(R(pa(ℓ, v)),R(pa(ℓ, µ)) < (s+ ١)α
٢

.min{diam(R(pa(ℓ, v)), diam(R(pa(ℓ, µ))}

می�تواند گره هر ،4.1.2 لم طبق براین، علاوه است. (pa(v), pa(µ)) ∈ S̄(ℓ − ١) یعنی است، برقرار

عبارت با 7-2 رابطه�ي بنابراین باشد، ℓ-پدر گره، ٢٢k براي

∑
(v,µ)∈S̄(ℓ−١)

۴٢kO(|P (v)|+ |P (µ)|) (8-2)

که است (v, µ) ∈ N(ℓ− ١) زوج�هاي همه�ي مجموعه�ي S̄(ℓ− ١) که می�شود، کراندار

d(R(v),R(µ)) < (s+ ١)α
٢

.min{diam(R(v)), diam(R(µ))}

بنابراین است، |S̄(ℓ − ١)| = O(α۴.(s + ٢(١.n) در زوج�ها همه�ي وزن ،6.1.2 لم طبق است. برقرار

می�شود. اثبات لم نتیجه در و ادعا ترتیب این به و می�شود کراندار O(α۴.(s+ ٢(١.n) با ،8-2 رابطه�ي

�

شده مطرح الگوریتم توسط صفحه، در نقطه n براي SSPD ساخت زمان بررسی باقیمانده، مسأله�ي تنها

مجموعه براي نسبیت درخت یک ابتدا الگوریتم، می�شود: کراندار صورت این به که است 2.1.2 بخش در

همچنین یک)، فصل از 13.3.1 (قضیه�ي O(nاست log n) با برابر درخت این ساخت زمان می�سازد، نقاط

بنابراین است، O(log n) وزنی کلاس�هاي تعداد این�که به توجه با و است، گره O(n) داراي درخت این

در ساخت. را T ′ درخت و کرد معین را درخت گره�هاي همه�ي وزنی کلاس O(nمی�توان log n) زمان در

است؟ چقدر الگوریتم این اجراي زمان اما می�شود، اجرا (2 (الگوریتم زوج�ها یافتن الگوریتم آخر، مرحله�ي

گره�هاي تمام ،u مانند گره هر ازاي به ،2 الگوریتم بگیرید. نظر در را u, v ∈ T ′ گره�هایی پاسخ، براي

بود برقرار شرط که صورتی در می�کند؛ بررسی الگوریتم شرط در هستند، سطح هم u با که را v مانند

می�کند. بازگشت v و u فرزندان روي الگوریتم صورت، این غیر در می�شود، گزارش (P (u), P (v)) زوج

توجه با هستند. هم�سطح u با که گره�هایی تعداد با است برابر ،u گره�ي بررسی براي مصرفی زمان بنابراین

و می�کنند)، صدق الگوریتم شرط (در می�دهند زوج تشکیل ،u با هم�سطح گره�هاي از تعدادي این�که به
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|.|) نوشت: زیر صورت به را u گره�ي بررسی براي مصرفی زمان می�توان نمی�دهند، زوج تشکیل تعدادي

تعداد) دهنده�ي نشان

u بررسی زمان = نمی�دهند| زوج تشکیل u با که |گره�هایی + می�دهند| زوج تشکیل u با که گره�هایی |

این می�شوند. بررسی نمی�دهند، زوج تشکیل u با اما هستند هم�سطح u با که ،v مانند گره�هایی تعداد ابتدا

رابطه�ي نتیجه در نمی�کنند، صدق الگوریتم شرط در گره�ها

d(R(v),R(µ)) < (s+ ١)α
٢

.min{diam(R(v)), diam(R(µ))} (9-2)

چاق نواحی کراندار، نسبیت درخت در گره هر با متناظر نواحی این�که به توجه با است. برقرار آن�ها براي

تعداد نتیجه در برد؛ بکار نیز آنها براي را ،(1.5.1) یک فصل در بندي بسته استدلال می�توان هستند،

با برابر حداکثر می�کنند، صدق 9-2 رابطه�ي در که گره�هایی
((s+ ١)α

٢
.min{diam(R(v)), diam(R(µ))}

/
min{diam(R(v)), diam(R(µ))}

)٢

∈ O(s٢)

بررسی براي مصرفی زمان بنابراین بنامید. C(u) را می�دهند زوج تشکیل u با که گره�هایی تعداد است.

می�باشد. O(s٢) + C(u) مرتبه�ي از ،u گره�ي

از است. u ∈ T ′ گره�هاي از یک هر بررسی براي شده مصرف زمان با برابر الگوریتم مصرفی زمان

بنابراین می�شود، ساخته T درخت روي از T ′ و است، گره O(n) داراي T کراندار نسبیت درخت که آنجا

کراندار زیر صورت به زوج�ها، یافتن الگوریتم توسط شده مصرف زمان و دارد گره O(n) حداکثر نیز T ′

می�شود:

∑
u∈T ′

O(s٢) + C(u) ∈ O(s٢n) +
∑
u∈T ′

C(u) (10-2)

حداکثر تعداد این شد اثبات قبلاً که می�باشد، شده ساخته SSPD زوج�هاي تعداد با برابر ∑
u∈T ′

C(u)

یافتن الگوریتم اجراي زمان نتیجه در و ،10-2 رابطه�ي می�توان بنابراین است. O((۴α)٢k(s + ٢(١n)

ساخت، O(nقابل log n) زمان در T ′ درخت که شد گفته کرد. (s٢n)Oکراندار با را (2 (الگوریتم زوج�ها

است. O((۴α)٢k(s+ ٢(١n+ n log n) حداکثر SSPD ساخت زمان بنابراین
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یک می�توان است. شده داده s > ٠ پارامتر و ،R٢ در نقطه n شامل ،P مجموعه�ي 8.1.2 نتیجه
وزن داراي که ساخت O((s+ ٢(١n+ n log n) زمان در P نقاط مجموعه براي s پارامتر با SSPD

است. زوج O((۴α)٢k(s+ ٢(١.n) حداکثر داراي و ،O((۴α)٢k.(s+ ٢(١.n log n)

50



3 فصل

در نیم-مجزا زوج�هاي به نقاط تجزیه ساخت
Rd فضاي



می�شود. داده شرح مجزا نیم زوج�هاي به ،Rd فضاي در نقاط تجزیه�ي براي بهینه روش یک فصل این در

نقطه یک که است زوج�هایی تعداد لحاظ از قبل، فصل در شده مطرح روش به نسبت روش این بهینگی

محدود پراکندگی با نقاط مجموعه WSPDبراي ساخت جهت روش یک ابتدا شود. ظاهر آن در می�تواند

بهینگی اما است ساده روش این که می�شود مطرح SSPD ساخت براي روش یک سپس می�شود، بررسی

برگرفته فصل این مطالب می�شود. بررسی SSPD ساخت براي بهینه الگوریتم انتها، در ندارد. را نظر مورد

زوج�هاي سوم تعریف و مجزا کاملاً زوج�هاي دوم تعریف از که است، [6] مرجع در هارپلد2 و آبام1 مقاله�ي از

است). شده ذکر مربوطه تعاریف ،1.6.1 زیربخش (در می�کند، استفاده مجزا نیم

نیاز مورد قضایاي و اصول 1.3
باشیم. داشته نقاط از خاصی مجموعه�هاي زیر براي را نقاط تجزیه می�شود لازم نقاط، تجزیه�ي در گاهی

ازاي به بلکه باشیم، داشته زوج تجزیه در زوجی q و p مانند دلخواه نقطه�ي دو هر ازاي به نیست لازم مثلاً

طبق دهد. پوشش را مذکور نقطه�ي دو که بخواهیم یکتا زوجی خاص، مجموعه�ي زیر دو داخل نقطه دو هر

پوشش را خاصی نقاط زوج تنها که کرد تفکیک گونه�اي به را شده داده زوج تجزیه هر می�توان ،1.1.3 لم

دهد.

Wبراي ′ زوج تجزیه می�توان است. شده داده Q ⊆ P و ،P نقاط مجموعه Wاز زوج تجزیه 1.1.3 لم
داراي که کرد، محاسبه را ،Q̄ = P \Q که طوري به دهد پوشش را زوج�ها این تنها ⊗Q،که Q̄ زوج�هاي

است: زیر ویژگی�هاي

می�شود. Wظاهر ′ از زوج k حداکثر در شود، Wظاهر از زوج k در نقطه�اي اگر الف)

. ω(W ′) ≤ ω(W):داریم ب)

Wاست. زوج�هاي تعداد برابر دو حداکثر ،W ′ زوج�هاي تعداد ج)

X ′ ⊆ X که: طوري به دارد وجود ،(X ,Y) ∈ W زوج یک ،(X ′,Y ′) ∈ W ′ زوج هر ازاي به د)

.Y ′ ⊆ Y و

1Abam

2Har-peled
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Wاست. وزن روي خطی مرتبه�ي از ،W ′ محاسبه�ي زمان ه)

،W ′ =
{
(X ∩ Q,Y ∩ Q̄) , (X ∩ Q̄,Y ∩ Q)

∣∣∣ (X ,Y) ∈ W
}

دهید: قرار اثبات.
در که می�شود مشاهده به�راحتی کرد. حذف را هستند تهی Y یا X که (X, Y ) ∈ W ′ زوج�هاي می�توان

اثبات (ب)، قسمت بودن برقرار نمونه عنوان به هستند؛ Wبرقرار ′ براي (د) تا (الف) ویژگی�هاي این�صورت

(X∩Q̄,Y∩Q) و (X∩Q,Y∩Q̄)زوج�هاي با زوج این ،(X ,Y) ∈ W مانند زوج یک ازاي به می�شود:

در و است ،(|Y∩Q|∪|Y∩Q̄|) = |Y| و (|X ∩Q|∪|X ∩Q̄|) = |X | که آن�جا از می�شود، جایگزین

.ω(W ′) ≤ ω(W) که است واضح بنابراین می�شود، حذف زوج آن بود، تهی اشتراك�ها از یکی که صورتی

�

تفکیک�کننده�ي4 حلقه�هاي و دایره�ها3 از مجزا، نیم زوج�هاي به نقاط تجزیه ساختن براي فصل این در

انجام و بودن مجزا نیم شرط و دایره�ها این بین فاصله�ي به توجه با سپس می�شود؛ استفاده نقاط مجموعه

از یکی 2.1.3 لم می�شوند. گزارش مجزا نیم زوج�هاي می�شود، داده شرح ادامه در که اعمال سري یک

می�کند. معرفی را می�شوند ساخته منظور این به که دایره�هایی

c > ١ بزرگ کافی حد به ثابت یک و µ ≥ ١ ثابت ،Rd فضاي در نقطه n شامل P مجموعه�ي 2.1.3 لم
است. شده داده است)، وابسته d و µ به (که

از n/c حداقل شامل ،p ∈ P مرکز به b(p, r) دایره��ي ،O(n) خطی انتظار مورد زمان در می�توان

است. P نقاط از n/٢ حداکثر شامل b(p, µr) که طوري به� یافت را P نقاط

با و p مرکز به b(p, r) دایره�ي سپس کنید، انتخاب تصادفی5 صورت به را p ∈ P نقطه�ي اثبات.
b(p, µr) دایره��ي اگر حال کنید. محاسبه را است، P از نقطه n/c حداقل شامل که شعاع، کوچک�ترین

غیر در می�رسد، پایان به الگوریتم و است آمده به�دست مطلوب دایره�ي آنگاه بود، نقطه n/٢ حداکثر شامل

برسید. جواب به تا دهید ادامه را روند این و کرده انتخاب را بعدي تصادفی نقطه�ي صورت این

3Balls

4Separating Rings

5Random
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ropt/
√
2

2µropt

p

µropt

ropt/2

صفحه. در b(p, ٢µropt) دایره�ي بندي شبکه :1.3 شکل

مرکز به دایره کوچک�ترین می�رسد، جواب به یکسان احتمال با تکرار هر در الگوریتم این�که اثبات براي

مرکز به b(q, ropt) کنید فرض بگیرید. نظر در را است mنقطه = n/c حداقل شامل که P نقاط از یکی

نقطه m با مساوي یا کمتر شامل ropt/٢ شعاع با دایره هر که می�شود مشاهده باشد. دایره این ،q ∈ P

نمی�باشد). P از نقطه�اي لزوماً دایره�ها این (مرکز است

بنابراین است، نقطه m حداقل داراي Q مجموعه�ي که آنجا از Q؛ = P ∩ b(q, ropt) دهید قرار

در نقطه�اي مرکز به اگر می�گیرد. قرار Q مجموعه�ي داخل ،١/c حداقل احتمال با p ∈ P نقطه�ي هر

حداقل شامل شده رسم دایره�ي که است واضح شود، رسم ropt برابر دو شعاع به دایره�اي ،Q مجموعه�ي

گفت می�توان باشد، Q مجموعه�ي داخل p تصادفی نقطه�ي که صورتی در بنابراین است. P از نقطه m

که: طوري به ،r شعاع و p مرکز به شده رسم دایره�ي

r ≤ ٢ropt , µr ≤ ٢µropt.

می�باشد. P از نقطه m حداقل شامل است،

مورد فضاي که آنجا از است؛ نقاط از n/٢ حداکثر شامل b(p, µr) دایره�ي �که می�شود اثبات حال

آمده یک فصل از 2.1 زیربخش در مربوطه (توضیحات است کراندار مضاعف بعد با اقلیدسی فضاي بررسی

همچنین شود. داده پوشش ropt/٢ شعاع با دایره O(١) با می�تواند ،b(p, µropt) دایره�ي نتیجه در است)،

با کل در و µropt شعاع به دایره O(١) با می�توان را µr شعاع با دایره� است، µr ≤ ٢µropt که آنجا از
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و است مختصات محورهاي با موازي آن اضلاع که جعبه�اي حال پوشاند. ropt/٢ شعاع به دایره� O(١)

ضلع طول با شبکه�اي6 به را آن و بگیرید نظر در را است ٢µropt ضلع طول داراي و p نقطه�ي آن مرکز

ببینید. بعدي دو حالت براي 1.3 شکل کنید، افراز ropt/
√
d

هر که است، سلول c′ = (٢µropt/(ropt/
√
d) + ١)d = (٢µ

√
d+ ١)d حداکثر داراي شبکه این

،c ≥ ٢c′ شرط با بنابراین ببینید. را 1.3 شکل داد، پوشش ropt/٢ شعاع به دایره�اي با می�توان را سلول

رابطه�ي

|P ∩ b(p, µr)| < c′m ≤ n/٢

تکرارها انتظار مورد تعداد و می�رسد جواب به تکرار هر در ١/c احتمال با الگوریتم نتیجه در می�باشد. برقرار

O(n) خطی انتظار مورد زمان در الگوریتم می�شود، مصرف O(n) زمان تکرار هر در چون و است، O(c)

� می�رسد. جواب به

تجزیه ساخت روش در نقاط، تفکیک�کننده�ي� حلقه�هاي ایجاد براي مهم تکنیک�هاي از یکی 3.1.3 لم

است. فصل این در مجزا نیم زوج�هاي به نقاط

کافی اندازه�ي به ثابت یک c و پارامتر، یک t > ٠ ،Rd در نقطه n از مجموعه�اي P کنید فرض 3.1.3 لم
که: طوري به یافت را b = b(p, r) دایره�ي خطی انتظار مورد زمان در می�توان باشد. بزرگ

|b ∩ P | ≥ n/c الف)

|ring(p, r, r(١ + ١/t)) ∩ P | ≤ n/٢t ب)

.|P \ b(p, ٢r)| ≥ n/٢ ج)

لم از استفاده با خطی، انتظار مورد زمان در شده محاسبه دایره�ي b = b(p, α) کنید فرض اثبات.
.|b(p, ٨α) ∩ P | ≤ n/٢ و |b(p, α) ∩ P | ≥ n/c داریم: بنابراین باشد. µ = ٨ ثابت با ،2.1.3

را Ri = ring(p, ri−١, ri) حلقه�هاي و ri = α(١ + ١/t)i دهید: قرار i = ٠, ١, ...., t ازاي به

می�گیرند. قرار b(p, ۴α) دایره�ي داخل مجزا، حلقه�هاي این همه�ي که می�شود ادعا بگیرید. نظر در

6Grid
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rt = α(١ + ١/t)t ≤ α(e١/t)t ≤ بنابراین ،١ +x ≤ ex داریم ،x ≥ ٠ همه�ي ازاي به که آنجا از

می�شود. ثابت ادعا بنابراین و αe < ۴αپس e < ۴ چون و ،αe

حلقه t این از یکی پس ،(2.1.3 لم (طبق است P نقاط از نیمی حداکثر شامل b(p, ٨α) که آنجا از

است. P از نقطه n/٢t حداکثر شامل (Ri = ring(p, ri−١, ri) ام، i حلقه�ي (مثلاً

در P نقاط n/٢ حداقل بنابراین ،b(p, ٢r) ⊆ b(p, ٨α) که آنجا از .r = ri−١ ≤ ۴α دهید قرار حال

� است. برقرار b(p, r) براي (ج) تا (الف) موارد و است P \ b(p, ٢r)

مجزا کاملاً زوج�هاي به محدود پراکندگی با نقاط تجزیه�ي 2.3
وابسته نقاط پراکندگی به آن وزن که مجزا7، کاملاً زوج�هاي به نقاط تجزیه�ي براي الگوریتمی بخش این در

می�شود. داده شرح است،

روشساخت 1.2.3

یادآوري باشد. پارامتر یک s > ٠ و ϕ = ϕ(P ) پراکندگی با Rd در نقطه n مجموعه�ي P کنید فرض

نقاط مجموعه در نقطه دو بین فاصله کم�ترین به فاصله بیش�ترین نسبت با برابر نقاط پراکندگی می�شود

چهارتایی درخت به مربوط (توضیحات می�سازد را P مجموعه�ي چهارتایی درخت ابتدا در الگوریتم است.

ساخت قابل ،O(n log ϕ) زمان در و است h = O(log ϕ) درخت این ارتفاع است)، آمده 1 فصل در

ارتفاع تا می�یابد ادامه تجزیه بود، h از کمتر ارتفاعی داراي و P از نقطه یک شامل برگی اگر حال می�باشد.

می�گیرند. قرار h سطح در درخت برگ�هاي همه�ي نهایت در برسد. h به درخت

استفاده شده، ساخته چهارتایی درخت از ،s پارامتر با مجزا کاملاً زوج�هاي به نقاط تجزیه�ي براي

دهد؛ زوج تشکیل می�تواند خود، با سطح هم گره�ي با درخت این در گره هر که صورت این به می�شود؛

زوج شود، داده نشان P (u) با u گره�ي در ریشه�دار زیردرخت در شده ذخیره نقاط مجموعه اگر واقع در

P (u) و چهارتایی، درخت در سطح هم گره�هایی v و u اگر WSPDاست، از زوج یک (P (u), P (v))

7WSPD
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گره�هاي با متناظر �v و �u سلول دو بین فاصله�ي عبارتی به یا باشند؛ مجزا کاملاً مجموعه�ي دو ،P (v) و

P (u) ولی سطح هم v و u اگر (یعنی صورت این غیر در باشد. بزرگ�تر ،�u = �v قطر برابر s از ،v و u

از را u فرزندان همه�ي بودن مجزا کاملاً شرط بازگشتی صورت به الگوریتم نباشند)، مجزا کاملاً P (v) و

براي الگوریتم، این می�شوند. WSPDگزارش زوج�هاي ترتیب این به و می�کند بررسی ،v فرزندان همه�ي

تفاوت این با می�کند، عمل شد، مطرح دو فصل در که 4.1.2 الگوریتم مشابه مجزا، کاملاً زوج�هاي یافتن

در می�شد، بررسی زوج�ها براي بودن مجزا نیم شرط و بود کراندار نسبیت درخت قبلی، الگوریتم ورودي که

می�شود. بررسی زوج�ها براي بودن مجزا کاملاً شرط و است چهارتایی درخت ورودي این�جا در که حالی

می�شود. ظاهر شده، WSPDگزارش از زوج O(sd) در چهارتایی درخت از گره هر 1.2.3 مشاهده
سطح هم گره�هاي بنابراین بگیرید؛ نظر در WSPDرا در شده ظاهر ،(P (u), P (v)) زوج اثبات.
چهارتایی درخت در یکسان اندازه�ي با مکعب�هایی که ،�v و �u سلول دو با متناظر درخت، در v و u

شرط در که دارند وجود هستند،

d(�u,�v) ≥ s. diam(�u)

گره�هایی با تنها uگره�ي عبارتی به .d(�u,�v) ∈ O(s. diam(�u)) می�شود: ادعا می�کنند. صدق

از حداکثر و s. diam(�u) حداقل گره، دو با متناظر سلول�هاي فاصله�ي که می�دهد زوج تشکیل v مانند

باشد. O(s. diam(�u)) مرتبه�ي

،v و u گره�هاي پدران که است این معناي به ،WSPD در (P (u), P (v)) زوج گزارش ادعا: اثبات

رابطه�ي: عبارتی به نمی�دهند. مجزا کاملاً زوج�هاي تشکیل

d(�p(u),�p(v)) < s. diam(�p(u))

داریم: چهارتایی درخت در بعدي) d (مربع�هاي سلول�ها ساختار به توجه با طرفی، از است. برقرار

d(�u,�v)− ٢ diam(�p(u)) ≤ d(�p(u),�p(v)).

داریم: بالا، رابطه�ي دو ترکیب با بنابراین

d(�u,�v) ≤ s. diam(�p(u)) + ٢ diam(�p(u)). (1-3)
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فرزند گره�ي با متناظر سلول قطر برابر دو پدر، گره�ي هر با متناظر سلول قطر چهارتایی، درخت در

داریم: 1-3 رابطه�ي در پدر، سلول قطر جاي به فرزند، سلول قطر جایگذاري با بنابراین است.

d(�u,�v) ≤ ٢ diam(�u)(s+ ٢) ∈ O(s. diam(�u)).

می�شود. ثابت ادعا ترتیب این به

داریم: می�دهند، زوج تشکیل v و u گره�هاي این�که و شده ثابت ادعاي به توجه با

می�توانند چهارتایی درخت از گره�هایی واقع در .s. diam(�u) ≤ d(�u,�v) ∈ O(s. diam(�u))

یکسان اندازه�ي داراي �u سلول با گره�ها، این با متناظر سلول اولاً که دهند زوج یک تشکیل u گره با

�u اطراف در Θ(s. diam(�u)) شعاع به حلقه�اي در سلول�ها این ثانیاً و (u با سطح هم (گره�هاي باشند

O(sd) سلول�ها) با (متناظر گره�ها این تعداد لم1.5.1)، ،1 (فصل بندي بسته استدلال طبق گیرند. قرار

� می�شود. ظاهر شده WSPDگزارش از زوج O(sd) حداکثر در u گره�ي نتیجه در می�باشد.

باشد. پارامتر یک ،s > ٠ و ϕ = ϕ(P ) پراکندگی با Rd در نقطه n مجموعه�ي P کنید فرض 2.2.3 لم
در P از نقطه هر که طوري به ساخت O(nsd log ϕ) وزن با P براي ،s پارامتر WSPDبا یک می�توان

شود. ظاهر زوج O(sd log ϕ) حداکثر

و است چهارتایی درخت از u گره�ي شامل که می�شود ظاهر زوج�هایی در p ∈ P نقطه�ي هر اثبات.
که آنجا از .p ∈ P (u) که (P (u), P (v)) زوج در یعنی است، p شامل برگ تا ریشه مسیر در گره�اي u

گره�ها این از یک هر ، 1.2.3 مشاهده�ي طبق و است O(log ϕ) برگ تا ریشه مسیر در گره�ها این تعداد

به و شده ظاهر زوج O(sd log ϕ) حداکثر در p ∈ P نقطه�ي هر بنابراین می�شوند، ظاهر زوج O(sd) در

� بود. خواهد O(nsd log ϕ) WSPDحداکثر وزن نقطه n ازاي

WSPD بنابراین می�باشد، نیز مجزا8 نیم زوج تجزیه یک مجزایی، کاملاً زوج تجزیه هر این�که به توجه با

وزن با SSPDیک داشتن براي می�باشد. نقاط مجموعه براي SSPDیک ،1.2.3 بخش در شده ساخته

8SSPD
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p r

Pin

Pout

۲rs

ring(p, r,۲rs)

Pouter

r + r/n

.3.3 بخش در شده مطرح SSPD ساخت روش به مربوط :2.3 شکل

عبارتی به باشد؛ نقاط تعداد روي چندجمله�اي9 مرتبه�ي از نقاط پراکندگی که می�شود اضافه شرط این کم،

داراي مسأله، ورودي عنوان به شده� داده نقاط مجموعه می�شود فرض ادامه در باشد؛ برقرار ϕ = nO(١)

هستند. نقاط تعداد روي چندجمله�اي پراکندگی

نیم- زوج�هاي به نقاط تجزیه ساخت براي ساده روش یک 3.3

مجزا
مطرح روش�هاي به نسبت روش این می�شود. مطرح ها SSPD ساخت براي ساده روشی بخش این در

ظاهر زوج O(sd log٢ n) حداکثر در نقطه هر می�کند ضمانت و است ساده�تر نسبتاً دو فصل در شده

می�شود.

روشساخت 1.3.3

حلقه�ي و ،n/c حداقل شامل b(p, r) دایره�ي ،t = n دادن قرار و 3.1.3 لم از استفاده با

از یک هیچ (شامل P از نقطه ⌊n/٢t⌋ = ⌊١/٢⌋ = ٠ حداکثر شامل ،ring(p, r, r(١ + ١/t))

مجموعه بنابراین می�شود. گرفته نظر در b(p, ٢rs) دایره�ي همچنین می�شود، محاسبه نباشد) P نقاط

و Pout = P ∩ ring(p, r, ٢rs) ،Pin = P ∩ b(p, r) می�شوند: تقسیم دسته سه به P نقاط

بخش در که مجزا، نیم زوج�هاي اول تعریف به توجه با ببینید. را 2.3 شکل .Pouter = P \ (Pin∪Pout)

9Polynomial
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Pin

Pout

p

شبکه در متناظر نقطهی به p نقطهی انتقال

شبکه. در Pout و Pin نقاط مجموعه چیدمان :3.3 شکل

می�سازند مجزا نیم زوج یک Pouter و Pin مجموعه�ي دو که است واضح است، آمده یک فصل از ،1.6.1

می�شود. اضافه SSPD به زوج این که

به الگوریتم ،X = Pin ⊗ Pout مجموعه�ي در نقاط زوج همه�ي براي SSPD محاسبه�ي منظور به

بین چون باشد، ℓ با برابر Pout و Pin نقاط مجموعه بین فاصله�ي کنید فرض می�کند: عمل صورت این

ببینید)، را 2.3 (شکل دارد وجود r + r/n خارجی شعاع با نقطه از خالی حلقه�ي یک Pout و Pin نقاط

گام در است. diam(Q) ≤ ۴ℓns قطر داراي Q = Pin ∪ Pout مجموعه�ي و است ℓ ≥ r/n نتیجه در

به که صورت این به می�شوند، چیده z = (ℓ/٢s)
√
d ضلع طول با شبکه�اي10 در Q نقاط مجموعه بعدي،

شبکه�ي از نقطه�اي که ،
(
⌊xp/z⌋z, ⌊yp/z⌋z

)
به نقطه این ،(xp, yp) مختصات به p ∈ Q نقطه�ي ازاي

بر نقاط چیدمان از حاصل جدید نقاط مجموعه ببینید. را 3.3 شکل می�یابد، انتقال است، شده ساخته

است. ۴ℓns
ℓ/٢s

∈ O(n.s٢) حداکثر پراکندگی داراي Q′ که است واضح بنامید. Q′ را شبکه گره�هاي روي

مطرح روش از استفاده با می�توان است، n روي چندجمله�اي مرتبه�ي از Q′ نقاط پراکندگی که آنجا از

روي SSPD این سپس ساخت، Q′ نقاط مجموعه براي ،٢s پارامتر با SSPD یک ،2.3 بخش در شده

زوج�هایی همه�ي و q ∈ Q′ نقطه�ي هر ازاي به که صورت این به می�شود؛ تفسیر Q اولیه نقاط مجموعه

و می�شوند q جایگزین شده�اند، منتقل شبکه، در q گره�ي به که p ∈ Q نقاط تمام هستند، q شامل که

می�شوند گزارش X = Pin⊗Pout مجموعه�ي گیرنده�ي بر در زوج�هاي تنها 1.1.3 لم از استفاده با سپس

روند تکمیل براي نهایت، در می�آید. دست به زوج�ها این براي ،O(s) پارامتر با SSPD یک بنابراین و

10Grid
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و Pin⊗ Pin زوج�هاي براي و می�کند بازگشت Pout ∪ Pouter و Pin مجموعه��هاي روي الگوریتم ساخت،

می�سازد. O(s) پارامتر با SSPD ،(Pout ∪ Pouter)⊗ (Pout ∪ Pouter)

O(sd log٢ n) در نقطه هر و O(nsdاست log n)وزن داراي دربخش3.3 شده SSPDساخته 1.3.3 لم
می�شود. ظاهر آن از زوج

می�شود: بحث شود، ظاهر آن در می�تواند نقطه یک که زوج�هایی تعداد روي ابتدا اثبات.

مانند نقطه یک ازاي به بنابراین می�شود. اضافه SSPD به (Pin, Pouter) زوج ابتدا الگوریتم این در

روش طبق همچنین می�شود. ظاهر یک�بار (Pin, Pouter) زوج در نقطه این ،p ∈ Pouter یا p ∈ Pin

بخش در شده مطرح روش از استفاده با مجزا نیم زوج�هاي ،Q = Pin ∪Pout نقاط مجموعه براي ساخت،

که همانطور می�آیند؛ دست به می�شوند، اعمال (Q نقاط با متناظر شبکه، (گره�هاي Q′ نقاط روي که ،2.3

پس ،ϕ(Q′) = n.s٢ چون و می�شود ظاهر زوج O(sd log ϕ) در Q′ عضو نقطه� هر آمده، 2.2.3 لم در

بر در زوج تعداد O(sd log(n.s٢)) = O(sd log n) در ،(Q عضو آن با متناظر (و Q′ عضو نقطه هر

می�شود. ظاهر Pin ⊗ Pout زوج�هاي گیرنده�ي

و n١ + n٢ = n نتیجه در شود، گرفته نظر در n٢ = |Pout ∪ Pouter| و n١ = |Pin| اگر

T (n) = ١ + O(sd log n) + max(T (n١), T (n٢)) حداکثر در نقطه هر و است n١, n٢ ≥ n/c

در است، O(log n) حداکثر Pout ∪ Pouter و Pin روي بازگشت�ها تعداد که آنجا از می�شود، ظاهر زوج

O(sd log٢ n) با می�شود، ظاهر آن�ها در نقطه یک که زوج�هایی تعداد و ،T (n) = O(sd log٢ n) نتیجه

می�شود. کراندار

ظاهر زوج O(sd log٢ n) حداکثر در نقطه هر که آنجا از گفت می�توان ،SSPD وزن اثبات براي

است. شده ساخته SSPD وزن حداکثر برابر که ،O(nsd log٢ n) داریم نقطه n ازاي به پس می�شود،

�
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نیم زوج�هاي به نقاط تجزیه ساخت براي بهینه روش یک 4.3

مجزا
است. تصادفی صورت به نقاط افراز طرح داراي که می�شود ارائه ساختSSPDها براي روشی بخش این در

نمی�شود؛ ظاهر زوج� زیادي تعداد در نقطه�اي هیچ می�کند ضمانت که است ساختی روش اولین روش، این

می�شود. ظاهر زوج تعداد O(sd log n) در بالا، احتمال با نقطه، هر ساخت، روش این با واقع در

روشساخت 1.4.3

،s > ٠ پارامتر با SSPD یک آوردن دست به منظور به باشد. Rd در نقطه n مجموعه�ي P کنید فرض

ساخته نقاط براي s پارامتر یکWSPDبا آنگاه بود، n = O(sd) اگر می�شود بررسی ابتدا ،P نقاط روي

،µ = ٢٠ دادن قرار با و 2.1.3 لم از استفاده با ابتدا صورت، این غیر در ببینید، را 1.2.3 بخش می�شود،

حداقل شامل P \ b(p, ٢٠r) دایره�ي و بزرگ) کافی حد به و ثابت c) n/c حداقل شامل b(p, r) دایره�ي

مجموعه و شده انتخاب [۵r, ۶r] بازه�ي در x عدد تصادفی طور به سپس می�شود؛ محاسبه P از نقطه n/٢

و Pout = P ∩ ring(p, x, ٢٠r) ،Pin = P ∩ b(p, x) می�شود: تقسیم دسته سه به P نقاط

تضمینی این�که بر علاوه ،µ براي ٢٠ عدد انتخاب ببینید. را 4.3 شکل ،Pouter = P \ (Pin ∪ Pout)

و Pin نقاط بین لازم فاصله�ي همچنین است)، وابسته d بُعد و µ به c (زیرا است c مقدار بودن بزرگ براي

می�کند. ایجاد را Pouter

مجزا Pin⊗(Pout∪Pouter) در نقاط زوج همه�ي ابتدا در ،SSPD زوج�هاي آوردن دست به منظور به

Pin ⊗ Pouter در نقاط زوج براي SSPD محاسبه�ي اول می�گیرد: انجام مرحله دو در کار این می�شوند.

نقاط مجموعه براي و می�کند عمل بازگشتی صورت به روش این در الگوریتم .Pin ⊗ Pout براي سپس و

یک و شده ترکیب هم با زوج�ها این همه�ي نهایت در می�کند. محاسبه SSPD نیز Pout ∪Pouter و Pin

می�سازند. P براي را مناسب SSPD

C ′′
١ , C

′′
٢ , ....C

′′
m O(sd)خوشه Pinبه نقاط مجموعه :Pouter نقاط نقاطPinاز جداسازيمجموعه

شده داده توضیح 2.4.3 بخش زیر در خوشه�بندي (نحوه�ي می�شود بندي تقسیم ،r/٢٠s حداکثر قطر با

ازاي به C ′′
i خوشه�هاي از یک هر پس است، بیش�تر r از Pouter و Pin نقاط فاصله�ي که آنجا از است)،
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p x

Pin

Pout

r

Pouter

۲۰r

.4.3 بخش در شده مطرح SSPD ساخت روش به مربوط :4.3 شکل

فاصله (چون می�دهند s پارامتر با مجزا نیم زوج یک تشکیل Pouter نقاط مجموعه با ،i = ١, ٢, ...,m

زوج�هاي بنابراین است). بزرگ�تر s.(r/٢٠s) = r/٢٠ از فاصله این و است r از بیش�تر ،C ′′
i و Pouter بین

در شده ساخته زوج�هاي به می�شوند. اضافه SSPD به i = ١, ٢, ...,m همه�ي ازاي به (C ′′
i , Pouetr)

در حداکثر P نقاط مجموعه در نقطه هر که است واضح می�شود. گفته طویل11 زوج�هاي مرحله این
می�شود. ظاهر طویل زوج O(sd)

قبلی، مرحله�ي به نسبت نقاط، جداسازي از مرحله این :Pout نقاط از Pin نقاط مجموعه جداسازي
چهارتایی درخت یک ابتدا ندارد. وجود نقطه مجموعه دو بین خالی فضاي هیچ زیرا است، دشوارتر کمی

،1.2.3 بخش زیر به توجه با سپس می�شود، ساخته Pin ∪ Pout = P ∩ b(p, ٢٠r) نقاط مجموعه روي

است. ρ = ١/(۴s) که طوري به می�شود ساخته نقاط، از مجموعه این روي ،١/ρ پارامتر یکWSPDبا

یک حداقل شامل P (u)⊗P (v) که شوند ظاهر خروجی در می�توانند (u, v) مانند زوج�هایی تنها اما

نامطلوب خروجی�هاي حذف و مطلوب خروجی�هاي چنین داشتن منظور به باشند. Pin ⊗ Pout در زوج

چهارتایی درخت ساخت در نیست)، Pin ⊗ Pout در زوجی داراي P (u) ⊗ P (v) که (خروجی�هایی

می�شود؛ عمل 1.2.3 زیربخش در شده مطرح روش به نسبت متفاوت کمی مجزا، کاملاً زوج�هاي وگزارش

انجام هم با همزمان مجزا، کاملاً زوج�هاي گزارش و چهارتایی درخت ساخت روش، این در که صورت این به

می�شود، ساخته کامل، صورت به چهارتایی درخت ابتدا ،1.2.3 در شده مطرح روش در که حالی در می�شود،

چهارتایی، درخت ساخت براي قسمت این� در می�شوند. گزارش مجزا کاملاً زوج�هاي آن، از استفاده با سپس

11Long Pairs
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براي سپس می�کند، شروع است، R = Pin ∪ Pout نقاط همه�ي شامل که ریشه گره با ابتدا الگوریتم

فرزندان که درخت در موجود (گره�ي v مانند گره�اي فرزندان به کجا هر مجزا کاملاً زوج�هاي محاسبه�ي

زوج تشکیل خود، سطح هم گره�هاي با v گره�ي که است وقتی (منظور بود احتیاج نیستند) درخت در آن

می�دهد. تخصیص فرزندان از یک هر به و کرده تقسیم را P (v) و محاسبه را v فرزندان ندهد)، مجزا کاملاً

اگر یعنی ،P (w) ⊆ Pout یا P (w) ⊆ Pin اگر که می�کند بررسی الگوریتم ،v از w مانند فرزندي براي

مربوطه پرچم12 آنگاه بود، Pout یا Pin در کاملاً w در ریشه�دار زیردرخت در شده ذخیره نقاط مجموعه

2 عدد P (w) ⊆ Pout حالت براي و 1 عدد P (w) ⊆ Pin که حالتی براي مثلاً می�شود، فعال w براي

می�شود. نامیده جزیی13 چهارتایی درخت درخت، این می�یابد. تخصیص w به

این به الگوریتم جزیی، چهارتایی درخت از استفاده با مجزا، کاملاً زوج تجزیه یک ساخت منظور به

پرچم�هاي کار ابتداي در جزیی، چهارتایی درخت از v و u گره�هاي زوج بررسی براي می�کند: عمل صورت

دو هر که است معنی این به بودند 2 پرچم یا ،1 پرچم داراي هردو v و u اگر و می�شود دیده گره هر

تولید مرحله این در را زوجی هیچ الگوریتم بنابراین هستند، Pout مجموعه�ي زیر یا Pin زیرمجموعه�ي

مطلوب خروجی و نمی�کند جدا Pout نقاط از را Pin نقاط ،v و u از شده تولید زوج�هاي عملاً چون نمی�کند،

مجزا کاملاً شرط بودند، متفاوتی پرچم�هاي داراي گره دو هر اگر یعنی صورت، این غیر در نمی�کند. ایجاد

ثابت زمان در پرچم�ها، بررسی می�شود. بررسی آن�ها کانونی زیرمجموعه�ي در نقاط مجموعه براي بودن

اینکه براي نهایت در می�شود. گفته کوتاه14 زوج�هاي مرحله این در شده تولید زوج�هاي به است. اجرا قابل

،P = Pin ∪ Pout دادن قرار با ،1.1.3 لم از دهد پوشش را Pin ⊗ Pout نقاط زوج� فقط کوتاه زوج�هاي

می�شود. استفاده ،Q̄ = Pout و Q = Pin

نقاط مجموعه خوشه�بندي 2.4.3

C ′′
i ) می�شود: عمل زیر صورت به ،{p١, p٢, ..., p|Pin|} ∈ Pin نقاط مجموعه خوشه�بندي منظور به

است). خوشه�ها مراکز مجموعه�ي C و ام i خوشه�ي

12Flag

13Partial Quadtree

14Short Pairs
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کردن اضافه و m = ١ ، c′′١ = center(C ′′
١ ) = p١ ،C ′′

١ = {p١} دادن قرار اولیه: مقدار�دهی (1

.C به p١

شود: تکرار i = ٢, ٣, ..., |Pin| ازاي به (2

خوشه�ي به pi نقطه�ي و نامیده pj را است r/٢٠s مساوي یا کمتر pi از آن فاصله� که C در نقطه اولین

جدید یکخوشه�ي خود pi آنگاه نشد، پیدا نقطه�اي چنین j = ١, ٢, ...,mازاي به اگر می�شود. Cاضافه ′′
j

.C = C ∪{pi} و c′′m = center(C ′′
m) = pi ،C ′′

m = {pi} ،m = m+١ یعنی: می�سازد، pi مرکز با

شده محاسبه SSPDساخت زمان و وزن آنالیز 3.4.3

منظور این به می�شود. محاسبه ،Pout نقاط از Pin نقاط مجموعه کننده�ي جدا SSPD وزن ابتدا در

دایره�ي از q ∈ b(p, ٢٠r) نقطه�ي منفی) یا علامت�دار(مثبت فاصله�ي می�شود تعریف Dq تصادفی متغیر

است. Dq =∥ p− q ∥ −x به�صورت Dq محاسبه�ي فرمول واقع در ببینید. را 4.3 شکل b(p, x)

طور به ،r طول به بازه�اي در Dq تصادفی متغیر ،q ∈ b(p, ٢٠r) نقطه�ي هر ازاي به 1.4.3 مشاهده
است. شده توزیع یکنواخت

است تصادفی متغیر یک x متغیر که شد گفته 1.4.3 بخش زیر در قبلاً ادعا، این اثبات براي اثبات.
توزیع تابع بنابراین .X ∼ U(۵r, ۶r)عبارتی به است، شده توزیع r طول به بازه�اي در یکنواخت طور به که

FX(x) = P (X ≤ x) صورت به توزیع تابع که آنجا از است. FX(x) = (x − ۵r)/r صورت به آن

.∥ p − q ∥= t و Dq = Y می�دهیم: قرار ،Dq =∥ p − q ∥ −x تصادفی متغیر براي می�شود، تعریف

داریم: بنابراین

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (t− x ≤ y) = P (t− y ≤ x) = ١− Fx(t− y)

= ١− t− y − ۵r
r

=
y − (t− ۶r)

r

داریم: t∗ = t− ۶r دادن قرار با

FY (y) =
y − t∗

r

65



p x

Pin

Pout

۲۰r

r

Pouter

q

Dq

.2.4.3 لم اثبات به مربوط :5.3 شکل

داریم: r = b∗ − a∗ و a∗ = t∗ قراردادن با و

b∗ = r + t∗ = r + t− ۶r = t− ۵r

پس:

a∗ = t− ۶r , b∗ = t− ۵r

r طول به بازه�اي روي و است FY (y) =
y − a∗

b∗ − a∗
توزیع تابع داراي Y = Dq تصادفی متغیر نتیجه در

� می�شود. ثابت ادعا و Y = Dq ∼ U(a∗, b∗) عبارتی: به است، شده توزیع یکنواخت طور به

مانند نقطه یک که زوج�هایی تعداد باید ،Pout و Pin جداکننده�ي SSPD وزن آوردن دست به براي

زوج�هاي ابتدا منظور این به آورد. دست به را شود، ظاهر آن�ها در می�تواند q ∈ R = Pin ∪ Pout

گرفته نظر در ،q ∈ P (u) که طوري به دارند وجود شده ساخته SSPD در که ،(P (u), P (v))

لم می�شود. مشخص باشند، سطوح آن در می�توانند v و u که چهارتایی درخت از سطوحی و می�شوند

می�کند. دنبال را هدف این 2.4.3

بگیرید؛ نظر در را q ∈ R مانند نقطه�اي و ،R = Pin ∪ Pout صورت به R نقاط مجموعه 2.4.3 لم
در زوجی (P (u), P (v)) که گونه�اي به ،(u, v) مانند چهارتایی درخت گره�هاي از زوج یک همچنین
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بگیرید؛ نظر در را، می�باشد q ∈ P (u) که فرض این با و است، Pin ⊗ Pout براي شده ساخته SSPD

صورت: به بازه�اي باشند، سطح�ها آن در می�توانند v یا u گره�هاي که درخت از سطوحی می�شود ثابت

depth(u) = depth(v) ∈
[
log s, log s+ β + log

r

|Dq|

]
(2-3)

است. ثابت عددي β که است،

q براي فعال سطوح کل تعداد و هستند q براي فعال15 سطوح بازه، این داخل سطوح می�شود گفته

.ν(q) = ١ + β + log
r

|Dq|
با است برابر

مشاهده است). برقرار ،q ∈ pout وقتی براي مشابهی (استدلال q ∈ Pin کنید فرض اثبات.
ببینید. را شکل5.3 است، Pout داخل نقاط همه�ي از |Dq| فاصله�ي حداقل داراي q که می�شود

است: زیر ویژگی�هاي داراي که کنید انتخاب v و u مانند چهارتایی درخت گره�هاي از دلخواه زوج یک

هستند. چهارتایی درخت از سطح یک در v و u الف)

.q ∈ P (u) ب)

که طوري به هستند ∆ = diam(�u) = diam(�v) قطر داراي ،v و u با متناظر سلول�هاي ج)

است. کوچک کافی اندازه�ي به c که ،∆ ≤ |Dq|/(s.c)

.P (v) ∩ Pout ̸= ∅ د)

برابر حداقل آن�ها بین فاصله�ي و هستند یکسان طول با اضلاع داراي ،�v و �u گفت می�توان حال

با: است

d(�u,�v) ≥ d(q,Rd \ b(p, x))− ٢∆

≥ |Dq| −
٢|Dq|
s.c

=
(

١− ٢
s.c

)
.s.c.

١
s.c
|Dq|

≥ (sc− ٢)∆. (3-3)

فاصله�ي که این و (ج) شرط به توجه با نیز دوم نامساوي است. برقرار (د) و (ب) شرط به توجه با اول نامساوي

می�باشد. برقرار است، |Dq| با برابر حداقل ،Pout از ،q ∈ Pin

15Active levels
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ادعا هستند. α = (sc − ٢) پارامتر به نسبت مجزا کاملاً ،v و u گره�هاي ،3-3 رابطه�ي به توجه با

،p(v) و p(u) یعنی v و u پدران آنگاه ،(c ≥ ١۶ + ٢/s) باشد بزرگ کافی حد به c ثابت اگر که می�شود

داریم: ادعا اثبات براي هستند. ،α/۴ پارامتر به نسبت مجزا کاملاً

d(�p(u),�p(v)) ≥ d(�u −�v)− ٢ diam(�p(u)) = d(�u −�v)− ۴∆

≥ d(q,Rd \ b(p, x))− ٢∆− ۴∆ ≥ |Dq| −
۶|Dq|
s.c

= (١− ۶
s.c

).s.c.
١
s.c
|Dq| ≥ (sc− ۶)∆

=
(s.c)− ۶

٢
diam(�p(u))

دادن قرار با که است واضح هستند. β =
(s.c)− ۶

٢
پارامتر به نسبت مجزا کاملاً ،p(v) و P (u) یعنی

α/۴ ≥ ١/ρ که آنجا از می�شود. ثابت ادعا و β ≥ α/۴ داریم ،s > ١/٢ ازاي به و c ≥ ١۶+٢/sثابت

یعنی این و شود گزارش SSPD در (P (p(u)), P (p(v))) زوج� باید پس است، (ρ = ١/(۴s) ازاي (به

است. تناقض در لم فرض با که نمی�شود تولید (P (u), P (v)) زوج هیچ�گاه

شده، تولید SSPD در (P (u), P (v)) داشتن براي و بالا، در شده مطرح ادعاي توجه با بنابراین

با برابر قطر اندازه�ي حداقل بنابراین و باشد برقرار نمی�تواند ∆ ≤ |Dq|/(s.c) شرط که می�شود نتیجه

درخت در ،diam(�w) قطر با w مانند دلخواه گره یک عمق اینکه به توجه با است. ،∆ ≥ |Dq|/(s.c)

است برابر u گره عمق حداکثر گفت می�توان پس است، log diam(Pin ∪ Pout)
√
d

diam(�w)
با برابر چهارتایی،

با:

O(١) + log
diam(Pin ∪ Pout)

|Dq|/s.c
= O(١) + log

۴٠r
|Dq|/s.c

= O(١) + log s+ log
r

|Dq|

عمق حداقل همان یا بازه� پایین کران اثبات براي آمد. دست به u گره�ي عمق براي بالا کران ترتیب این به

با .(R = Pin ∪ Pout) است diam(R) حداکثر �v و �u سلول�هاي بین فاصله�ي گفت می�توان ،u گره

داریم: پس هستند، ١/ρ پارامتر با شده ساخته SSPD در زوج یک (P (u), P (v)) اینکه به توجه

diam(R) ≥ d(�u,�v) ≥
١
ρ
diam(�u)⇒ diam(�u) ≤ ρ diam(R)
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برابر چهارتایی درخت در گره چنین براي عمق کمترین و ،ρ daim(R) با برابر �u قطر بیشترین یعنی

� می�آید. دست به بازه پایین کران ترتیب این به و می�باشد، ⌈log diam(R)

ρ diam(R)
⌉ ≥ log s با

a∗ b∗(b∗ − a∗)/۲ = r/۲r/۲i+۱ r/۲i r/۲i r/۲i+۱

ادعا اثبات به مربوط ، .I بازه�ي روي Dq تصادفی متغیر توزیع :6.3 شکل

معلوم دارند، وجود Pin ⊗ Pout زوج�هاي براي شده ساخته SSPD در که گره�هایی عمق اینجا تا

ادعا شود. مشخص log r

|Dq|
عبارت براي کرانی باید ابتدا ،SSPD این وزن آوردن دست به براي است.

می�شود. کراندار O(١) با log r

|Dq|
عبارت ریاضی امید q ∈ R = Pin ∪ Pout نقطه�ي براي می�شود

یکنواخت طور به Dq که باشد r طول به بازه�اي I = [a∗, b∗] کنید فرض ادعا، این اثبات براي

صورت به Ji بازه�ي i = ١, ....,∞ ازاي به اگر ببینید. را 1.4.3 مشاهده�ي است. شده توزیع آن روي

ببینید. را 6.3 شکل می�گیرد. قرار بازه i این از یکی در Dq است واضح شود، تعریف Ji =
[
r

٢i+١ ,
r

٢i

]
با است معادل که ، r

٢i+١ ≤ |Dq| ≤
r

٢i یعنی است، −Dq ∈ −Ji آنگاه باشد Dq ∈ Ji اگر طرفی از

اینکه احتمال با است برابر i ≤ log
r

|Dq|
≤ i + ١ احتمال خلاصه طور به .i ≤ log

r

|Dq|
≤ i + ١

بنابراین: است. |Ji|
r

با برابر یک هر که ،−Dq ∈ −Ji یا Dq ∈ Ji

Pr

[
i ≤ log

r

|Dq|
≤ i+ ١

]
≤ ٢|Ji|

r
≤ ١

٢i

داریم: هندسی سري خواص از استفاده با و است، i+ ١ حداکثر log
r

|Dq|
این�که به توجه با نتیجه در

E

[
log

r

|Dq|

]
≤

∞∑
i=٠

(i+ ١).
١

٢i = O(١) (4-3)

می�شود. ثابت ادعا ترتیب این به و

بازگشت، از سطح یک در ،Pin ⊗ Pout براي شده ساخته SSPD زوج�هاي انتظار مورد وزن 3.4.3 لم
است. O(nsd)
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SSPD از زوج تعداد چه در R = Pin ∪Pout مجموعه�ي در نقطه هر که شود اثبات باید اثبات.
در گره�هایی کانونی زیرمجموعه�ي در q ∈ R نقطه�ي هر ،2.4.3 لم طبق می�شود. ظاهر شده، ساخته

طوري به هستند، [log s,X +O(١) + log s] بازه�ي در عمق داراي گره�ها که می�شود ظاهر SSPD

زوج خود، هم�سطح گره O(sd) حداکثر با چهارتایی درخت در گره هر که آنجا از .X = log
r

|Dq|
که

حداکثر در q نقطه�ي بنابراین ببینید)، را 1.2.3 (مشاهده�ي می�سازد ،(SSPD نتیجه در (و WSPD

می�شود نتیجه ،4-3 رابطه�ي به توجه با می�شود. ظاهر زوج O((١ + X).sd)

هر و دارد، وجود R در نقطه n/٢ حداکثر این�که به توجه با .O
(
E
[
(١ +X).sd

] )
= O(sd)

ساخته SSPD انتظار مورد وزن بنابراین می�شود، ظاهر زوج O(sd) در انتظار مورد طور به ،R در نقطه

� است. O(n.sd) بازگشت، از سطح یک در ،R نقاط براي شده

مشخص بازگشت، از سطح یک در ،Pin⊗Pout نقاط زوج دهنده�ي پوشش SSPD زوج�هاي وزن اینجا تا

احتمال با نقطه، هر بازگشت�ها، تمام پایان در شده محاسبه SSPD در که می�کند بیان 4.4.3 لم است.

SSPD انتظار مورد وزن نتیجه در می�شود. ظاهر کوتاه، زوج O(sd log n) در انتظار، مورد طور به و بالا

است. O(nsd log n) با برابر ،Pin ⊗ Pout براي شده محاسبه

O(sd log n) حداکثر در بالا، احتمال با و انتظار مورد طور به نقطه هر شده، SSPDمحاسبه در 4.4.3 لم
می�شود. ظاهر کوتاه زوج�

دهنده�ي نشان که است متغیر یک Xk کنید فرض و بگیرید، نظر در را q ∈ P نقطه��ي اثبات.
لم طبق می�شود. ظاهر آن�ها در بازگشت از سطح k-امین در نقطه این که است کوتاهی زوج�هاي تعداد

داریم: 1.2.3 مشاهده�ي و 2.4.3

Xk = O
(
ν(q).sd

)
= O

(
sd
(

١ + log
r

|Dq|

))
= O

(
sd.(١ + Zk)

)
تعداد بنابراین می�باشد. O(١) حداکثر انتظار مورد طور به Zk ،4-3 رابطه�ي طبق و ،Zk = lg

r

|Dq|
که

O(sd) ریاضی امید با یک هر ،Xk متغیر h مجموع وسیله�ي به می�شود، ظاهر آن در q که کوتاهی زوج�هاي

از مختلف سطوح به مربوط Xk متغیرهاي است. بازگشت�ها تعداد h = O(log n) که می�شود، کراندار
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� می�باشد. O(sd log n) با برابر مجموع این لذا هستند، یکدیگر از مستقل و بوده بازگشت

شده ظاهر بازگشت�ها، کل در طویل، زوج O(sd log n) در نقطه هر که می�کند اثبات 5.4.3 لم ادامه در

می�باشد. O(nsd log n) با برابر Pin ⊗ Pouter زوج�هاي براي شده محاسبه SSPD وزن نتیجه در و

می�شود. ظاهر طویل زوج O(sd log n) در نقطه هر شده محاسبه SSPD در 5.4.3 لم

ظاهر طویل زوج O(sd) حداکثر در نقطه هر بازگشت، از سطح هر در که شد گفته قبلا اثبات.
(بازگشت بازگشت�ها از یکی در تنها نقطه هر و O(logبوده n) حداکثر بازگشت�ها تعداد که آنجا از می�شود.

ظاهر طویل زوج O(sd log n) در نقطه هر نتیجه در می�شود، فراخوانی (Pout∪Pouter روي یا Pin روي

� می�شود.

می�کند. بیان شده، ساخته SSPD وزن براي کرانی 6.4.3 لم نهایت در

مجموعه براي شده ساخته SSPD است. شده داده ،s > ٠ پارامتر و Rd در P نقاط مجموعه 6.4.3 لم
ظاهر O(sdزوج log n) در بالا احتمال با نقطه هر و O(nsdاست log n) انتظار مورد وزن داراي P نقاط

می�شود.

� است. واضح 5.4.3 و 4.4.3 لم طبق اثبات.

هر است، O(nsd log n) شده، تولید SSPD در زوج�ها تعداد حالت، بدترین در ،(6.4.3 (لم لم این طبق

می�شود. مطرح زوج�ها، تعداد کاهش براي روشی ادامه در چند

زمان ،4.3 در شده مطرح روش از استفاده با شده محاسبه SSPD مورد در باقیمانده مساله�ي تنها

مجموعه جداسازي جهت لازم زمان شامل ساخت زمان ،SSPD ساخت روش به توجه با است. ساخت

لازم زمان 7.4.3 لم است. بازگشت�ها کل در ،Pout از Pin نقاط مجموعه جداسازي و Pouter از Pin نقاط

می�کند. بررسی بازگشت، از سطح یک در را، Pin ⊗ Pout براي SSPD ساخت جهت
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انتظار مورد زمان در ،Pin⊗Pout براي بازگشت از سطح یک در شده ساخته SSPD زوج�هاي 7.4.3 لم
می�آیند. دست به O(n.sd)

،T جزیی چهارتایی درخت ساخت زمان اول: می�گیرد. صورت بخش دو در اجرا زمان آنالیز اثبات.
ببینید. را Pout از Pin نقاط مجموعه جداسازي قسمت 1.4.3 بخش زیر زوج�ها. تولید زمان دوم و

نقاط حرکت براي شده مصرف زمان روي می�توان را T جزیی چهارتایی درخت ساخت زمان اول: بخش

،2.4.3 لم طبق بگیرید. نظر در را q ∈ R نقطه�ي و ،R = Pin ∪Pout کرد. شارژ درخت، پایین سمت به

،Yq = O(١)+lg s+lg
r

|Dq|
عمق ماکزیمم با الگوریتم، توسط شده گرفته نظر در زوج�هاي در نقطه این

مانند گره�هایی زوج بخواهد الگوریتم اگر واقع در است. Yq +١ عمق ،q براي عمق ماکزیمم می�شود. ظاهر

پایین به را چهارتایی درخت q آنگاه کند، تفکیک را است q ∈ P (v) یا q ∈ P (u) که طوري به ،(u, v)

رابطه�ي به توجه با که بوده، E
[∑
q∈R

Yq

]
با متناسب T ساخت انتظار مورد زمان بنابراین می�دهد. حرکت

است. O(n log(s)) با برابر ریاضی امید بودن خطی و ،4-3

گرفته نظر در را سطح هم گره�هاي تنها الگوریتم کنید توجه زوج�ها. تولید زمان بررسی دوم: بخش

گره الگوریتم، بگیرید. نظر در را T چهارتایی درخت در u گره می�کند. بررسی بودن مجزا نیم براي و

مصرف زمان می�کند. بررسی است، O(sd) حداکثر تعدادشان که ،u با سطح هم گره�هاي با فقط را u

تولید سطوح این در زوجی هیچ که اول، سطح α = ⌊log s⌋ در ،u گره شامل زوج�هاي بررسی براي شده

صورت این غیر در (چون sd ∈ O(n) که آنجا از ببینید. را 2.4.3 لم است. O(s٢d) با برابر نمی�شود،

به و کرده محاسبه نقاط براي را s پارامتر با WSPD الگوریتم 1.4.3 در شده مطرح ساخت روش طبق

براي اول سطح α در شده مصرف زمان ،O(s٢d) = O(n.sd) بنابراین می�کند)، گزارش SSPD عنوان

می�باشد. u گره شامل زوج�هاي بررسی

تمام زمان بگیرید. نظر در را q ∈ R نقطه�ي زوج�ها، تولید در عملیات سایر کردن دار کران براي

O(Yq.sd) با می�کند بررسی را است، q ∈ P (u) که طوري به u مانند گره�اي که الگوریتم، در فراخوانی�ها

نمی�شود، تولید زوجی هیچ اول سطح α در و است مطرح زوج�ها تولید زمان چون طرفی از می�شود. کراندار

مصرف زمان کل و گرفت، نادیده زوج�ها، تولید براي را، اول سطح α در شده صرف زمان می�توان بنابراین

این 4-3 رابطه�ي طبق کرد. کراندار O((Yq − α).sd) با را q نقطه�ي شامل زوج�هاي تولید براي شده
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� می�باشد. O(n.sd) با برابر ،R داخل نقطه n/٢ حداکثر براي و است O(sd) با برابر کران

خوشه�بندي زمان با برابر بازگشت، از سطح یک در ،Pin ⊗ Pouter براي SSPD ساخت براي لازم زمان

خوشه�بندي نحوه�ي به توجه با است. زوج�ها گزارش جهت لازم زمان و O(sd)خوشه در Pin نقاط مجموعه

در (C ′′
i , Pouter) صورت به طویل زوج�هاي همچنین ببینید. را بخش2.4.3 زیر می�باشد. O(n) زمان این

نقاط مجموعه روي SSPD ساخت زمان ،7.4.3 لم به توجه با بنابراین می�شوند. گزارش ،O(sd) زمان

است. O(n.sd) با برابر بازگشت، از سطح یک در ،P

بخش در شده ساخته SSPD است. شده داده ،s > ٠ پارامتر و Rd در P نقاط مجموعه 8.4.3 لم
می�آید. دست به O(nsd log n) انتظار مورد زمان در ،1.4.3

بازگشت عمق و بوده، O(n.sd) ساخت انتظار مورد زمان بازگشت، از سطح یک در اثبات.
� است. O(n.sd log n) با برابر SSPD ساخت زمان بنابراین است. O(log n)

شده محاسبه SSPD در زوج�ها تعداد کاهش 4.4.3

از استفاده با شده ساخته SSPD زوج�هاي تعداد حالت، بدترین در شد، گفته 6.4.3 لم در که همان�طور

روي چندجمله�اي مرتبه�ي از که ثابتی مقادیر Ωs) است Ωs(n log n) ،1.4.3 در شده مطرح ساخت روش

این ایده��ي داد. کاهش O(n.sd) به را شده تولید زوج�هاي تعداد می�توان اما می�گیرد)؛ نادیده را است، s

براي 9.4.3 لم از هستند. مجزا16 کاملاً زوج�هاي هم، به نسبت که است، SSPD از زوج�هایی ادغام کار،

می�شود. استفاده ایده، این کارگیري به

پارامتر با مجزا کاملاً زوج یک (X, Y ) و باشند، پارامترهایی s′ ≥ ۶s و s ≥ ١٢ کنید فرض 9.4.3 لم
فرض همچنین باشند. s′پارامتر به نسبت مجزا کاملاً زوج�هاي نیز ،i = ١, ..., k ازاي به ،(Xi, Yi) و ،s

،Y =
∪
i

Yi و X =
∪
i

Xi زوج آنگاه .Y ∩ Yi ̸= ∅ و X ∩Xi ̸= ∅ داریم ،i مقادیر تمام ازاي به کنید

هستند. s
۴
پارامتر با مجزا کاملاً زوج�هاي

16Well Separated Pairs
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`

x

Xi

X
`i

b(x, r)

r y

YiY

b(y, r)

r

.9.4.3 لم اثبات به مربوط :7.3 شکل

نقاط مجموعه بین فاصله�ي کمترین که باشند نقطه�اي دو y ∈ Y و x ∈ X نقاط فرضکنید اثبات.
Y Xو زوج که آنجا از ببینید. را 7.3 شکل .d(x, y) = d(X,Y ) = ℓ یعنی می�کنند، حاصل را Y Xو

طرز به .s. diam(Y ) ≤ ℓ و s. diam(X) ≤ ℓ بنابراین هستند، s پارامتر با مجزا کاملاً مجموعه�ي دو

.s′. diam(Yi) ≤ ℓi و s′. diam(Xi) ≤ ℓi داریم .d(Xi, Yi) = ℓi کنید فرض iها تمام ازاي به مشابه

است: برقرار زیر نامساوي بالا، روابط به توجه با

ℓi ≤ d(X ∩Xi, Y ∩ Yi) ≤ ℓ+ diam(X) + diam(Y ) ≤ (١ + ٢/s)ℓ. (5-3)

(Yi (یا Xi مجموعه�ي هر گفت می�توان دارند، ناتهی اشتراك یکدیگر با Xiها و X چون کلی، طور به

diam(X) + diam(Xi) ≤ r = ℓ/s + ℓi/s
′ شعاع و (y (مرکز x مرکز به دایره�اي داخل کاملاً

قرار r شعاع با y مرکز و x مرکز به دایره�هاي داخل ترتیب به ،Y و X مجموعه�ي بنابراین می�گیرد. قرار

ℓ− ٢r حداقل دایره دو این بین فاصله�ي ببینید. 7.3 شکل در را b(y, r) و b(x, r) دایره�هاي می�گیرند،

است.

باشیم: داشته اگر

d(X ,Y) = (١/τ).max(diam(X ), diam(Y))

دست به زیر صورت به τ براي کرانی می�توان باشند، مجزا کاملاً ،١/τ پارامتر به نسبت Y و X اگر یعنی
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آورد:

τ =
max(diam(X ), diam(Y))

d(X ,Y)

≤ ٢r
ℓ− ٢r

=
٢ℓ/s+ ٢ℓi/s′

ℓ− ٢ℓ/s− ٢ℓi/s′

≤ ٢ℓ/s+ ١)٢ + ٢/s)ℓ/s′

ℓ− ٢ℓ/s− ١)٢ + ٢/s)ℓ/s′

=
٢/s+ ٢/s′(١ + ٢/s)

١− ٢/s− ٢/s′(١ + ٢/s)

≤ ٣/s
١− ٣/s

≤ ۴/s

s′ ≥ ۶s و s ≥ ١٢ که این به توجه با سوم نامساوي و ،5-3 رابطه�ي به توجه با دوم نامساوي کنید توجه

،Y و X که آنجا از و ،١/τ ≥ s/۴ نتیجه در ،τ ≤ ۴/s داریم بالا عبارت از می�باشد. برقرار است،

� هستند. نیز s
۴
پارامتر با مجزا کاملاً مجموعه�ي دو ،Y و X گفت می�توان بنابراین هستند، τ/١-مجزا

تعداد کاهش منظور به باشد. P نقاط مجموعه براي ،O(s) پارامتر با شده تولید SSPD ،δ کنید فرض

کوتاه زوج�هاي تنها که کنید توجه می�شوند. ادغام شرایطی، به توجه با شده، تولید کوتاه زوج�هاي زوج�ها،

،W مانند ،WSPD یک ابتدا منظور، این به می�مانند. باقی تغییر بدون طویل زوج�هاي و می�شوند ادغام

کوتاه زوج هر ازاي به سپس ببینید. را 1.2.3 بخش زیر می�شود، محاسبه P نقاط براي ،O(s) پارامتر با

با متناظر ،(X,Y ) زوج و می�شوند، انتخاب r ∈ B و q ∈ A دلخواه نقطه�ي دو ،δ در (A,B) مانند

دَرهم و بندي17 شبکه تکنیک با ثابت زمان در است، عکس) بر (یا r ∈ Y و q ∈ X که W در آن

O(sd log n) در نقطه هر 4.4.3 لم طبق می�شود. پیدا است، شده بیان [15] مرجع در که سازي18،

زمان در نتیجه در است، O(nsd log n) حداکثر کوتاه زوج�هاي تعداد بنابراین و می�شود ظاهر کوتاه زوج

زوج�هاي تمام حال می�آید. دست Wبه در متناظر زوج ،δ در کوتاه زوج�هاي همه�ي براي ،O(nsd log n)

با و شده ادغام هستند، (X, Y ) ∈ W زوج با متناظر که ،δ عضو (X١,Y١), ..., (Xk,Yk) کوتاه

17Gridding

18Hashing
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جایگزین ،i = ١, ٢, ..., k ازاي به ،Y =
(∪

i

Yi

)
و X =

(∪
i

Xi

)
که طوري به ،(X ,Y) زوج

بودن مجزا کاملاً شرط بررسی با و چهارتایی درخت از استفاده با ،δ در کوتاه زوج�هاي که آنجا از می�شوند.

پارامتر با مجزا کاملاً بودن، مجزا نیم بر علاوه نتیجه در می�شوند، حاصل ρ = (s/۴) پارامتر به نسبت

9.4.3 لم طبق ببینید، را Pout از Pin نقاط جداسازي قسمت 1.4.3 بخش زیر هستند، (s/۴) ∈ O(s)

یک جایگزینی، و ادغام پایان در نتیجه در است. O(s) پارامتر با مجزا کاملاً ،(X ,Y) زوج گفت می�توان

ادغام از قبل SSPD طویل زوج�هاي همان آن طویل زوج�هاي که می�شود O(s)حاصل پارامتر با SSPD

زوج�هاي تعداد اندازه�ي به ادغام، از پس کوتاه، زوج�هاي تعداد است. O(n.sd) زوج�ها این تعداد و است

و |W| که می�شود ثابت 10.4.3 لم در است. |W| یعنی ،P نقاط مجموعه روي شده ساخته WSPD

کل تعداد ترتیب این به است. O(n.sd) حداکثر ادغام، از پس SSPD کوتاه زوج�هاي تعداد نتیجه در

در کوتاه زوج�هاي ادغام است واضح بود. خواهد O(n.sd) حداکثر و می�یابد کاهش ،SSPD زوج�هاي

وزن ادغام فرآیند و می�گیرد، انجام کوتاه)، زوج�هاي ادغام از (قبل اولیه SSPD وزن با متناسب زمانی

نمی�دهد. تغییر را SSPD

کوتاه زوج�هاي تعداد نتیجه در و ،P نقاط مجموعه روي شده WSPDساخته زوج�هاي تعداد 10.4.3 لم
است. O(n.sd) حداکثر ادغام، از پس SSPD

در WSPDمی�سازد. زوج دیگر، گره O(sd) با حداکثر چهارتایی، درخت در u گره�ي هر اثبات.
2.3 بخش است، O(log ϕ) درخت سطوح تعداد و دارد وجود گره n حداکثر چهارتایی درخت از سطح هر

محدود نقاط پراکندگی کرده�ایم فرض که آنجا از است. O(sd.n log ϕ) زوج�ها تعداد نتیجه در ببینید، را

� می�باشد. O(n.sd) WSPDحداکثر زوج�هاي تعداد بنابراین است،

است. SSPD زوج�هاي تعداد کاهش فرآیند بیانگر 11.4.3 لم

ماندن ثابت با می�توان است. شده داده ،O(nsd log n) وزن با ،O(s) پارامتر با SSPDیک 11.4.3 لم
داد. کاهش O(n.sd) به ،O(nsd log n) زمان در را SSPD این زوج�هاي تعداد وزن،

انتظار مورد زمان در می�توان است، شده داده s > ٠ پارامتر و ،Rd در P نقاط مجموعه 12.4.3 نتیجه
که: طوري به کرد تجزیه مجزا نیم زوج�هاي به را P نقاط مجموعه ،O(nsd log n)
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باشد. O(nsd log n) حداکثر زوج�ها انتظار مورد وزن الف)

شود. ظاهر زوج O(sd log n) حداکثر در بالا، احتمال با و انتظار مورد طور به نقطه هر ب)

باشد. O(n.sd) حداکثر زوج�ها کل تعداد ج)

به شده�اند، بررسی اقلیدسی فضاي در که فصل، این در شده مطرح ساخت روش�هاي است ذکر به لازم

ببینید)، بیش�تر توضیحات براي را یک فصل از 2.1 (زیربخش کراندار19 مضاعف بعد داراي متریک فضاهاي

است: شده آورده اینجا در نتیجه یک عنوان به که است، تعمیم قابل

کراندار مضاعف بعد داراي متریک فضاي یک در نقطه n از مجموعه�اي P فرضکنید ([2]) 13.4.3 نتیجه
مجموعه ،O(nsO(dim) log n) انتظار مورد زمان در می�توان است، شده داده پارامتر یک s > ٠ و ،dim

که: طوري به کرد تجزیه مجزا نیم زوج�هاي به را P نقاط

باشد. O(nsO(dim) log n) حداکثر زوج�ها انتظار مورد وزن الف)

شود. ظاهر زوج O(sO(dim) log n) حداکثر در بالا، احتمال با و انتظار مورد طور به نقطه هر ب)

باشد. O(n.sO(dim)) حداکثر زوج�ها کل تعداد ج)

19Bounded Doubling Dimension
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4 فصل

کاربردها



Rd فضاي و صفحه، در نقاط براي مجزا نیم زوج�هاي به نقاط تجزیه ساخت روش�هاي این�جا، به تا

یک بین در زوج1 نزدیک�ترین یافتن زمینه�ي در کاربردهایی مجزا، نیم زوج�هاي به نقاط تجزیه شد؛ مطرح

،[2] مقاله�ي در نمونه، عنوان به دارد؛ هندسی پوشش�هاي ساخت زمینه�ي در همچنین و نقاط، از مجموعه

داده�اي ساختار (الف) ساخت: و طراحی جهت مجزا، نیم زوج�هاي تجزیه از که است شده ارائه الگوریتم�هایی

پوشش�هاي (ب) صفحه، در نقاط براي جو، و پرس نیم�صفحه�ي هر در نقاط زوج نزدیک�ترین یافتن براي

و k-بخشی2 کامل گراف�هاي براي هندسی پوشش�هاي (ج) ،Rd فضاي در غیردقیق نقاط براي هندسی

نیم زوج�هاي تجزیه از کاربردهایی به فصل این در می�کنند. استفاده کم، قطر با پوشش�هایی ساخت (د)

و [3] ،[2] مقاله��هاي از برگرفته فصل این مطالب است. شده اشاره هندسی، پوشش�هاي ساخت در مجزا،

است. [6]

١)-پوشش + ε)ساختیک 1.4
می�شود. داده شرح Rd فضاي در نقاط مجموعه براي ١)-پوشش، + ε) یک ساخت نحوه�ي بخش این در

از حاصل ناحیه�ي ψ-مخروط3، یک باشد. پارامتر یک ψ و Rd در نقطه n از مجموعه�اي P کنید فرض

مخروط رأس از صادرشده اشعه�ي5 دو هر بین زاویه�ي که طوري به است، موازي غیر نیم-فضاي4 dاشتراك

که بگیرید نظر در مجزا مخروط�هاي ψ از مجموعه� یک را C مجموعه�ي باشد. ψ از کمتر آن، داخل در و

تنها آن�ها اشتراك (ناحیه�ي دهند پوشش را Rd فضاي کل هم، با و باشد مختصات مبدأ آن�ها همه�ي رأس

براي را 1.4 شکل گویند. کانونی6 مخروط�هاي ،C به متعلق مخروط�هاي به باشد). مخروط�ها مرز می�تواند

در آن (اثبات است O(١/ψd−١) حداکثر |ψ| که می�شود ثابت ببینید. ψ = ٢٢٫ ۵◦ با و بعدي دو حالت

مخروط�هاي صفحه)، در نقاط (براي است d = ٢ وقتی نمونه براي است). آمده [20] کتاب از ۵ فصل

1Nearest Neighbor

2Complete k-Partite Graphs

3ψ-Cone

4Half-Space

5Ray

6Canonical Cones
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σ۱

σ۲

σ۱۶

y

x

C = {σ۱, σ۲, ..., σ۱۶}
| C |= ۲π/ψ ∈ O(۱/ψ)

p

σ۱(p)

ψ = ۲۲.۵◦

.p نقطه�ي به σ١ یافته�ي انتقال مخروط و ψ = ٢٢٫ ۵◦ براي صفحه در کانونی مخروط�هاي :1.4 شکل

متوالی اشعه�ي دو هر بین زاویه�ي و می�شوند صادر مبدأ از که اشعه O(١/ψ) رسم با می�توانند کانونی

عنوان به را کانونی مخروط�هاي از مجموعه این می�توان ببینید. را شکل1.4 آیند. دست به است، ψ حداکثر

با ،p شامل مخروط ،p مانند نقطه�اي براي که طوري به گرفت؛ نظر در فضاها نیم با شده ایجاد شبکه�ي7

نشان o با مخروط�ها مشترك راس اگر واقع در می�شود؛ معین ثابت، زمان در و نقطه این موقعیت به توجه

نقطه�ي شامل مخروط xها، محور مثبت جهت و op پاره�خط بین زاویه�ي محاسبه�ي با می�توان شود، داده

دهنده�ي نشان σ(p) ،p ∈ Rd نقطه�ي یک و ،σ ∈ C مانند مخروط هر براي یافت. ثابت، زمان در را p

مخروط یافته�ي انتقال نسخه�ي σ(p) واقع در است؛ یافته انتقال p نقطه�ي به آن رأس که است σ مخروط

ببینید. را 1.4 شکل است. شده منطبق p نقطه�ي روي بر آن رأس که است σ

SSPD از استفاده با ١)-پوشش + ε)ساختیک 1.1.4

طوري (به P براي ١)-پوشش + ε) یک ساخت براي بگیرید. نظر در را Rd فضاي در P نقاط مجموعه

P نقاط مجموعه روي است، ρ ≤ ε/٨ که طوري به ،١/ρ پارامتر با SSPD یک ابتدا ،(٠ < ε < ١ که

کانونی مخروط�هاي از استفاده با SSPD این باشد. δ آمده دست به SSPD کنید فرض می�شود. ساخته

به تبدیل ایده�ي می�شود. تبدیل ١)-پوشش + ε) یک به عملیاتی، انجام با و شد، داده توضیح بالا در که

7Grid
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گراف کانونی). مخروط�هاي مجموعه رأس زاویه�ي (حداکثر باشد ψ = ε/۴٠ کنید فرض است: صورت این

در بگیرید. نظر در است، تهی آن یال�هاي مجموعه و هستند آن رئوس عنوان به P نقاط مجموعه که را G

می�شود، حاصل که گرافی نهایت در و می�شود اضافه G گراف به یال تعدادي تبدیل، فرآیند از مرحله هر

است صورت این به G گراف به یال�ها شدن اضافه می�باشد. P نقاط مجموعه روي ١)-پوشش + ε) یک

می�شود انتخاب کوچک�تر مجموعه�ي از p مانند دلخواه نقطه�ي یک (X ,Y) ∈ δ زوج هر ازاي به که

نامیده X مجموعه�ي قطب8 ،p نقطه�ي باشد). X مجموعه�ي کوچک�تر، مجموعه�ي کنید فرض این�جا (در

مجموعه کوچک�تر، مجموعه�ي از p دلخواه نقطه�ي انتخاب از پس می�شود. داده نشان hub(X ) با و می�شود

نقطه�ي ،σ ∈ C مانند کانونی مخروط هر ازاي به سپس می�یابند، انتقال p نقطه�ي به C کانونی مخروط�هاي

منحصر q که صورتی (در می�شود متصل ،Y ∩ σ(p) نقاط مجموعه�ي در q مانند نقطه نزدیک�ترین به p

و شده اضافه G گراف به (p, q) یال ترتیب این به می�شود). وصل دلخواه به نقاط از یکی به نبود، فرد به

(X ,Y) مانند زوج هر ساخت، روش این طبق می�شود. گرفته نظر در q و p بین فاصله�ي یال این وزن

،G گراف نهایت در و می�کند اضافه G گراف به یال ،|C| یعنی کانونی مخروط�هاي تعداد به ،δ به متعلق

ادامه در ادعا این است؛ ١)-پوشش + ε) یک آن، به شده اضافه یال�هاي مجموعه و P رئوس مجموعه با

می�شود. اثبات

است. شده داده Rd درفضاي P نقاط مجموعه براي ٨/ε پارامتر با و ،δ نام با SSPD یک 1.1.4 قضیه
تعداد |δ| که ساخت، یال تعداد O(|δ|/εd−١) با P نقاط مجموعه براي ١)-پوشش + ε) یک می�توان

داراي آمده دست به پوشش در می�شود، ظاهر δ از زوج k در که نقطه هر که طوري به است، δ زوج�هاي

می�باشد. ،O(k/εd−١) درجه�ي حداکثر

(با است ψ = ε/۴٠ که فرضشد و (١−ψd/١)Oاست، کانونی مخروط�هاي تعداد شد گفته اثبات.
کانونی مخروط�هاي تعداد بنابراین شد)، داده شرح که SSPD از استفاده با پوشش ساخت روش به توجه

به یال کانونی، مخروط�هاي تعداد به (X ,Y) ∈ δ زوج هر که شد گفته همچنین است. O(١/εd−١)

نقطه هر است واضح (١−δ|/εd|)Oاست. با برابر پوشش یال�هاي کل تعداد نتیجه در می�کند؛ اضافه گراف،

در و می�شود وصل دیگر نقطه��ي O(١/εd−١) حداکثر به زوج هر در است، شده ظاهر δ از زوج k در که

8Hub
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پوشش در مذکور درجه�ي حداکثر داراي و شده وصل دیگر نقطه�ي O(k/εd−١) به زوج، k ازاي به نتیجه

نقاط زوج ابتدا است، +١)-پوشش ε)یک یال�ها شدن اضافه پایان در G گراف این�که اثبات براي می�باشد.

که ، p١q١, p٢q٢, ...., puqu کنید فرض می�شوند. مرتب صعودي ترتیب به بینشان، فاصله�ي لحاظ از P در

می�شود اثبات و می�شود استفاده استقرا از حال باشند. صعودي ترتیب به شده مرتب زوج�هاي ،u =
(
n
٢

)
یک G واقع در و دارد وجود آن�ها بین ١)-مسیر + ε)یک G در q و p مانند دلخواه نقطه�ي دو هر ازاي به

است. P نقاط مجموعه روي ١)-پوشش + ε)

در زوج نزدیک�ترین ،q١ و p١ که آن�جا از است، واضح دارد؛ وجود G در (p١, q١) یال استقرا: پایه�ي

است. (p١, q١) زوج باشد، نقطه دو این شامل می�تواند که مجزایی نیم زوج تنها است، P نقاط مجموعه

یال، این که می�شود، اضافه پوشش به (p١, q١) یال زوج، این پیمایش هنگام پوشش، ساخت روش طبق

است. نقطه دو این بین ١)-مسیر + ε) یک

گراف در qi و pi نقطه�ي دو بین مسیر و باشد، برقرار حکم i ≤ k ازاي به کنید فرض استقرا: فرض

باشد. dG(pi, qi) ≤ (١ + ε)||piqi|| عبارتی: به باشد. ١)-مسیر + ε) یک G

،G در ١)-مسیر + ε) یک t و s بین می�شود اثبات .t = qk+١ و s = pk+١ دهید: قرار استقرا: گام

دارد. وجود

فرض همچنین باشد. t ∈ Yj و s ∈ Xj که طوري به ،(Xj,Yj) ∈ δ کنید فرض حکم، اثبات براي

نظر در را t شامل کانونی مخروط است. p = hub(Xj) نقطه�ي و بوده کوچک�تر مجموعه�ي Xj کنید

توجه با ببینید. را 2.4 شکل باشد. مخروط این در p به نقطه نزدیک�ترین q نقطه�ي کنید فرض و بگیرید

دارد. قرار پوشش داخل (p, q) یال ساخت، نحوه�ي به

هستند: برقرار زیر نامساوي�هاي کنید؛ توجه 2.4 شکل به 2.1.4 مشاهده
.||st|| ≥ ||sp|| و ||st|| ≥ ||qt||

SSPD زوج�هاي بودن مجزا نیم به توجه با ،t ∈ Yj و s, p ∈ Xj که آنجا از اول: نامساوي اثبات.
گفت: می�توان

||st|| ≥ d(Xj,Yj) ≥ ٨/ε. diam(Xj) ≥ ٨/ε.||sp||.

.||st|| ≥ ||sp|| بنابراین
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s

p

q

t

Xj

t

qp

z

α

pt خط پاره روی q نقطهی عمودی تصویر

(الف) (ب)

1.1.4 قضیه�ي اثبات به مربوط :2.4 شکل

در و ،||pt|| ≥ ||qt|| اثبات سپس ،||st|| ≃ ||pt|| که می�شود ثابت ابتدا دوم، نامساوي اثبات براي

گفت: می�توان مثلثی نامساوي به توجه با می�شود. ثابت ||st|| ≥ ||qt|| نامساوي نتیجه

||pt|| ≤ ||sp||+ ||st||. (1-4)

داریم: ،SSPD زوج�هاي بودن مجزا نیم خاصیت به توجه با همچنین

||sp|| ≤ (ε/٨)||pt||. (2-4)

داریم: 2-4 و 1-4 رابطه�ي دو ترکیب با

||pt|| ≤ (ε/٨)||pt||+ ||st||.

بنابراین:

||pt|| − (ε/٨)||pt|| ≤ ||st||

||pt|| ≤ (
٨

٨− ε
)||st||.

و است ،||st|| از یک به نزدیک ضریبی با برابر ||pt|| گفت می�توان است، ٠ < ε < ١ این�که به توجه با

.||st|| ≃ ||pt|| بنابراین:

پاره روي q نقطه�ي تصویر z ،2.4 شکل در (ب) قسمت به توجه با ،||pt|| ≥ ||qt|| اثبات براي حال

که آنجا از .α = ∠tpq ≤ ψ دهید قرار است. برقرار ||pt|| = ||pz||+ ||zt|| رابطه�ي و است، pt خط
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نتیجه در و sinα ≤ α ≤ ψ و cosα ≥ cosψ ≥ ١/٢ بنابراین ،ψ = ε/۴٠ ≤ π/٣

نامساوي�ها این به توجه با است؛ ||zq|| = ||pz|| tanα ≤ ٢ψ||pz|| و بوده tanα =
sinα

cosα
≤ ٢ψ

داریم: مثلثی، نامساوي و

∆ =||pq||+ (١ + ε)||qt|| − ||pt|| ≤ ||pz||+ ||zq||+ (١ + ε)(||zq||+ ||zt||)− ||pz|| − ||zt||

≤(٢ + ε)||zq||+ ε||zt|| ≤ ٢ψ(٢ + ε)||pz||+ ε||zt|| ≤ ۶ψ||pz||+ ε||zt||

≤(۶ψ − ε)||pz||+ ε(||pz||+ ||zt||) = (۶ψ − ε)||pz||+ ε||pt||. (3-4)

نتیجه: در و ،(۶ψ − ε) < ٠ بنابراین است ψ = ε/۴٠ ≤ ε/١٢ این�که به توجه با

∆ = ||pq||+ (١ + ε)||qt|| − ||pt|| ≤ ε||pt||. (4-4)

:4-4 رابطه�ي به توجه با

(١ + ε)||qt|| ≤ (١ + ε)||pt||.

� .||st|| ≥ ||qt|| می�شود نتیجه است، ||st|| ≃ ||pt|| این�که به توجه با و ،||pt|| ≥ ||qt|| بنابراین

گفت: می�توان استقرا فرض طبق و ،2.1.4 مشاهده�ي از آمده دست به نتایج توجه با

dG(q, t) ≤(١ + ε)||qt||,

dG(s, p) ≤(١ + ε)||sp||. (5-4)

بگیرید؛ نظر در E با برابر را رأس دو این بین فاصله�ي با ،t و s رأس�هاي بین مسیر کوتاه�ترین میان اختلاف

٠ < ε < ١ این�که به توجه با همچنین و مثلثی نامساوي از استفاده با و ،5-4 رابطه�ي به توجه با حال

می�شوند: نتیجه زیر روابط است،

E = dG(s, t)− ||st|| ≤ (١ + ε)||sp||+ ||pq||+ (١ + ε)||qt|| − ||st||

≤ ٢||sp||+ ||pq||+ (١ + ε)||qt|| − ||pt||+ ||sp||

= ٣||sp||+ ||pq||+ (١ + ε)||qt|| − ||pt||︸ ︷︷ ︸
∆
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قسمت 2.4 شکل به می�شود. کراندار ،∆ ≤ (۶ψ − ε)||pz||+ ε||pt|| با ∆ مقدار ،3-4 رابطه�ي طبق

به توجه با همچنین ||pz||؛ ≤ ||pq|| بنابراین است، pzq الزاویه�ي قائم مثلث وتر ||pq|| کنید؛ توجه (ب)

این�که به توجه با حال است. برقرار ،||sp|| ≤ (ε/٨)||pq|| رابطه�ي ،SSPD در زوج�ها بودن مجزا نیم

گفت: می�توان مثلثی، نامساوي از استفاده با و است، ٠ < ε < ١

E ≤ ٣||sp||+∆ ≤ ٣||sp||+ (۶ψ − ε)||pz||+ ε(||sp||+ ||st||)

≤ ۴||sp||+ (۶ψ − ε)||pz||+ ε||st|| ≤ ε

٢
||pq||+ (۶ψ − ε)||pq||+ ε||st||

= (۶ψ − ε

٢
)||pq||+ ε||st|| ≤ ε||st||.

در است. (۶ψ − ε

٢
) ≤ ٠ بنابراین و بوده ψ = ε/۴٠ ≤ ε/١٢ که است دلیل این به آخر نامساوي

گراف در t و s بین ١)-مسیر + ε) یک یعنی این و ،dG(s, t) ≤ (١ + ε)||st|| می�شود نتیجه نهایت

� است. P نقاط مجموعه یک(ε+١)-پوششروي G گراف نتیجه در می�شود. ثابت حکم و دارد وجود G

یک به SSPD تبدیل زمان که است این سوال واقع در است. پوشش ساخت زمان باقیمانده، مسأله�ي تنها

1.1.4 بخش زیر در که ساخت روش به توجه با سوال، این به پاسخ براي است؟ چقدر ١)-پوشش، + ε)

انجام زیر عملیات زوج هر براي و می�شود بررسی و پیمایش ،(X ,Y) مانند SSPD از زوج هر است، آمده

می�شود:

است، بزرگ�تر تقریبی، صورت به Y و X نقاط مجموعه� از یک کدام قطر شود مشخص باید ابتدا در

هر براي منظور این به diam(Y)؟ = O(diam(X )) یا است diam(X ) = O(diam(Y)) آیا یعنی

بین فاصله�ي سپس و بعد، d از یک هر در مینیمم و ماکزیمم نقاط ابتدا ،Y و X مجموعه�ي دو از یک

مقدار بیش�ترین آوردن دست به با نهایت در می�شوند؛ محاسبه بعد، هر در مینیمم و ماکزیمم نقطه�ي دو

محاسبه� O(|X |+ |Y|) زمان در ،Y و X نقاط مجموعه براي تقریبی قطر ، شده محاسبه فاصله�هاي بین

نزدیک�ترین باید است؛ p = hub(X ) و است، کمتري قطر داراي X مجموعه�ي کنید فرض می�شود.

به و شده محاسبه σ(p) کانونی مخروط�هاي همه�ي ازاي به ،Y (i) = Y ∩ σ(p) نقاط مجموعه در نقطه

پیمایش یک به یک ،Y مجموعه�ي نقاط تمامی ابتدا منظور این براي شود. متصل p = hub(X ) نقطه�ي
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اجرا قابل O(|Y|) زمان در کار این شوند. تعیین نقاط این از یک هر شامل کانونی مخروط تا می�شوند

به نقطه، نزدیک�ترین ،σ(p) کانونی مخروط�هاي از یک هر در ،Y (i) نقاط مجموعه ازاي به سپس است؛

ازاي به ، p = hub(X ) به نقطه نزدیک�ترین ترتیب این به می�شود؛ یافت O(|Y(i)|) زمان در ،p نقطه�ي

زمان در ،(X ,Y) زوج ازاي به پوشش در شده ایجاد یال�هاي نتیجه در و ،σ(p) کانونی مخروط�هاي همه�ي

زمان در را عملیات این ،SSPD زوج�هاي همه�ي براي می�توان بنابراین می�شوند. حاصل O(|X |+ |Y|)

کرد. اجرا SSPD وزن با متناسب ، ∑
(X ,Y)∈SSPD

O(|X |+ |Y|)

می�توان است. شده داده Rd درفضاي P نقاط مجموعه براي δ نام با ، ٨/ε−SSPDیک 3.1.4 نتیجه
زوج�هاي تعداد |δ| که ساخت، یال تعداد O(|δ|/εd−١) با P نقاط مجموعه براي ١)-پوشش + ε) یک

حداکثر داراي آمده دست به پوشش در می�شود، ظاهر δ از زوج k در که نقطه هر که طوري به است، δ

می�شود. ساخته ،SSPD وزن با متناسب زمانی در ١)-پوشش + ε) این می�باشد. ،O(k/εd−١) درجه�ي

غیردقیق نقاط براي ساختt-پوشش 2.4
خطا بدون و دقیق ورودي، نقاط مثال عنوان به مسأله، یک به ورودي داده�هاي که می�شد تصور گذشته در

در و بوده محدودي دقت داراي که است ابزاري اندازه�گیري از حاصل ورودي، داده�هاي واقع در اما هستند،

باعث است ممکن ورودي، عنوان به الگوریتم یک به غیردقیق داده�هاي دادن هستند. خطا داراي نتیجه

داده�هاي ابتدا در که است الگوریتم�هایی طراحی مشکل، این براي راه�حل یک شود. اشتباه خروجی تولید

معمول مدل�هاي از یکی مثال براي می�کنند. کار شده مدل داده�هاي روي و می�کنند مدل را غیردقیق

به است دایره�اي ناحیه�هاي صورت به آن�ها گرفتن نظر در غیردقیق9، نقاط از مجموعه�اي براي ممکن و

مانند غیردقیق نقطه�ي هر می�دهد. نشان را نقطه یک براي ممکن موقعیت�هاي همه�ي دایره هر که طوري

با است)، بعدي10 d گوي ،Rd فضاي در دایره از منظور واقع (در D = (c, r) دایره�ي توسط ،p ∈ Rd

فرض این هستند، مجزا دو به دو دایره�ها که می�شود گرفته فرض همچنین می�شود؛ مدل ،r شعاع و c مرکز

از معمول کاربرد یک که شهر�ها، بین جاده��اي شبکه�ي ساخت در نمونه عنوان به زیرا نیست، واقعی غیر

9Imprecise Points

10d-Ball
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فرض می�شود: مطرح صورت این به مسأله بنابراین هستند. یکدیگر از مجزا نواحی شهرها است، t-پوشش

مجموعه�اي D = {D١, ...., Dn} و ،Rd در غیردقیق نقطه�ي n از مجموعه�اي S = {p١, ...., pn}کنید

براي ممکن موقعیت�هاي با متناظر Di مانند دایره�ها از یک هر که طوري به باشد، Rd در دایره n از

گراف که گونه�اي به ساخت را G = (D,E) گراف می�توان آیا .(i = ١, ٢, ..., n (براي است pi نقطه�ي

هر گرفتن قرار محل از صرف�نظر ،E = {(pi, pj)|(Di, Dj) ∈ E} یال�هاي مجموعه با ،G′ = (S, E)

باشد؟ یکt-پوشش متناظرش، دایره در نقطه

یکسان شعاع با دایره�هایی توسط که را غیردقیق نقاط مجموعه براي ساختt-پوشش ابتدا [2] مقاله�ي

،s′ = ٨(
t+ ١
t− ١

) + ٢ پارامتر با WSPD یک ساخت روش، ایده��ي می�کند. بررسی شده�اند، مدل

نقاط مجموعه براي WSPD یک به ،WSPD این تبدیل سپس است. دایره�ها مراکز مجموعه�ي روي

WSPDمربوط به متعلق (A,B) زوج هر ازاي به که صورت این به s؛ = ۴(
t+ ١
t− ١

) پارامتر با غیردقیق

که است، (A′, B′) صورت به غیردقیق نقاط به مربوط WSPD در آن متناظر زوج دایره�ها، مراکز به

روي s پارامتر WSPDبا از استفاده با نهایت در می�باشد. ،B′ = {pi|ci ∈ B} و A′ = {pi|ci ∈ A}

[20] کتاب ٩ فصل در اثبات� و (جزییات می�آید دست به نقاط براي یکt-پوشش غیردقیق، نقاط مجموعه

به نمی�توان دیگر باشد، متفاوت می�کنند، مدل را نقاط که دایره�هایی شعاع که حالتی براي اما است). آمده

باید بنابراین کرد، تبدیل غیردقیق نقاط یکWSPDبراي به را دایره�ها مراکز به WSPDمربوط راحتی

یک ساخت چگونگی ادامه در است. حل راه یک SSPDها از استفاده که کرد استفاده قوي�تر روش یک از

شده�اند، مدل دلخواه و متفاوت شعاع�هاي با دایره�هایی توسط که غیردقیق نقاط مجموعه براي t-پوشش

می�شود. بررسی

غیردقیق نقاط مجموعه براي SSPDساخت 1.2.4

(گوي�هاي D = {D١, ..., Dn} دایره�هاي توسط که Rd در P = {p١, ..., pn} غیردقیق نقاط مجموعه

دایره�ي pi ∈ P مانند نقطه هر با متناظر بگیرید. نظر در را شده�اند، مدل دلخواه، شعاع�هاي با بعدي)، d

P نقاط مجموعه براي t-پوشش یک ساخت براي دارد. وجود ri شعاع و ci مرکز به Di = (ci, ri)

با سپس می�شود، ساخته (D مجموعه�ي دایره�هاي (مراکز c١, ..., cn مجموعه�ي روي SSPD یک ابتدا
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استفاده با نهایتt-پوشش در و شده ساخته P نقاط مجموعه روي SSPDیک ،SSPD این از استفاده

می�توان که است نکته این بیانگر 1.2.4 لم می�شود. حاصل غیردقیق، نقاط روي شده ساخته SSPD از

تبدیل P نقاط مجموعه براي SSPD یک به را ،(c١, .., cn نقاط (مجموعه دایره�ها مراکز روي SSPD

کرد.

،s′ = ٣s + ٣ پارامتر با شده ساخته SSPD ،{(Ai, Bi)|١ ≤ i ≤ m} کنید فرض 1.2.4 لم
همچنین باشد. غیردقیق نقاط کننده�ي مدل دایره�هاي مراکز از C = {c١, ..., cn} مجموعه�ي براي

،pj نقطه�ي هر که طوري به باشد غیردقیق نقاط از مجموعه�اي S = {p١, ..., pn} مجموعه�ي کنید فرض

دهید: قرار ،١ ≤ i ≤ m ازاي به است. شده مدل Dj دایره�ي توسط ،j = ١, ..., n

{(A′
i, B

′
i)|١ ≤ i ≤ m} زوج تجزیه آنگاه .B′

i = {pj|cj ∈ Bi} و A′
i = {pj|cj ∈ Ai}

است. s پارامتر با ،S نقاط مجموعه براي SSPD یک

مجموعه روي شده ساخته SSPD در ،s′ پارامتر با مجزا نیم زوج یک (A,B) کنید فرض اثبات.
cj ∈ A نقاط با متناظر pj ∈ Dj نقاط شامل مجموعه�ي (B′ (و A′ کنید فرض همچنین است. C نقاط

و DA دایره�ي دو بنابراین است، s′ پارامتر با مجزا نیم زوج (A,B) که آنجا از باشد. (cj ∈ B (و

است d(DA, DB) ≥ s′.min(rA, rB) که طوري به دارد وجود B و A نقاط شامل ترتیب به ،DB

کنید فرض مسأله، کلیت رفتن دست از بدون می�باشد). rB = radius(DB) و rA = radius(DA))

می�شود: گرفته نظر در حالت دو باشد. rA ≤ rB

radius(Dj) ≥ ٢.rA رابطه�ي ،cj ∈ A که طوري به ١ ≤ j ≤ n مقدار یک براي اگر اول: حالت
و A مجموعه�ي گرفت نتیجه می�توان هستند، مجزا دایره�ها که مسأله فرض به توجه با آنگاه باشد، برقرار

زوج یک نقاط، از مجموعه�اي هر با نقطه تک یک که آنجا از و هستند نقطه�اي تک A′ مجموعه�ي نتیجه در

است. s′ پارامتر با مجزا نیم زوج یک (A′, B′) زوج بنابراین می�سازد، دلخواه پارامتر با مجزا نیم

باشد، برقرار radius(Dj) < ٢.rA رابطه�ي cj ∈ A نقطه�ي هر براي کنید فرض دوم: حالت
DA دایره�ي با مرکز هم دایره�اي در ،cj ∈ A مرکز به Dj دایره�ي با متناظر ،pj نقطه�ي هر بنابراین

با و DA دایره�ي با مرکز هم دایره�ي D کنید فرض ببینید. را شکل3.4 می�گیرد، قرار ٣.rA شعاع با و

متناظر دایره�ي که ،cj ∈ B نقاط تعداد ،(4.5.1 لم یک، (فصل بسته�بندي لم طبق باشد. s′.rA شعاع
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B

DB

cj

Di

DA

۳.rA

s′.rArA

s′.rA

≥ s′.rA

D

ArA
۳.rA

DA

(s′ − ۱).rA

(s′ − ۳).rA

1.2.4 لم اثبات به مربوط :3.4 شکل

براي است. O(dd/٢sd−١) با برابر دارد، اشتراك D دایره�ي با و است rA از بزرگ�تر شعاع داراي آن با

که است واضح می�شود. تبدیل ،(A′, {pj}) زوج�هاي به ،(A′, B′) زوج ،cj نقاط چنین این از یک هر

،cj ∈ B نقاط با متناظر ،pj ∈ B′ نقاط سایر است. s پارامتر با مجزا نیم زوج یک ،(A′, {pj}) زوج

s پارامتر با مجزا نیم زوج یک تشکیل A′ نقاط مجموعه با ندارد، اشتراك D دایره�ي با Dj دایره�ي که

فاصله�ي نتیجه در و است (s′ − ١).rA حداقل DA دایره�ي از pjها این از یک هر فاصله�ي زیرا می�دهند؛

(s′ − ٣).rA با برابر حداقل ،(A′ مجموعه�ي داخل (نقاط ٣.rA شعاع به دایره داخل نقاط از نقاط این

این بودن مجزا نیم بنابراین است، ٣.s.rA > s.rA و ،(s′ − ٣).rA = ٣.s.rA این�که به توجه با است؛

زوج ثابت) O(sd)(تعداد با (A′, B′) زوج هر نتیجه در است. واضح ،A′ نقاط مجموعه و نقاط، از مجموعه

SSPD وزن که آنجا از گفت می�توان ،SSPD وزن مورد در می�شود. جایگزین ،s پارامتر با مجزا نیم

هر زوج، O(sd) با (A,B) زوج هر و است، O(nsd log n) حداکثر C نقاط مجموعه روي شده ساخته

شده ساخته SSPD وزن بنابراین می�شود، جایگزین ،O(|A| + |B|) با برابر حداکثر وزنی داراي یک

� می�باشد. O(ns٢d log n) حداکثر ،P نقاط مجموعه روي
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DA

DB

p

w

q

گراف. به شده اضافه یال�هاي و B و A نقاط مجموعه با متناظر DB و DA دایره�هاي :4.4 شکل

غیردقیق نقاط براي SSPD از استفاده با ساختt-پوشش 2.2.4

پارامتر با ،S نام با SSPD یک ،1.2.4 لم به توجه با که است صورت این به پوشش ساخت

(A,B) مانند زوج هر ازاي به سپس می�شود، ساخته ،P غیردقیق نقاط مجموعه براي s = ۴/(t− ١)

کمتري شعاع داراي DA کنید (فرض کوچک�تر مجموعه�ي از p مانند دلخواه نقطه�اي ،SSPD این در

حداکثر t-پوشش، یال�هاي تعداد بنابراین می�شود. متصل A∪B در نقاط تمام به p و شده انتخاب است)،

O(n log n) با برابر و بوده SSPD وزن مرتبه�ي از تعداد این که است، ∑(A,B)∈S (|A|+ |B|)

براي می�سازد. P نقاط مجموعه روي یکt-پوشش اضافه، یال�هاي مجموعه که می�شود ادعا حال می�باشد.

ایجاد گراف در یکt-مسیر ، p, q ∈ P مانند دلخواه نقطه�ي دو هر ازاي به شود ثابت باید ادعا این اثبات

فرض همچنین عکس). بر (یا q ∈ B و p ∈ A که باشد S در زوجی (A,B) کنید فرض دارد. وجود شده

شد، گفته بالا در که یال�ها شدن اضافه نحوه�ي به توجه با باشد. radius(DA) ≤ radius(DB) کنید

نقطه�ي می�تواند w کنید (توجه است شده متصل q به هم و p به هم که دارد وجود w ∈ A مانند نقطه�اي

||pw||+ ||wq|| حداکثر گراف، در q و p نقطه�ي بین مسیر طول بنابراین ببینید. را 4.4 شکل باشد). p

می�شود: کراندار زیر رابطه�ي با مثلثی، نامساوي از استفاده با که می�باشد

||pw||+||wq|| ≤ ٢||pw||+||pq|| ≤ ۴ radius(DA)+||pq|| ≤ (t−١)||pq||+||pq||. (6-4)

و d(DA, DB) ≤ ||pq|| ،s. radius(DA) ≤ d(DA, DB) روابط به توجه با آخر نامساوي

||pw|| + ||wq|| ≤ t||pq|| می�شود نتیجه رابطه�ي6-4 از بنابراین است. برقرار ،s = ۴/(t − ١)

می�شود. ثابت ادعا ترتیب این به و دارد وجود q و p نقطه�ي دو بین یکt-مسیر نتیجه در و بوده

از مجزا دو به دو دایره�هاي توسط که ،Rd در غیردقیق نقطه�ي n از P مجموعه�ي هر براي 2.2.4 نتیجه
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در که دارد وجود O(nیال log n/(t−١)٢d) با یکt-پوشش ،t > ١ هر ازاي به و شده�اند، مدل یکدیگر،

O(n log n/(t−١)٢d) زمان در یعنی ،P نقاط مجموعه روي شده ساخته SSPD وزن با متناسب زمانی

است. ساخت قابل

قابلیتتحملشکستناحیه�هاي با نقاط، ساختt-پوششبراي 3.4

محدب
تحمل قابلیت با صفحه، در نقاط براي هندسی پوشش�هاي ساخت SSPDها، براي دیگر مهم کاربرد یک

بخش زیر یک، فصل در را پوشش�ها این مورد در بیشتر توضیحات است. محدب11 ناحیه�هاي شکست

مربوط (توضیحات کانونی مخروط�هاي از استفاده با که است صورت این به روش این ایده�ي ببینید. 3.4.1

پوشش به یال� تعدادي ،SSPD در زوج12 هر ازاي به است)، آمده 1.4 بخش در کانونی مخروط�هاي به

شده داده ،P براي شده ساخته SSPD یک عنوان به ،δ و صفحه، در P نقاط مجموعه می�شود. اضافه

B و A نقاط مجموعه شامل DB و DA دایره�ي دو بنابراین بگیرید؛ نظر در را (A,B) ∈ δ زوج است.

DB و DA دایره�ي دو شعاع مینیمم برابر s از بزرگ�تر دایره، دو این بین فاصله�ي که طوري به دارند وجود

نشان oA و است DB شعاع از کوچک�تر DA شعاع کنید فرض مسأله، کلیت رفتن دست از بدون است.

می�شوند: اضافه پوشش به زیر صورت به یال�هایی ،(A,B) زوج ازاي به باشد. DA دایره�ي مرکز دهنده�ي

رأس داخلی زاویه�ي و ،oA آن�ها همه�ي مرکز که ،C١, C٢, ..., Ck مخروط k = ⌈٢π/θ⌉ به صفحه ابتدا

قرار ببینید. را شکل5.4 می�شود)، بحث ،θ براي مناسب مقدار روي ادامه (در می�شود، افراز است، θ حداکثر

این�جا در می�باشد. Ci مخروط داخل B نقاط مجموعه دهنده�ي نشان B(i) که ،B(i) = Ci ∪ B دهید

نقاط مجموعه ،B(i) هر براي ندارد. وجود نقطه�اي هیچ مخروط�ها، مشترك مرز در که می�شود گرفته فرض

لیست q١, q٢, ... ∈ B(i) کنید فرض می�شوند؛ مرتب oA از صعودیشان فاصله�ي ترتیب به B(i) داخل

در می�شوند. پردازش نقاط ترتیب به q١ نقطه�ي از شروع با باشد؛ oA از فاصله ترتیب به شده مرتب نقاط

CH(A′) کنید فرض می�شود: انجام صورت این به عملیاتی لیست، این در qj مانند نقطه هر ازاي به واقع،

11 C-Fault Tolerant Spanners

12Pair
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≤ θoA

DA

DB

C۱

C۲

C۳

C۴

oA مرکز و θزاویه�ي با کانونی مخروط�هاي :5.4 شکل

از نقاطی و qj بین یال�هاي تمامی است؛ A′ = A∪{q١, q٢, ..., qj−١} نقاط مجموعه براي محدب غشاي

CH(A′) یال�ها که شرط این با می�گیرند، قرار CH(A′) محدب غشاي روي نقاط این که A مجموعه�ي

رسانی روز به آن، به qj نقطه�ي کردن اضافه با CH(A′) سپس می�شود. اضافه پوشش به نکنند، قطع را

پایان از پس می�شوند. پردازش ،oA از فاصله ترتیب به لیست، در موجود نقاط ترتیب این به و می�شود

زوج ازاي به بنابراین می�شود. حاصل E(A,B(i)) یال�هاي مجموعه ،B(i) داخل نقاط تمام پردازش

نشان E(A,B) =
∪

١≤i≤k E(A,B
(i)) با را پوشش به شده اضافه یال�هاي مجموعه می�توان (A,B)

می�باشد. θ حداکثر زاویه�ي و oA رأس با مخروط�هاي تعداد k = ⌈٢π/θ⌉ که داد،

پاسخ براي است؟ چقدر پوشش، به شده اضافه یال�هاي کل تعداد که می�شود مطرح سوالی اینجا در

معین (A,B) زوج هر ازاي به پوشش، به شده اضافه یال�هاي تعداد براي را کرانی 1.3.4 لم سوال، این به

می�کند.

|E(A,B)| = O(|A|/θ + |B|) 1.3.4 لم

یکدیگر با می�شوند، اضافه پوشش به که E(A,B(i)) یال�هاي ساخت، نحوه�ي به توجه با اثبات.
تعداد که آنجا از می�دهند. را یال��ها از مسطح مجموعه�ي یک تشکیل E(A,B(i)) نتیجه در ندارند؛ برخورد

یال�هاي تعداد بنابراین ،([7] مرجع از 8.4 (بخش O(n)است مرتبه�ي از رأس، n با مسطح گراف در یال�ها

O(١/θ) مرتبه�ي از B(i) مجموعه�هاي تعداد طرفی از می�باشد؛ O(|A|+ |B(i)|) با برابر |E(A,B(i))|

|E(A,B)| = (١/θ) ∗O(|A|+ |B(i)|) = O(|A|/θ+ |B|) نتیجه در ∑است. |B(i)| = |B| و

� می�باشد.
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با t-پوشش یک ،E(A,B) یال�هاي مجموعه کردن اضافه از شده حاصل گراف این�که دادن نشان براي

هر از که می�شوند اثبات لم، یک سپس و مشاهده� یک ابتدا است، محدب ناحیه�هاي شکست تحمل قابلیت

می�شود. استفاده الگوریتم درستی اثبات براي آن�ها، دوي

oA

DA

a

b

qj

CH(A ∪ {q۱, q۲, ..., qj−۱})

2.3.4 مشاهده�ي به مربوط :6.4 شکل

محدب غشاي از خارج ،B(i) داخل نقاط شده�ي مرتب لیست در qj مانند نقطه هر 2.3.4 مشاهده
می�گیرد. قرار A′ = A ∪ {q١, q٢, ..., qj−١} مجموعه�ي

CH(A′) داخل qj نقطه�ي کنید فرض می�شود؛ استفاده خلف فرض از اثبات، براي اثبات.
شکل می�کند، قطع را CH(A′) از یالی حتماً qj نقطه�ي به oA نقطه�ي از شده تابیده اشعه�ي آنگاه باشد،

داخل qj که است واضح باشند. یال این انتهایی نقطه�ي دو ،b و a نقاط کنید فرض ببینید. را 6.4

بنابراین داشته�اند، وجود qj پردازش از قبل ،b و a نقطه�ي دو چون طرفی از می�گیرد. قرار △oab مثلث

است. کمتر oA تا qj فاصله�ي با مقایسه در ،oA تا آن�ها فاصله�ي و بوده a, b ∈ A ∪ {q١, q٢, ..., qj−١}

که گفته این با نامساوي دو این که ،d(oA, b) ≤ d(oA, qj) و d(oA, a) ≤ d(oA, qj) داریم: عبارتی به

qj پردازش حال در نقطه�ي می�شود اثبات ترتیب این به می�باشد. تناقض در oab△است، مثلث داخل qj

� می�گیرد. قرار CH(A′) از خارج حتماً

یک هر ،iخاص مقدار یک ازاي به که طوري به است، شکست نیم�صفحه�ي یک h کنید فرض 3.3.4 لم
نقاط تمام بین از کنید فرض همچنین هستند؛ h از خارج نقطه یک شامل B(i) و A نقاط مجموعه از
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CH(A ∪ {q۱, ..., qj})

h

A

qj

oA

a

b

oA

qj

b

a

A

p

h

هستند h از بیرون b یا a نقاط از یکی الف:

هستند h داخل b و a نقطهی دو هر ب:

3.3.4 لم اثبات به مربوط :7.4 شکل

E(A,B) در یالی آنگاه باشد؛ oA به نقطه نزدیک�ترین qj نقطه�ي ،h نیم�صفحه�ي از خارج و B(i) داخل

می�کند. متصل است، h از خارج که ،p ∈ A مانند نقطه�اي به را qj که دارد وجود

نقاط و می�گیرد قرار h از خارج که است oA به نقطه نزدیک�ترین qj نقطه�ي فرض، طبق اثبات.
محدب غشاي از خارج qj ،2.3.4 مشاهده�ي به توجه با هستند. h نیم�صفحه�ي داخل q١, q٢, ..., qj−١

محدب غشاي روي نقطه�اي qj استکه واضح بنابراین و می�گیرد ,A∪{q١قرار q٢, ..., qj−نقاط{١ مجموعه

محدب غشاي روي qj همسایه�هاي ،b و a نقاط کنید فرض است. A ∪ {q١, q٢, ..., qj} نقاط مجموعه

می�شود: گرفته نظر در حالت دو حال باشند؛ CH(A ∪ {q١, q٢, ..., qj})

در ببینید. را (الف) قسمت 7.4 شکل بگیرند؛ قرار h نیم�صفحه�ي از بیرون b یا a نقطه�ي اول: حالت

و qj بین شده رسم یال و بوده A نقاط مجموعه به متعلق است، h از بیرون که نقطه�اي حتماً حالت این
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می�گیرد. قرار h نیم�صفحه�ي از خارج که است مطلوب یال نقطه، آن

ببینید. را (ب) قسمت 7.4 شکل گیرد؛ قرار h نیم�صفحه�ي داخل b و a نقطه�ي دو هر دوم: حالت

نقاط همه�ي شامل ،qj رأس با مخروط آنگاه شود، گرفته نظر در (qj, b) و (qj, a) یال�هاي امتداد اگر

از خارج A مجموعه�ي از نقطه یک حداقل لم، فرض طبق طرفی از می�باشد. A ∪ {q١, q٢, ..., qj−١}

یکنقطه لزوماً بنابراین هستند، hداخل {q١, q٢, ..., qj−نقاط{١ تمام که آنجا از دارد؛ وجود hنیم�صفحه�ي

می�گیرد. ,A∪{q١قرار q٢, ..., qj−نقاط{١ مجموعه محدب غشاي روي است، h از خارج که p ∈ A مانند

غشاي روي و b و a نقاط مابین که p نقطه�ي مانند نقاط تمام است، مشخص نیز شکل در که همان�گونه

می�توان عبارتی به می�باشند؛ رویت13 قابل qj نقطه�ي از هستند، CH(A ∪ {q١, q٢, ..., qj−١}) محدب

CH(A ∪ {q١, q٢, ..., qj−١}) محدب غشاي یال�ها، آن که گونه�اي به کرد رسم یالی نقاط آن و qj بین

دارد، قرار h نیم�صفحه�ي از خارج و می�کند وصل p نقطه�ي به را qj نقطه�ي که یالی نتیجه در نکند. قطع را

� دارد. وجود

P ∈ R٢ رأس�هاي مجموعه با ،G(P,E)گراف که داد نشان و کرد اثبات را الگوریتم درستی می�توان اکنون

یک ،(P نقاط مجموعه روي شده ساخته SSPD ،δ) E =
∪

(A,B)∈δ E(A,B) یال�هاي مجموعه و

به لازم می�کند. دنبال را هدف این 4.3.4 لم است. محدب ناحیه�هاي شکست تحمل قابلیت با t-پوشش

خاصیت مورد در بیشتر توضیحات براي است، یکنواختی، خاصیت داراي SSPD یک δ که است ذکر

ببینید. را 5.1.2 زیربخش یکنواختی،

اگر است؛ P ∈ R٢ نقاط مجموعه براي یکنواختی، خاصیت داراي SSPD یک δ کنید فرض 4.3.4 لم
گرفته نظر در ،α = cos θ − sin θ > ١/t که ،s = ٣t+ ١

αt− ١
صورت به δ براي (پارامتر)، تفکیک ثابت

قابلیت با نتیجه در و نیم�صفحه�اي، ناحیه�هاي شکست تحمل قابلیت با یکt-پوشش ،G گراف آنگاه شود،

است. محدب ناحیه�هاي شکست تحمل

زوج هر ازاي به که داد نشان باید لم اثبات براي بگیرید؛ نظر در را h دلخواه نیم�صفحه�ي اثبات.
G ⊖ h گراف در نقطه دو این بین t-مسیر یک می�گیرند، قرار h از بیرون که p, q ∈ P مانند نقاط از

13Visible
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θ
oAp

p′ q′

q

DB

DA

h

Ci مخروط

4.3.4 لم اثبات به مربوط :8.4 شکل

در که G به متعلق یال�هاي و گره�ها همه�ي حذف با که است گرافی G ⊖ h می�شود یادآوري دارد. وجود

وجود (A,B) ∈ δ مانند مجزا نیم زوجی SSPD تعریف طبق می�آید. دست به دارند، قرار hنیم�صفحه�ي

(بیش�ترین وزن بیش�ترین روي استقرا با اثبات است. عکس) بر (یا q ∈ B و p ∈ A که طوري به دارد

می�شود: انجام B و A مجموعه�ي دو نقاط) تعداد

تک مجموعه، دو هر بنابراین باشد؛ یک با برابر B و A مجموعه�هاي وزن بیش�ترین استقرا: پایه�ي

(مجموعه E(A,B) شد، مطرح 3.4 بخش در که t-پوشش ساخت روش به توجه با و هستند عضوي

q و p نقطه�ي دو کننده�ي متصل یال شامل تنها ،(A,B) زوج ازاي به پوشش به شده اضافه یال�هاي

دارد. وجود یکt-مسیر نتیجه در و یال یک q و p بین پس می�باشد؛

است، k از کم�تر آن�ها وزن که زوج�هایی در نقاط همه�ي براي لم و k > ١ کنید فرض استقرا: فرض

باشد. برقرار

یک که شود ثابت باید باشد. k با برابر ،B و A نقاط مجموعه وزن بیش�ترین کنید فرض استقرا: گام

دارد. وجود q و p نقاط بین t-مسیر

با باشند؛ B و A مجموعه�هاي نقاط شامل دایره�هاي�� ترتیب به ،DB و DA کنید فرض اثبات براي

d(DA, DB) ≥ s.min(radius(DA), radius(DB)) رابطه�ي ،(A,B) زوج بودن مجزا نیم به توجه

است؛ r = radius(DA) ≤ radius(DB) کنید فرض مسأله، کلیت رفتن دست از بدون است. برقرار

است o رأس با مخروطی Ci کنید فرض است. DA دایره�ي مرکز دهنده�ي نشان o = oA همچنین

8.4 شکل است، نزدیک�تر o مرکز به که است B(i) \ h در نقطه�اي q′ و می�باشد q نقطه�ي شامل که

نقطه�ي و q′ بین یالی ،3.3.4 لم طبق بنابراین است، h نیم�صفحه�ي از خارج q′ که آنجا از ببینید. را
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فرض و دو)، فصل از 5.1.2 بخش (زیر δ یکنواختی خاصیت به توجه با دارد. وجود h از خارج p′ ∈ A

با دارد؛ وجود G ⊖ h گراف در q′ و q نقاط بین t-مسیر یک و ،p′ و p نقاط بین t-مسیر یک استقرا،

است کافی پس می�آید. دست به G ⊖ h در Π مسیر ،(p′, q′) یال از استفاده با و مسیرها این اتصال

را 8.4 شکل بگیرید، نظر در ′oqq△را مثلث اثبات براي است. q و p نقاط بین یکt-مسیر Π شود ثابت

گفت: می�توان است، آمده [20] کتاب در که 4.1.4 لم به توجه با است، ∠qoq′ ≤ θ که آنجا از ببینید.

.d(q, q′) ≤ d(o, q)− (cos θ − sin θ).d(o, q′)

می�شود: کراندار زیر صورت به می�شود، داده نمایش lenght(Π) با که Π مسیر طول لذا

lenght(Π) =d(p, p′) + d(p′, q′) + d(q′, q)

≤ t.d(p, p′) + d(p′, q′) + t.d(q, q′)

≤ ٢rt+ (r + d(o, q′)) + t(d(o, q)− (cos θ − sin θ).d(o, q′))

= ٢rt+ (r + d(o, q′)) + t(d(o, q)− r) + tr − tα.d(o, q′)

≤ ٣rt+ (r + d(o, q′)) + t.d(p, q)− tα.d(o, q′)

= t.d(p, q) + r(٣t+ ١) + (١− tα).d(o, q′). (7-4)

گفت: می�توان بنابراین ،d(DA, DB) ≥ s.r که آنجا از

d(o, q′) ≥ d(DA, DB) ≥ s.r (8-4)

داریم: (7-4) رابطه�ي آخر قسمت در 8-4 رابطه�ي جایگذاري با

lenght(Π) ≤ t.d(p, q) + r(٣t+ ١) + s.r.(١− tα). (9-4)

داریم: رابطه�ي9-4 در ،s = ٣t+ ١
αt− ١

تفکیک ثابت مقدار جایگذاري با

lenght(Π) ≤ t.d(p, q) + r(٣t+ ١) + r.
٣t+ ١
αt− ١

(١− tα)

= t.d(p, q) + r.
٣t+ ١
αt− ١

((αt− ١) + (١− αt))

= t.d(p, q).
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� می�شود. ثابت لم و است q و p نقاط بین یکt-مسیر Π بنابراین

-t یک می�توان ،٠ < ε < ١ کوچک و مثبت مقدار ازاي به ،t = ١ + ε دادن قرار با کنید توجه

رابطه�ي باشد، ٠ < θ < ١ زاویه�ي اگر آورد. دست به کوچک، نسبتاً کشش ضریب با را مطلوب پوشش

داریم: θ = ε/۴ دادن قرار با بنابراین است؛ برقرار cos θ − sin θ > ١− θ − θ٢/٢

cos θ − sin θ > ١− θ − θ٢/٢ > ١− ٢θ = ١− ε/٢.

صورت: به sپارامتر دادن قرار با ،4.3.4 لم به توجه با

s =
٣t+ ١

(cos θ − sin θ)t− ١
<

۶
(١− ε/١)(٢ + ε)− ١

< ٢۴/ε

ازاي به و ،R٢ فضاي در نقطه، n شامل P مجموعه�ي براي نتیجه در می�شود؛ حاصل یک(ε+١)-پوشش،

که دارد وجود محدب ناحیه�هاي شکست تحمل قابلیت با ١)-پوشش + ε) یک ،٠ < ε < ١ مقدار هر

گفت می�توان یال�ها، تعداد به مربوط ادعاي اثبات براي (n/ε٣))Oاست؛ log n)پوشش این یال�هاي تعداد

،P نقاط SSPD به متعلق (A,B) زوج هر ازاي به پوشش به شده اضافه یال�هاي تعداد 1.3.4 لم طبق

روش از استفاده با شده ساخته SSPD اینکه به توجه با همچنین می�باشد. O(|A|/θ + |B|) حداکثر

١)-پوشش + ε) یال�هاي تعداد بنابراین است، O(s٢n log n) وزن داراي ،2.1.2 بخش در شده مطرح

می�شود: کراندار زیر صورت به شده ساخته

∑
(A,B)∈SSPD

|E(A,B)| =
∑

(A,B)∈SSPD

(|A|/θ + |B|)

≤ ١/θ
∑

(A,B)∈SSPD

(|A|+ |B|)

= O(s٢.n log n)

= O((١/ε٣).n log n).

می�شود. ثابت ادعا ترتیب این به و

5.3.4 لم است. SSPD از استفاده با پوشش�ها این�گونه ساخت زمان بررسی باقیمانده، مسأله�ي تنها

می�کند: دنبال را هدف این
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O((n/ε٢) log٢ n) زمان در می�توان است؛ شده داده صفحه در نقطه nشامل P نقاط مجموعه 5.3.4 لم
P نقاط به مربوط SSPD از استفاده با محدب، ناحیه�هاي شکست تحمل قابلیت با ١)-پوشش + ε)یک

ساخت.

ایجاد الگوریتم، گام اولین بگیرید؛ نظر در را شده ساخته SSPD در (A,B) زوج اثبات.
تعیین و باشد)، DA کوچک�تر دایره�ي کنید (فرض کوچک�تر دایره�ي مرکز پیرامون کانونی مخروط�هاي

هستند شبکه�اي مانند کانونی مخروط�هاي که آنجا از است؛ B مجموعه�ي نقاط از یک هر شامل مخروط

ببینید)، را 1.4 بخش (زیر یافت را آن گیرنده�ي بر در مخروط نقطه، هر براي می�توان ثابت زمان در که

است. اجرا قابل ،O(|B|) زمان در اول گام بنابراین

qj

CH(A′) CH(A′) روی نقاط و qj بین شده رسم ،CH(A′) با نامتقاطع یالهای و مماسها

.qj نقطه�ي ازاي به پوشش به شده اضافه یال�هاي :9.4 شکل

می�شود محاسبه O(|A| log |A|) زمان در ،A مجموعه�ي محدب غشاي ابتدا الگوریتم، دوم گام در

می�شوند؛ مرتب A مرکز از فاصله ترتیب به مخروط�ها، از یک هر در B(i) نقاط سپس ،(3.1.1 (قضیه�ي

ازاي به است. اجرا |O(|Bقابل log |B|) زمان در مخروط�ها تمام Bدر نقاط همه�ي براي مجموع در این�کار

CH(A′) روي که A مجموعه�ي نقاط و qj بین غیرمتقاطع14 یال�هاي رسم براي ،qj ∈ B(i) نقطه�ي هر
مماس15 خطوط بین که ،CH(A′) روي A مجموعه�ي به متعلق نقاط تمام به qj است کافی دارند، قرار

رسم یال�هاي تعداد نتیجه در ببینید؛ را 9.4 شکل شود، متصل می�گیرند، قرار qj از گذرنده و CH(A′)

قابل قابل ثابت زمان در یال�ها این از یک هر که است |A| حداکثر ،CH(A′) روي ،A نقاط به qj از شده

از ساعت�گرد ترتیب به CH(A′) محدب غشاي روي نقاط این�که به توجه با واقع در است؛ رسم و شناسایی

14Noncrossing Edges

15Tanjent Lines
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پایینی، مماس نقطه�ي سمت به بالایی مماس نقطه�ي از حرکت با می�توان هستند، موجود نقطه، چپ�ترین

مماس محاسبه�ي کرد. رسم را نظر مورد یال�هاي و شناسایی را مماس دو بین نقاط ساعت�گرد، جهت در

4.1.1 قضیه�ي یک، (فصل می�شود O(logانجام |A′|) ∈ O(log n) زمان در CH(A′) به qj از مشترك

مخروط�ها، همه�ي گرفتن نظر در با پوشش، یال�هاي رسم و مماس�ها ایجاد براي لازم زمان بنابراین ببینید)؛ را

نقاط مجموعه براي محدب غشاي رسانی روز به بعدي مرحله�ي می�باشد. O(|E(A,B| log n) حداکثر

می�شود. انجام O(log |A′|) ∈ O(log n) زمان در ،4.1.1 قضیه�ي طبق که است CH(A′) ∪ {qj}

زیر رابطه�ي با را، پوشش به یال�ها سازي اضافه و (A,B) زوج پردازش جهت کل زمان می�توان نهایت در

کرد: کراندار

O(|B|+ |A| log |A|+ |B| log |B|+ |E(A,B| log n+ |B| log(|A|+ |B|)) (10-4)

با: است برابر 10-4 رابطه�ي به توجه با پوشش ساخت زمان ،SSPD به متعلق زوج�هاي تمام ازاي به و

O
( ∑

(A,B)∈SSPD

O(|B|+ |A| log |A|+ |B| log |B|+ |E(A,B)| log n+ |B| log(|A|+ |B|)
)

≤ O
( ∑

(A,B)∈SSPD

((|A|+ |B|) log n+ |E(A,B)| log n)
)

= O(s٢n log٢ n+ n log٢ n)

= O(s٢n log٢ n). (11-4)

ساخت قابل O(s٢n+n log n) زمان در صفحه، در نقطه n شامل مجموعه هر براي SSPD که آنجا از

ناحیه�هاي شکست تحمل قابلیت با پوشش ساخت براي شده محاسبه زمان بنابراین ،(8.1.2 (نتیجه�ي است

s < ٢۴/ε صورت به s پارامتر دادن قرار با است. توجیه قابل نقاط، SSPD از استفاده با محدب،

لم ترتیب این به و می�آید دست به O(n/ε٢ log٢ n) صورت به پوشش، ساخت زمان ،(٠ < ε < ١)

� می�شود. اثبات

یک ،ε مثبت و کوچک مقدار ازاي به و صفحه، در نقطه n شامل P مجموعه�ي براي 6.3.4 نتیجه
زمان در یال، O((n/ε٣) log n) شامل محدب، ناحیه�هاي شکست تحمل قابلیت با ١)-پوشش + ε)
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قابل می�باشد، s < ٢۴/ε پارامتر داراي که ،P نقاط به مربوط SSPD از استفاده با ،O(n/ε٢ log٢ n)

است. ساخت
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5 فصل

نتیجه�گیري



تقریبی چند هر فشرده، نمایشی منظور به باشد. Rd فضاي در نقطه n از مجموعه�اي P کنید فرض

تعداد داراي که شد مطرح مجزا کاملاً زوج�هاي به نقاط تجزیه مفهوم ،P در نقاط زوج تمام بین فواصل از

وزن داراي آن�ها براي مجزا کاملاً زوج�هاي تجزیه که دارند وجود نقاطی مجموعه اما هستند. زوج خطی

تأثیر نهایی کارایی روي زوج تجزیه وزن که کاربردهایی براي این و است نقاط) تعداد روي (مربعی بالایی

نقاط تجزیه و شد محدودتر مجزا کاملاً زوج�هاي روي شرط مشکل، این حل براي نیست. مطلوب می�گذارد،

شد. معرفی واراداراجان توسط ١٩٩٨ سال در مجزا نیم زوج�هاي به

ارائه�ي همچنین و مجزا نیم زوج�هاي به نقاط تجزیه ساخت روش�هاي بررسی پایان�نامه، این از هدف

روش این است. آمده بعدي دو فضاي در نقاط براي ساختی روش دوم، فصل در است. آن براي کاربردهایی

O(s٢.n log n) وزن با و s پارامتر به نسبت مجزا نیم نقاط تجزیه صفحه، در �نقطه�اي nمجموعه�ي هر براي

زوج�هاي به نقاط تجزیه ساخت روش�هاي سه، فصل در است. O(s٢.n) آن زوج�هاي تعداد که می�سازد

فصل روش به نسبت سه، فصل در شده مطرح دوم روش است. شده بررسی بعدي d فضاي در مجزا نیم

تعداد در آن در نقطه هر است، بالاتر بعدهاي و دوم بعد در اجرا قابل این�که بر علاوه زیرا دارد، برتري دوم

اجرا قابل صفحه داخل نقاط براي فقط دو فصل روش که حالی در می�شود، ظاهر زوج�ها از O(sd log n)

شود. ظاهر تجزیه در زوج O(n) تعداد در نقطه�اي است ممکن و بوده

نقاط، از مجموعه یک بین در زوج نزدیک�ترین یافتن زمینه�ي در کاربردهایی مجزا، نیم زوج�هاي تجزیه

به نقاط تجزیه از کاربردهایی چهارم، فصل در دارند. هندسی پوشش�هاي ساخت زمینه�ي در همچنین و

براي هندسی ساخت(ε+١)-پوشش است. شده ارائه هندسی پوشش�هاي ساخت براي مجزا، نیم زوج�هاي

ساخت همچنین و دقیق، غیر نقاط مجموعه براي هندسی پوشش� ساخت ،Rd فضاي در نقاط مجموعه

کاربردهایی صفحه، در نقاط براي دارند، را محدب ناحیه�هاي شکست تحمل قابلیت که هندسی پوشش�هاي

شده�اند. بررسی که است

گیرد: قرار بررسی مورد آینده تحقیقاتی کارهاي در می�تواند که موضوع این پیرامون مسائلی

چیست؟ (3 فصل در شده (مطرح کننده تفکیک حلقه�هاي دیگر کاربردهاي -

از کمی تعداد در نقطه هر گونه�اي به SSPDها، ساخت براي قطعی1 زمان با الگوریتمی ارائه�ي -

1Deterministic
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شود. ظاهر زوج) O(log n) (حداکثر زوج�ها
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انگلیسی به فارسی واژه�نامه
الف

Hyper Plane . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ابَرصفحه
Packing Argument . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بسته�بندي استدلال
Ray . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اشعه
Size . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اندازه

ب
Normal Vector . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرمال بردار
Closure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بستار
Canonical Cut . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کانونی برش
Doubling Dimension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مضاعف بُعد
Bounded Doubling Dimension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کراندار مضاعف بُعد

پ
Parent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پدر-والد
Spread . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پراکندگی
Flag . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرچم
Spanner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پوشش
Regions-Fault Tolerant Geometric . . . . . . . نواحی شکست تحمل قابلیت با هندسی پوشش�هاي

Spanners

ت
Dilation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تأخیر
Pair Decomposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زوج تجزیه
Well Separated Pair Decomposition(WSPD) . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجزا کاملاً زوج تجزیه
Semi Separated Pair Decomposition(SSPD) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجزا نیم زوج تجزیه
Minimum Cost Perfect Matching . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هزینه کم�ترین با کامل تطابق
One-Cut . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برش تک
One-Cuttable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیر برش تک
Random . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصادفی

ث
Separation Constant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تفکیک ثابت
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چ
Polynomial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندجمله�اي

ح
Ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حلقه
Separating Ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کننده تفکیک حلقه�ي

خ

Tanjent Lines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مماس خطوط

د
Degree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درجه
Quad-Tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چهارتایی درخت
Partial Quadtree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جزیی چهارتایی درخت
Binary Space Partition Tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فضا کننده�ي افراز دودویی درخت
Bounded Aspect Ratio(BAR)-Tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کراندار نسبیت درخت
Hashing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درهم�سازي
Two-Cut . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برش دو
Two-Cuttable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیر برش دو

ر
Quadrant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ربع

ز
Pair . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زوج
Long Pair . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طویل زوج
Short Pair . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کوتاه زوج
Well Separated Pair of point set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجزا کاملاً نقاط مجموعه زوج
Semi Separated Pair of point set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجزا نیم نقاط مجموعه زوج
Unorderd Pair . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نامرتب زوج

س
Active levels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فعال سطوح

ش
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Grid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبکه
Gridding . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبکه�بندي
Geometric Network . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هندسی شبکه�ي
Pierce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شکافتن
Split . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دادن شکاف
Canonical Slope . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کانونی شیب

ص
Integer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صحیح

ض
Interaction Product . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متقابل ضرب
Stretch Factor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کشش ضریب

غ
Convex Hull . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدب غشاي

ف
Child . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرزند
Metric Space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متریک فضاي

ق
Visible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رویت قابل
Region Fault Tolerant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناحیه�اي شکست تحمل قابلیت
Hub . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قطب
Diameter of Point Set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نقاط مجموعه قطر

ك
Well Separated . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجزا کاملاً
Minimum Enclosing Disk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیرنده بر در دیسک کوچک�ترین

گ
Complete k-Partite Graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل k-بخشی گراف
Ball . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گوي

م
Metric . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متر
Convex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدب
Cone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مخروط
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Canonical Cone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کانونی مخروط
Path . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسیر

ن
Canonical Region . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کانونی ناحیه�ي
Skinny Region . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاغر ناحیه�ي
Aspect Ratio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نسبیت نرخ
Closest Pair . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زوج نزدیک�ترین
Nearest Neighbor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همسایه نزدیک�ترین
Imprecise Points . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دقیق غیر نقاط
Fat Regions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چاق نواحی
Fault Regions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شکست نواحی
Half-Space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فضا نیم
Semi Separated . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجزا نیم

و
Weight . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وزن

ي
Monotonicity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یکنواختی
Noncrossing Edges . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیرمتقاطع یال�هاي
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فارسی به انگلیسی واژه�نامه
A
Active levels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فعال سطوح
Aspect Ratio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نسبیت نرخ

B
Ball . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گوي-دایره
Binary Space Partition Tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فضا کننده�ي افراز دودویی درخت
Bounded Doubling Dimension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کراندار مضاعف بُعد
Bounded Aspect Ratio(BAR)-Tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کراندار نسبیت درخت
C
Canonical Cut . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کانونی برش
Canonical Cone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کانونی مخروط
Canonical Region . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کانونی ناحیه�ي
Canonical Slope . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کانونی شیب
Child . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرزند
Closest Pair . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زوج نزدیک�ترین
Closure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بستار
Complete k-Partite Graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . k-بخشی کامل گراف
Cone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مخروط
Convex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدب
Convex Hull . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدب غشاي
Convex Regions-Fault Tolerant . . . . محدب نواحی شکست تحمل قابلیت با هندسی پوشش�هاي�
Geometric Spanners

D
Degree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درجه
Diameter of Point Set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نقاط مجموعه قطر
Dilation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تأخیر
Doubling Dimension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مضاعف بُعد
F
Fault Regions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شکست نواحی
Fat Regions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چاق نواحی
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Flag . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرچم
G
Geometric Network . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هندسی شبکه�ي
Grid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبکه
Gridding . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبکه�بندي
H
Half-Space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فضا نیم
Hashing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سازي درهم
Hub . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قطب
Hyper Plane . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صفحه ابر
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Abstract

For a point set P in Rd, a pair decomposition of P is a set W of pairs of subsets of

P , such that for every pair of points of p, q ∈ P there exists a pair (X ,Y) ∈ W such

that p ∈ X and q ∈ Y , or p ∈ Y and q ∈ X . Semi Separated Pair Decomposition

(SSPD), is a pair decomposition that in each pair, the distance between two point sets,

is large in comparison with minimum diameter of two point sets. In this thesis, we

study the constructions of SSPDs for a point set of n points in plane and in Rd, with

some applications of it. In the newest construction, each point participates in a few

pairs (O(log n) pairs), that previous constructions did not have this property.
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