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سپاسΎزاری

تمام زحمات از م�ͳدانم لازم فرمود. عطا را نامه پایان این اتمام توفیق که را منّان ایزد سپاس
استاد زحمات از بالاخص نمایم. سپاسΎزاری نمودند یاری را اینجانب کار این انجام در افرادی΋ه
اگر چه م�ͳکنم تش΋ر بوده�ام بهره�مند ایشان راهنماییهای از همواره که ͳزاهدان دکتر آقای ͳگرام
اعضای از همچنین م�ͳنمود. غیرمم΋ن کار این انجام ایشان تشویقهای و پیΎیریها ارشادات، نبود
تش΋ر کمال ͳرباط ͳخان بهرام دکتر و تقوی محسن دکتر ،ͳصدیق کریم دکتر آقایان نامه پایان کمیتۀ
،ͳطباطبائ بهمن دکتر آقایان داشته�ام، را محضرشان از تلمˈذ افتخار که اساتیدی از همچنین دارم. را
ارشاد مجید دکتر زحمات از و ،ͳهاشم ح΋یم مهدی دکتر ،ͳیوسف بهمن دکتر شریف، حبیب دکتر
ͳریاض بخش کارکنان ͳتمام از پایان در سپاسΎزارم. داشتند عهده به را ͳریاض بخش ریاست که

م�ͳکنم. ͳقدردان



چ΋یده

حدسسینگر-ورمر

توسط

ͳفرش محمˈد

، A در b و a هر به�ازای هرگاه گویند مشتق) اشتقاق(عملΎر Έی را A باناخ جبر روی D عملΎر
در ورمر و سینگر توسط باناخ جبرهای روی اشتقاقهای برد روی کار .D(ab) = D(a)b + aD(b)

جبرهای روی کراندار(پیوسته) اشتقاق هر برد که دادند نشان ورمر و سینگر شد. آغاز ١٩۵۵ سال
ͳاضاف ͳپیوستگ شرط که زدند حدس آنها م�ͳگیرد. قرار رادی΋ال(جی΋وبسن) داخل ͳجابجائ باناخ
اینکه تا نشد حل سال ٣٠ حدود مسأله این شد. معروف سینگر-ورمر» «حدس به حدس این است.

کرد. ثابت را حدس این ١٩٨٨ سال در توماس
ͳغیرجابجائ باناخ جبرهای حدسبه و قضیه این از متعدّدی مختلفتعمیمهای افراد این بر علاوه
باناخ جبر Έی روی اشتقاق برد م�ͳکند ایجاب که کردند ͳبررس را ͳشرایط ͳبرخ کردند. ارائه
تعمیم سینکلر قضیۀ به توجه با را سینگر-ورمر حدس توماس گیرد. قرار رادی΋ال داخل دلخواه
اشتقاق «هر کرد بیان شد معروف «ͳغیرجابجائ سینگر-ورمر «حدس به که را زیر حدس و داد
با و است نشده ثابت هنوز حدس این م�ͳدارد». نگه پایا را اولیه ایدآل هر جبرباناخ، Έی روی
اشتقاقهای برد مسائل که نیست عجیب چندان است. مرتبط ͳتابع آنالیز در دیΎر باز مسائل ͳبرخ
روی بحث جای به عده�ای دارد. خودکار ͳپیوستگ مسائل با ͳ΋نزدی ارتباط باناخ جبرهای روی
کلین̃کِ-شیرکوف قضیۀ از مثلا̈ کردند. کار اشتقاق Έی تحت عضو هر تصویر روی اشتقاق، برد

کردند. استفاده سینگر-ورمر حدس و قضیه تعمیم برای
در است. شده آورده مقدّمات او̷ل فصل در است. شده تنظیم فصل چهار در نامه پایان این
شده ارائه تعمیمهای سو̷م فصل در است. شده ثابت و بیان سینگر-ورمر حدس و قضیه دو̷م فصل
در بالاخره و است شده آورده ͳغیرجابجائ باناخ جبرهای روی سینگر-ورمر حدس و قضیه برای
دیΎر باز مسائل ͳبرخ با سینگر-ورمر حدس ارتباط و پشین فصل دو مطالب خلاصۀ چهارم فصل

است. شده بیان ͳتابع آنالیز در
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١ فصل

باناخ جبر بر مقدمه�ای

داریم نیاز آن به ͳآت فصلهای در که را آن به وابسته قضایای ای پاره و باناخ جبرهای فصل این در
فضای مفهوم و باناخ جبرهای روی اشتقاقهای به مربوط قضایای و تعریف همچنین م�ͳکنیم. بیان
جبر Έی در مجموعه Έی تعویضΎرهای و رادی΋ال پوچ�ـ� رادی΋ال(جی΋وبسن)، ماکسیمال، ایدآل

م�ͳکنیم. بیان را وابسته قضایای و
.[٢] و [٣۶] ،[۴] از عبارتست جزئیات ͳبررس جهت مناسب مراج΄
م�ͳباشد. مختلط یا ͳحقیق اعداد میدان نشاندهندۀ F فصل این تمام در

باناخ جبر ١.١
. ١.١.١ تعریف

شده تعریف ضرب عمل Έی آن روی اگر گوئیم جبر Έی را F میدان روی A برداری فضای
باشیم داشته و باشد حلقه Έی ضرب این با A بطوری΋ه باشد

α(ab) = (αa)b = a(αb) (α ∈ F, a, b ∈ A)

داشته a, b ∈ A هر به�ازای اگر باشد. A روی نرم Έی ∥.∥ و F میدان روی جبر Έی A کنید فرض
صدق فوق تعریف شرط در که ͳنرم م�ͳنامند. نرمدار جبر Έی را A آنگاه ∥ab∥ ≤ ∥a∥∥b∥ باشیم

نامند. ͳم جبری نرم Έی را کند
م�ͳکند: تعریف فضا آن روی زیر بصورت را متری ، A فضای روی نرم هر

d(x, y) = ∥x− y∥ x, y ∈ A

م�ͳنامند. نرم توسط شده القا متر را متر این
م�ͳنامند. باناخ جبر را باشد کامل آن نرم توسط شده القا متر به نسبت که A نرمدار جبر Έی

داد قرار نرم Έی A روی م�ͳتوان زیرا ∥e∥ = ١ کرد فرض م�ͳتوان باشد e ی΋ۀ عضو دارای A اگر
ی΋دار باناخ جبر را A اینصورت در باشد. معادل ͳقبل نرم با ثانیاً باشد فوق خاصیت دارای اولا˦ که

م�ͳنامند.
م�ͳکنیم: تعریف زیر بصورت را ϕ تابع باشد e ی΋ۀ عضو با ی΋دار باناخ جبر Έی A اگر

ϕ : F → A

α → αe

١



باناخ جبر بر مقدمه�ای .١ باناخفصل جبر .١.١

گرفت. نظر در A فضای زیر Έی م�ͳتوان را F پس است ͳهمریخت Έی ϕ
م�ͳدهیم. نمایش ١ با را جبر ی΋ۀ عضو

. ٢.١.١ مثال
است. C ͳجابجائ باناخ جبر Έی از مثال ترین ساده

. ٣.١.١ مثال
،A = C(X) روی ضرب اگر باشد. فشرده و توپولوژیΈهاوسدورف یΈفضای X فرضکنید
(fg)(x) = ͳیعن کنیم تعریف ای نقطه بصورت را ،X روی پیوسته مختلط توابع تمام مجموعۀ

سوپریمم نرم با A آنگاه ،f(x)g(x)

∥f∥ = sup{|f(x)| : x ∈ X}

همچنین است. باناخ یΈفضای C(X) که داد نشان م�ͳتوان ͳبراحت زیرا م�ͳشود باناخ جبر به تبدیل
نرم دهیم نشان است ͳکاف است. برقرار α(fg) = (αf)g = f(αg) خاصیت بوضوح ضرب این با

است. جبری نرم Έی سوپریمم
داریم

∥fg∥ = sup
x∈X

|f(x)g(x)| ≤ sup
x∈X

|f(x)| sup
x∈X

|g(x)| ≤ ∥f∥∥g∥

١ ثابت تابع است. ͳجابجائ A پس f(x)g(x) = g(x)f(x) چون است. باناخ جبر Έی C(X) پس
است. ی΋دار و ͳجابجائ باناخ جبر Έی C(X) بنابراین م�ͳباشد. C(X) ی΋ۀ عضو

. ۴.١.١ مثال
در را مختلط�، درایه�های با n× n ماتریسهای تمام A،مجموعۀ = Mn×n(C) ،n ∈ N هر به�ازای
است. ͳجابجائ غیر جبر Έی A ،n > ١ برای است. جبر Έی ماتریسها ضرب با A بΎیرید. نظر

م�ͳکنیم: تعریف زیر بصورت را A روی نرم

∥α∥ =

∑
i,j

|αij |٢
١/٢

(α = (αij) ∈ A)

درایه ͳرائΎهم معادل نرم این به نسبت ͳرائΎهم که کنید توجه است. باناخ جبر Έی نرم این با A
است. وار

ش΋ل به ماتریسهای تمام از متش΋ل A جبر زیر B اگر
α٠ α١ α٢ · · · αn−١
٠ α٠ α١ · · · αn−٢

...
٠ ٠ ٠ · · · α٠


درایه�های و صفر ͳاصل قطر زیر درایه�های و α٠ ثابت آنها ͳاصل قطر درایه�های که ماتریسهایی ͳیعن
اینصورت در است. ... و α٢ ثابت ͳاصل قطر از قبل قطر دو درایه�های و α١ ثابت ͳاصل قطر از قبل

است. ͳجابجائ باناخ جبر Έی A از اکتسابی ضرب با B

٢
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. ۵.١.١ مثال
باشد. X روی کراندار عملΎرهای تمام مجموعۀ ،A = B(X) و باناخ یΈفضای X فرضکنید

عملΎرها نرم را نرم و عملΎرها ترکیب را A روی ضرب اگر

∥T∥ = sup{∥Tx∥ : ∥x∥ ≤ ١}
یΈفضای B(X) داد نشان م�ͳتوان ͳبراحت زیرا است ی΋دار باناخ یΈجبر A آنگاه بΎیریم نظر در
نرم بعلاوه است. برقرار بوضوح نیز اس΋الر ضرب به نسبت ضرب پذیری شرکت و است باناخ

زیرا است جبری نرم Έی عملΎرها

∥ST∥ = sup{∥STx∥ : ∥x∥ ≤ ١}
= sup{∥S(T (x))∥ : ∥x∥ ≤ ١}
≤ sup{∥S∥∥Tx∥ : ∥x∥ ≤ ١}
= ∥S∥ sup{∥Tx∥ : ∥x∥ ≤ ١}
= ∥S∥∥T∥.

نیست. ͳجابجائ A آنگاه dimX ≥ ٢ اگر

. ۶.١.١ قضیه
نشاند. ی΋دار باناخ جبر Έی در م�ͳتوان را ی΋دار غیر باناخ جبر هر

اثبات.
جبری اعمال .A١ = A⊕ F م�ͳدهیم قرار باشد. ی΋ه عضو بدون باناخ جبر Έی A کنید فرض

م�ͳکنیم: تعریف زیر بصورت را A١ روی
α, β ∈ F و a, b ∈ A هر به�ازای

(a, α) + (b, β) = (a+ b, α+ β) الف)
β(a, α) = (βa, βα) ( ب

(a, α)(b, β) = (ab+ αb+ βa, αβ) ( ج
م�ͳکنیم: تعریف زیر بصورت A١ روی را ∥.∥١ نرم

∥(a, α)∥١ = ∥a∥+ |α|

است. (٠, ١) ی΋ۀ عضو با باناخ جبر Έی فوق اعمال با A١ که داد نشان م�ͳتوان
م�ͳکنیم: تعریف زیر بصورت را ϕ تابع حال

ϕ : A → A١
a → (a, ٠)

است. Έی به Έی ϕ بوضوح همچنین است. طولپا ϕ پس .∥ϕ(a)∥١ = ∥(a, ١∥(٠ = ∥a∥ داریم
داریم

ϕ(ab) = (ab, ٠) = (a, ٠)(b, ٠) = ϕ(a)ϕ(b)

و
ϕ(a+ b) = (a+ b, ٠) = (a, ٠) + (b, ٠) = ϕ(a) + ϕ(b)

است. ی΋ریخت A١ بستۀ زیرفضای Έی با A بنابراین است. A١ به A از طولپا ͳهمریختΈی ϕپس
�

٣
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. ٧.١.١ تعریف
خودتوان را a عضو .ak = ٠ ،k ∈ N Έی به�ازای اگر گویند پوچتوان را A جبر از a عضو

.a٢ = a اگر گویند

حلقه Έی جبر ضربِ عمل با آنگاه باشد جبر Έی A اگر شد، بیان جبر تعریف در که همانطور
است.

. ٨.١.١ تعریف
فضای زیر Έی A دوطرفه) و راست ایدآل(چپ، از منظور باشد. باناخ جبر Έی A کنید فرض

باشد. دوطرفه) و راست ایدآل(چپ، Έی حلقه به نسبت بطوری΋ه است A برداری

است. حلقه نظریۀ در تعریف مشابه نیز مینیمال و ماکسیمال سره، ایدآل تعریف
. ٩.١.١ تعریف

I١I٢ ⊆ I اگر ، A از I٢ و I١ دلخواه ایدآل هر به�ازای هرگاه گویند اول را A جبر از I سرۀ ایدآل
.I٢ ⊆ I یا I١ ⊆ I آنگاه

A(١ − e) = قسمی΋ه به باشد موجود e ∈ A عضو اگر گویند ͳمدول را A از I چپ ایدآل
I مشابه بطور است. I پیمانۀ به A راست ی΋ۀ عضو Έی e دیΎر بعبارت .{a − ae : a ∈ A} ⊆ I

باشد. موجود I پیمانۀ به چپ ی΋ۀ Έی اگر است ͳمدول راست ایدآل Έی

آنگاه باشد I چپ(راست) ایدآل Έی پیمانۀ به A راست(چپ) ی΋ۀ Έی e اگر که کنید توجه
است. چنین نیز ek(k ∈ N) و e+m(m ∈ I)

. ١٠.١.١ تعریف
م�ͳنامند. ͳمدول را I آنگاه باشد چپ و راست ͳمدول I طرفۀ دو ایدآل اگر

و چپ ی΋ۀ هم که است موجود a ∈ A عضو آنگاه باشد ͳمدول I دوطرفۀ ایدآل اگر که کنید توجه
زیرا است I پیمانۀ به راست ی΋ۀ هم

.e٢−e٢e١ ∈ I و e١−e٢e١ ∈ I آنگاه باشند. I پیمانۀ به چپ ی΋ۀ e٢ و راست ی΋ۀ e١ فرضکنید
م�ͳباشد. I پیمانۀ به راست ی΋ۀ هم و چپ ی΋ۀ هم e٢ و e١ از ͳ΋ی بنابراین .e٢ − e١ ∈ I پس

است. ͳمدول آن ایدآل هر بوضوح باشد ی΋دار A اگر

. ١١.١.١ قضیه
باشد. باناخ جبر Έی A کنید فرض

م�ͳگیرد. قرار ماکسیمال چپ ایدآل Έی داخل A سرۀ ͳمدول چپ ایدآل هر (الف)
است. ماکسیمال چپ ایدآل Έی ، ماکسیمال ͳمدول چپ ایدآل هر ( ب )

م�ͳگیرد. قرار ماکسیمال چپ ایدآل Έی داخل سره، چپ ایدآل هر باشد ی΋دار A اگر ( ج )

اثبات.
� .٩.٢ قضیۀ [۴] ک. ر.

. ١٢.١.١ قضیه
است. بسته باناخ جبر Έی ماکسیمالِ ͳمدول چپ ایدآل هر

اثبات.
ͳمدول راست ی΋ۀ Έی e و A باناخ جبر در ماکسیمال ͳمدول چپ ایدآل Έی J کنید فرض
در .u =

∑∞
n=١(e − x)n کنید فرض همچنین .∥e − x∥ < ١ و ،x ∈ J کنید فرض باشد. J برای

۴
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این و J = A بنابراین .e = x + ux + u − ue ∈ J بنابراین .u − u(e − x) = e − x اینصورت
است. تناقض

حاوی A سرۀ بستۀ ͳمدول چپ ایدآل Έی J نتیجه در .J ∩{x ∈ A : ∥e−x∥ < ١} = ∅ بنابراین
� م�ͳشود. ثابت ح΋م پس .J = J ،J بودن ماکسیمال بنابر است. J

. ١٣.١.١ قضیه
است. پیوسته نگاشت Έی A باناخ جبر روی ضرب عمل

اثبات.
.{xnyn} → xy دهیم نشان است ͳکاف ح΋م اثبات برای .{yn} → y و {xn} → x کنید فرض

داریم
∥xnyn − xy∥ = ∥(xn − x)(yn − y) + x(yn − y) + (xn − x)y∥

≤ ∥xn − x∥∥yn − y∥+ ∥x∥∥yn − y∥+ ∥xn − x∥∥y∥

� است. برقرار ح΋م پس

تعویضΎر و ͳطیف شعاع طیف، ٢.١
. ١.٢.١ تعریف

و راست وارون(چپ، a ∈ A عضو هر به�ازای باشد. ی΋دار باناخ جبر Έی A کنید فرض
م�ͳگیریم. نظر در A حلقۀ به نسبت دوطرفه) و وارون(چپ،راست همان را دوطرفه)
م�ͳنامند. وارونپذیر(ی΋ال) عضو را باشد داشته راست و چپ وارون که عضوی

نمایش a−١ با را a وارون است. منحصربفرد وارونپذیر عضو هر وارون حلقه نظریۀ قضایای بنابر
م�ͳدهیم.

G(A) که داد نشان م�ͳتوان ͳبراحت باشد. A وارونپذیر اعضای تمام مجموعۀ G(A) کنید فرض
م�ͳنامند. A وارونپذیر عناصر گروه را گروه این است. گروه Έی ضرب عمل با

. ٢.٢.١ تعریف
م�ͳکنیم: تعریف زیر بصورت را b و a تعویضΎر باشند A باناخ جبر عضو دو b و aاگر

[a, b] = ab− ba

باشد. صفر آن عضو دو هر تعویضΎر اگروتنهااگر است ͳجابجائ A بوضوح

. ٣.٢.١ تعریف
.[F (x), x] = ٠ , x ∈ R هر به�ازای هرگاه گویند جابجاگر را R حلقۀ روی F نگاشت

.[F (x), x] ∈ Z(R) , x ∈ R هر به�ازای هرگاه گویند مرکزساز را R حلقۀ روی F نگاشت

. ۴.٢.١ تعریف
مجموعۀ از عبارتست E تعویضΎر بΎیرید. نظر در را A جبر از E زیرمجموعۀ

{a ∈ A| ax = xa ∀x ∈ E}

م�ͳنامند. E تعویضΎر دو̷مین را C(C(E)) م�ͳدهیم. نمایش C(E) با را E تعویضΎر

۵
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. ۵.٢.١ قضیه
برقرارند: زیر اح΋ام باشد. A جبر زیرمجموعۀ Έی E کنید فرض

است. A زیرجبر Έی C(E) (الف)
است. ی΋ه عضو حاوی C(E) باشد ی΋دار A اگر ( ب )

است. بسته C(E) آنگاه باشد نرمدار A اگر ( ج )
.E ⊆ C(E) تنهااگر و اگر است A ͳجابجائ زیرمجموعۀ Έی E ( د )

.C(F ) ⊆ C(E) آنگاه E ⊆ F اگر ( ه )
است A ͳجابجائ زیرجبر Έی C(C(E)) آنگاه باشد A ͳجابجائ مجموعۀ زیر Έی E اگر ( و )

.E ⊆ C(C(E)) ⊆ C(E) و
است. A ͳجابجائ زیرجبر Έی A مرکز ( ز )

اثبات.
� .١۵.٣ و ١۵.٢ قضایای [۴] ک. ر.

. ۶.٢.١ نتیجه
Έی E اگر است. A بستۀ زیرجبر C(E) باشد. A باناخ جبر زیرمجموعۀ E کنید فرض
E حاوی A بستۀ و ͳجابجائ زیرجبر Έی C(E) ∩ C(C(E)) آنگاه باشد A ͳجابجائ زیرمجموعۀ

م�ͳباشد.

. ٧.٢.١ تعریف
تعریف زیر بصورت را a طیفِ ،a ∈ A هر به�ازای باشد. ی΋دار مختلط جبر Έی A کنید فرض

م�ͳکنیم:

σA(a) = {λ ∈ C| نیست وارونپذیر λ١− a}

م�ͳدهیم. نمایش σ(a) با را a طیفِ نیاید بوجود ͳابهام که ͳصورت در

نظر در A شدۀ ی΋دار در آن متناظر عضو طیفِ را آن اعضای طیفِ نباشد ی΋دار A صورتی΋ه در
م�ͳگیریم.

. ٨.٢.١ تعریف
م�ͳکنیم. تعریف زیر بصورت را a ∈ A ͳطیف شعاع باشد. باناخ جبر Έی A کنید فرض

r(a) = sup{|λ| : λ ∈ σ(a)}

مینامند. شبه�پوچتوان را a آنگاه r(a) = ٠ اگر

م�ͳدهیم. نمایش Q(A) با را A پوچتوان شبه اعضای تمام مجموعۀ

. ٩.٢.١ قضیه
آنگاه .x ∈ A و باشد باناخ جبر Έی A کنید فرض

صفر به بینهایت در که م�ͳباشد C\σ(x) روی ͳتحلیل تابع Έی λ → (λ١ − x)−١ تابع (الف)
م�ͳرود.

است. ͳناته و فشرده σ(x) ( ب )
r(x) = lim

n 7→∞
∥xn∥١/n ( ج )

۶
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اثبات.
� .٣.٢.٨ قضیۀ [٢] ک. ر.

. ١٠.٢.١ قضیه
وارونپذیر ١− a آنگاه .r(a) < ١ قسمی΋ه به a ∈ A و باشد ی΋دار باناخ جبر Έی A کنید فرض

داریم (a٠ = فرض١ (با و است

.(١− a)−١ =
∞∑
n=٠

an

اثبات.
داریم n < m(m,n ∈ N) هر به�ازای بوضوح .sn =

∑n
k=٠ ak و ∥a∥ = r < ١ کنید فرض

∥sn − sm∥ = ∥
m∑

k=n+١
ak∥ ≤

m∑
k=n+١

∥a∥k =
m∑

k=n+١
rk =

rn+١
١− r

این بنابر م�ͳکند. میل صفر سمت به rn+١
١−r م�ͳکند میل بینهایت سمت به n ͳوقت پس r < ١ چون

داریم .s =∑∞
k=٠ ak کنید فرض همΎراست. پس است ͳکوش دنبالۀ Έی {sn}

asn = sn+١ − ١

م�ͳشود نتیجه بینهایت سمت به n دادن میل با

as = s− ١ ⇒ (١− a)s = ١

و است وارونپذیر ١− a پس .s(١− a) = ١ مشابه بطریق

(١− a)−١ = s =
∞∑
k=٠

ak.

�

. ١١.٢.١ لم
.λ ̸= ٠, λ ∈ C, a, b ∈ A و باشد ی΋دار باناخ جبر Έی A کنید فرض

باشد. وارونپذیر λ١− ba اگر تنها و اگر است وارونپذیر λ١− ab

اثبات.
بنابراین .(λ١− ab)u = u(λ١− ab) = ١ داریم باشد. λ١− ab وارون u کنید فرض

.λu− (ab)u = ١⇒ (ab)u = λu− ١

حال
(λ١− ba)(bua+ ١) = λbua+ λ١− b(ab)ua− ba

= λbua+ λ١− b(λu− ١)a− ba

= λ١
.(bua+ ١)(λ١− ba) = λ١ مشابه بطریق

� است. وارونپذیر A در λ١− ba بنابراین

٧
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. ١٢.٢.١ نتیجه
.σ(ab)− {٠} = σ(ba)− {٠} ،a, b ∈ A هر به�ازای

( ͳطیف نگاشت (قضیۀ . ١٣.٢.١ قضیه
مختلط ضرایب با غیرثابت ای چندجمله Έی p اگر .a ∈ A و باناخ جبر Έی A کنید فرض

σ(p(a)) = p(σ(a)) آنگاه باشد

اثبات.
� .٣.٢.۶ قضیۀ [٢] ک. ر.

. ١۴.٢.١ تعریف
ͳیعن G(A) = A\{٠} قسمی΋ه به است ی΋ه عضو با A نرمدار جبر نرمدار ͳتقسیم جبر از منظور

باشند. وارونپذیر A ناصفر اعضای تمام

( (گلفاند-مازور . ١۵.٢.١ قضیه
ی΋ریخت C با A آنگاه باشد وارونپذیر آن ناصفر عضو هر قسمی΋ه به باشد باناخ یΈجبر A اگر

است.

اثبات.
a − λ١ .λ ∈ σ(a) کنید فرض است. ͳناته σ(a) ١.٢.٩ قضیۀ بنابر .a ∈ A کنید فرض
نقطه Έی فقط حاوی σ(a) پس .a = λ١ ͳیعن a − λ١ = ٠ بنابفرض نتیجه در نیست وارونپذیر

است. C بروی A از ͳریخت΋ی Έی α اینصورت در م�ͳدهیم. نشان α(a) با را عضو این است.
� است. برقرار ح΋م پس .∥a∥ = |α(a)|∥١∥ = |α(a)| زیرا است طولپا ͳریخت΋ی این

. ١۶.٢.١ قضیه
r(xy) ≤ اینصورت در .xy = yx قسمی΋ه به x, y ∈ A و باشد باناخ جبر Έی A کنید فرض

.r(x+ y) ≤ r(x) + r(y) و r(x)r(y)

اثبات.
� .٣.٢.١٠ نتیجۀ [٢] ک. ر.

قسمتها خارج جبر ٣.١

تعریف زیر بصورت X روی را ∼ رابطۀ باشد. آن زیرفضای L و برداری فضای Έی X کنید فرض
م�ͳکنیم:

x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ L

نمایش x′ با و م�ͳنامند x مجموعۀ L-هم را x حاوی ارزی هم کلاس است. ارزی هم رابطۀ Έی ∼
م�ͳدهیم.

ضرب و جم΄ با ها مجموعه هم تمام مجموعۀ

x′١ + x′٢ = (x١ + x٢)′ , λx′١ = (λx١)′

م�ͳنامند L پیمانۀ به X ͳتفاضل فضای را برداری فضای این دهد. ͳم تش΋یل برداری فضای Έی
دهند. ͳم نمایش X/L با و

مینامند. ͳقسمت خارج نگاشت یا متعارف نگاشت را X/L بروی X از x −→ x′ نگاشت

٨
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تعریف زیر بصورت را X/L روی نرم باشد، X نرمدار فضای بستۀ فضای زیر Έی L اگر
م�ͳکنیم:

∥x′∥ = inf{∥y∥ : y ∼ x(y ∈ x′)}

X/L روی متعارف نرم را نرم این است. X/L روی نرم Έی ∥.∥ که داد نشان میتوان ͳبراحت
م�ͳنامند.

. ١.٣.١ تعریف
م�ͳکنیم. تعریف زیر بصورت را A/I روی ضرب عمل باشد. A جبر دوطرفۀ ایدآل I فرضکنید

z١z٢ = (x١x٢)′, z١ = x′١, z٢ = x′٢ ∈ A/I

،j١, j٢ ∈ I هر به�ازای زیرا است x٢ و x١ انتخاب از مستقل (x١x٢)′ مجموعۀ هم

(x١ + j١)(x٢ + j٢)− x١x٢ = x١j٢ + j١x٢ + j١j٢ ∈ I

مینامند. I پیمانۀ به ͳقسمت خارج جبر که است جبر Έی A/I ضرب این با

م�ͳباشد. A/I روی جبری نرم Έی متعارف نرم آنگاه باشد A نرمدار جبر بستۀ دوطرفۀ ایدآل I اگر
م�ͳشود. نرمدار جبر A/I نتیجه در

باشد. ͳم A/I بروی A از ͳهمریخت Έی متعارف نگاشت بوضوح
تصریح آن خلاف آنکه مΎر م�ͳگیریم نظر در متعارف نرم با را قسمتها خارج جبر بحث ادامۀ در

شود.

. ٢.٣.١ قضیه
است: برقرار زیر اح΋ام باشد. آن بستۀ فضای زیر L و نرمدار برداری یΈفضای X کنید فرض
آنکه مΎر است ١ نرم با X/L بروی X از کراندار ͳخط نگاشت Έی متعارف نگاشت (الف)

است. صفر آن نرم اینصورت در که X = L

باشد کامل X نرم با F ثانیاً ،F +L = F اولا˦ بطوری΋ه باشد X زیرمجموعۀ Έی F اگر ( ب )
است. X/L کامل زیرمجموعۀ Έی آن متعارف برد آنگاه

است. کامل نرمدار فضای Έی نیز X/L باشد، کامل نرمدار فضای X اگر ( (ج

اثبات.
� .٧.٩ قضیۀ [۴] ک. ر.

. ٣.٣.١ نتیجه
است. باناخ جبر Έی متعارف نرم با A/I آنگاه باشد A باناخ جبر بستۀ دوطرفۀ ایدآل I اگر

. ۴.٣.١ قضیه
آنگاه باشد. A جبر دوطرفۀ ایدآل Έی I کنید فرض

σA/I(a+ I) ⊆ σA(a)

اثبات.
� .٩.٩ قضیۀ [۴] ک. ر.

٩



باناخ جبر بر مقدمه�ای .١ ماکسیمالفصل ایدآل فضای .۴.١

ماکسیمال ایدآل فضای ۴.١
. ١.۴.١ تعریف

اگر م�ͳنامند ضربی را A روی ϕ ͳخط تابعک باشد. باناخ جبر Έی A کنید فرض

.ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) ∀x, y ∈ A

است. C به A از ͳهمریخت Έی ضربی ͳخط تابعک دیΎر بعبارت

.ϕ(١) = ١ و ∥ϕ∥ = ١ آنگاه باشد A روی ناصفر ضربی ͳخط تابعک Έی ϕ اگر
Mn×n(C) مثل نیستند ناصفر ضربی ͳخط تابعک هیچ دارای که موجودند ͳباناخ جبرهای
عملΎرهای تمام (فضای L(H) یا (n > مختلط)(١ های درایه با n× n ماتریسهای تمام (فضای

.(H هیلبرت فضای روی کراندار
برای ادامه در دارند. ͳمهم نقش ضربی ͳخط تابعکهای ͳجابجائ باناخ جبرهای ͳبررس در

است. ضربی ͳخط تابعک ضربی، تابعک از منظور اختصار رعایت

(گلفاند) . ٢.۴.١ قضیه
برقرارند: زیر اح΋ام باشد. ͳجابجائ باناخ جبر Έی A کنید فرض

ضربی ͳخط تابعکهای تمام مجموعۀ از پوشا و Έی به Έی نگاشت Έی ϕ → kerϕ (الف)
م�ͳکند. تعریف A ماکسیمال ایدآلهای تمام مجموعۀ روی به A روی

،x ∈ A هر به�ازای ( ب )

.σ(x) = {ϕ(x) : است A روی ضربی ͳخط تابعک Έی ϕ}

اثبات.
� .١١.١١.۵ قضیۀ [٣٧] ک. ر.

م�ͳدهد. نشان را ضربی تابعکهای از مجموعه Έی مهم خاصیت Έی زیر قضیۀ

. ٣.۴.١ قضیه
روی ضربی تابعکهای از یΈمجموعه {ϕ١, ϕ٢, . . . , ϕn} ͳجابجائ باناخ جبر Έی Aکنید فرض

است. ͳخط مستقل مجموعه این آنگاه Aباشد.

اثبات.
xi ،٢ ≤ i ≤ n هر به�ازای .α١ϕ١ + · · · + αnϕn = ٠ و α١, α٢, . . . , αn ∈ C کنید فرض
برای .(kerϕi ̸= kerϕ١ فوق قضیۀ طبق که کنید (توجه م�ͳکنیم انتخاب kerϕi\kerϕ١ در را

داریم x = x٢ · · ·xn
٠ = α١ϕ١(x) + · · ·+ αnϕn(x) = α١ϕ١(x)

،٢ ≤ i ≤ n Έی به�ازای بنابراین ϕ١(x٢x٣ · · ·xn) = ٠ نتیجه در ϕ١(x) = ٠ آنگاه α١ ̸= ٠ اگر
α٢ = · · · = داریم مشابه روش به .α١ = ٠ بنابراین است. متناقض xi انتخاب با این و ϕ١(xi) = ٠
� .αn = ٠

م�ͳدهیم. نمایش ΦA با را A روی ͳغیربدیه ضربی تابعکهای تمام مجموعۀ
. ۴.۴.١ تعریف

از عبارتست A روی گلفاند نمایش باشد. ͳجابجائ مختلط باناخ جبر Έی A کنید فرض
نگاشت

g : A → C(ΦA)

a → â
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بطوری΋ه
â : ΦA → C

ϕ → ϕ(a)

â ،a ∈ A هر ازای به که A دو̷م دوگان روی توپولوژی ضعیفترین ضعیف∗، توپولوژی ΦA روی اگر
است. پیوسته مختلط تابع Έی â دهیم، قرار ، است پیوسته

م�ͳنامند. نیز گلفاند تبدیل را g تابع
. ۵.۴.١ تعریف

م�ͳنامند. A ماکسیمال ایدآل فضای را گلفاند) ضعیف∗(توپولوژی توپولوژی با ΦA

مشخص ١.۴.٢ قضیۀ از ضربی تابعکهای مجموعۀ برای ماکسیمال ایدآل فضای نامΎذاری دلیل
است.

. ۶.۴.١ قضیه
است. هاوسدورف و فشرده فضای Έی ΦA باشد. ی΋دار باناخ جبر Έی A کنید فرض

اثبات.
� .١٧.۴ قضیۀ [۴] ک. ر.

. ٧.۴.١ تعریف
م�ͳکنیم. تعریف زیر بصورت را exp(a) .a ∈ A و ی΋دار مختلط باناخ جبر Έی A کنید فرض

exp(a) =

∞∑
n=٠

١
n!
an (a٠ = ١)

ͳحقیق اعداد روی نمایی تابع مشابه ͳخواص دارای فوق تابع م�ͳدهند. نمایش نیز ea با را exp(a)

است.

. ٨.۴.١ قضیه
است: برقرار زیر اح΋ام .ab = ba قسمی΋ه به a, b ∈ A و باناخ جبر Έی A کنید فرض

exp(a+ b) = exp(a)exp(b) (الف)
(exp(a))−١ = exp(−a) و است وارونپذیر exp(a) ( ب )

σ(exp(a)) = exp(σ(a)) ( ج )
exp(a) = lim

n 7→∞

(١+ ١
na
)n ( د )

اثبات.
� .٨.٣ قضیۀ [۴] ک. ر.

. ٩.۴.١ تعریف
L(X)،مجموعۀ به A جبر از ͳهمریخت هر باشد. F روی برداری فضای Έی X کنید فرض

م�ͳنامند. X روی A از نمایش Έی را ،X روی عملΎرهای

با X برداری فضای از عبارتست π با متناظر چپ -مدول A ،X روی A از π نمایش هر به�ازای
نمایش Έی X چپ -مدول A هر به�ازای برعکس، .ax = π(a)x (a ∈ A, x ∈ X) ͳمدول ضرب
متناظر π نمایش هستۀ م�ͳشود. تعریف π(a)x = ax رابطۀ با که داریم X روی A از آن با متناظر π

نوشت: زیر بصورت م�ͳتوان را X چپ -مدول A با

ker(π) = {a ∈ A : aX = {٠}}
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. ١٠.۴.١ تعریف
.AX ̸= {٠} اگر گویند ͳبدیه غیر را X -مدول A

- A تنها {٠} و X ثانیاً باشد ͳغیربدیه اولا˦ اگر گویند تحویلناپذیر را X چپ -مدول A

باشند. آن زیرمدولهای
تحویلناپذیری باشد. تحویلناپذیر آن با متناظر -مدول A هرگاه گویند تحویلناپذیر را یΈنمایش

کرد. تعریف نیز زیر بصورت م�ͳتوان را
باشند. X و پایاست{٠} π(x)تحت که X زیرفضاهای تنها اگر گویند تحویلناپذیر را π نمایش

. ١١.۴.١ مثال
در را A/L بروی A از a → a′ متعارف نگاشت باشد. A جبر چپ ایدآل Έی L کنید فرض

ͳمدول ضرب با A/L بΎیرید. نظر

ax′ = (ab)′ (a, b ∈ A, b ∼ x)

متناظر نمایش م�ͳنامند. چپ از منظم -مدول A را چپ -مدول A این است. چپ -مدول A Έی
مجموعۀ نمایش این هستۀ بوضوح م�ͳنامند. A/L روی چپ از منظم نمایش را -مدول A این با

است: زیر
{a ∈ A : (aA)′ = {٠}} = {a ∈ A : aA ⊆ L}

. ١٢.۴.١ تعریف
است. زیر دوطرفۀ ایدآل L قسمت خارج از منظور باشد. A جبر چپ ایدآل Έی L کنید فرض

{a ∈ A : aA ⊆ L}

م�ͳدهیم. نمایش L : A با را L قسمت خارج
. ١٣.۴.١ تعریف

باشد. ماکسیمال ͳمدول چپ ایدآل Έی قسمت خارج اگر م�ͳنامیم اولیه را A از P دوطرفۀ ایدآل
باشد. آن اولیۀ ایدآل Έی {٠} اگر گویند اولیه را A جبر

م�ͳدهیم. نمایش Prim(A) با را A اولیۀ ایدآلهای تمام مجموعۀ

. ١۴.۴.١ قضیه
است. اولیه باناخ یΈجبر A/P دراینصورت باشد. A باناخ جبر اولیۀ ایدآل Έی P فرضکنید

اثبات.
� .٢۶.٩ قضیۀ [۴] ک. ر.

. ١۵.۴.١ قضیه
باشد. A تحویلناپذیر نمایش Έی هستۀ اگر تنها و اگر است A اولیۀ ایدآل Έی P (الف)

است. اول اولیه، ایدآل هر ( ب )
است. برابر آن حاوی ماکسیمال ͳمدول چپ ایدالهای تمام اشتراک با اولیه ایدآل هر ( ج )

اثبات.
� .٢۴.١٢ قضیۀ [۴] ک. ر.

. ١۶.۴.١ نتیجه
است. بسته اولیه ایدآل هر
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اثبات.
� است. ͳبدیه فوق قضیۀ (ج) قسمت و ١.١.١٢ قضیۀ بر بنا

. ١٧.۴.١ نتیجه
باشد. ماکسیمال ͳمدول اگروتنهااگر است اولیه P ایدال آنگاه باشد ͳجابجائ A اگر

. ١٨.۴.١ لم
آنگاه باشند A مختلط باناخ جبر روی ͳمتناه همبعدی از متمایز اولیۀ ایدآلهای Pm, . . . , P١ اگر

،n = ١, . . . ,m به�ازای و است ی΋ریخت A/P١ ⊕ · · · ⊕ A/Pm با A/P١ ∩ · · · ∩ Pm

. ∩ {Pj | ١ ≤ j ≤ n}+ ∩{Pj | n+ ١ ≤ j ≤ m} = A

اثبات.
� .٧.۴ لم [۴۴] ک. ر.

رادی΋ال ۵.١
. ١.۵.١ تعریف

نمایشهای تمام اشتراکهستۀ از عبارتست A جی΋وبسن رادی΋ال باشد. یΈجبر A فرضکنید
م�ͳدهیم. نمایش rad(A) با که A روی تحویلناپذیر

نباشد موجود A روی ناصفر) اولیۀ ایدآل هیچ دیΎر بعبارت تحویلناپذیری(یا نمایش هیچ اگر
.rad(A) = A م�ͳکنیم تعریف

م�ͳنامند. رادی΋ال جبر را A آنگاه rad(A) = A اگر و نیمساده را A آنگاه rad(A) = {٠} اگر
. ٢.۵.١ قضیه

است. برابر A اولیۀ ایدآلهای تمام اشتراک با rad(A) (الف)
است. برابر A ماکسیمال ͳمدول چپ ایدآلهای اشتراک با rad(A) ( ب )

اثبات.
� است. ͳبدیه ١.۴.١۵ قضیۀ بنابر

. ٣.۵.١ قضیه
است: برقرار زیر اح΋ام باشد. ی΋دار حلقۀ Έی A کنید فرض

است. برابر A ماکسیمال چپ ایدآلهای تمام اشتراک با rad(A) (الف)
است. برابر A ماکسیمال راست ایدآلهای تمام اشتراک با rad(A) ( ب )

rad(A) = {x ∈ A| است وارونپذیر ١− zx ∀z ∈ A} ( ج )
rad(A) = {x ∈ A| است وارونپذیر ١− xz ∀z ∈ A} ( د )

اثبات.
� .٣.١.٣ قضیۀ [٢] ک. ر.

است. جی΋وبسن رادی΋ال رادی΋ال، از ما منظور ادامه در

. ۴.۵.١ مثال
است. نیمساده L(X) آنگاه باشد باناخ فضای Έی X اگر
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اثبات.
� .٣.١.۴ قضیۀ [٢] ک. ر.

. ۵.۵.١ قضیه
باشد. جبر Έی A کنید فرض

.rad(B) = B ∩ rad(A) آنگاه باشد A طرفۀ دو ایدآل Έی B اگر (الف)
است. نیمساده A/ rad(A) ( ب )

اثبات.
� .٢۴.٢١ قضیۀ و ٢۴.٢٠ نتیجۀ [۴] ک. ر.

. ۶.۵.١ قضیه
آنگاه باشد. ͳجابجائ مختلط باناخ جبر A کنید فرض

rad(A) = ∩ϕ∈ΦA
ker(ϕ)

اثبات.
� است. ͳبدیه ح΋م فوق قضیۀ و ١.۴.٢ قضیۀ بنابر

. ٧.۵.١ قضیه
.rad(A) ⊆ Q(A) آنگاه باشد نرمدار جبر A کنید فرض

اثبات.
� .٢.٣.۴ قضیۀ [٣۶] ک. ر.

. ٨.۵.١ قضیه
است. A بستۀ دوطرفۀ ایدآل Έی rad(A) آنگاه باشد باناخ جبر A اگر

اثبات.
� است. ͳبدیه ١.١.١٢ قضیۀ بنابر

. ٩.۵.١ قضیه
اینصورت در است. خودتوان rad(A) پیمانۀ به که باشد A باناخ جبر یΈعضو a کنید فرض

است. مساوی a با rad(A) پیمانۀ به بطوری΋ه است موجود A در e خودتوان عضو Έی

اثبات.
� .٢.٣.٩ قضیۀ [٣۶] ک. ر.

[٣۴] . ١٠.۵.١ قضیه
معادلند: زیر اح΋ام .a ∈ A و باناخ جبر Έی A کنید فرض

.[a, x] ∈ rad(A) , x ∈ A هر به�ازای (الف)
.r(ax) ≤ r(a)r(x) , x ∈ A هر به�ازای ( ب )

.r(αx) ≤ αr(x) قسمی΋ه به است موجود α ∈ R ،x ∈ A هر به�ازای ( ج )
.r(a+ x) ≤ r(a) + r(x) , x ∈ A هر به�ازای ( د )

.r(a+ x) ≤ β + r(x) ،β Έی و x ∈ A هر به�ازای ( ه )
.sup{r(a− e−xaex) : x ∈ A} < ∞ ( و )

.r(a− e−xaex) = ٠ ،x ∈ A هر به�ازای ( ز )
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اثبات.
� .٢.١ قضیۀ [٣۴] ک. ر.

. ١١.۵.١ قضیه
ایجاب زیر شرایط از Έی هر باشد. A پوچتوان شبه یΈعضو a و باناخ یΈجبر A فرضکنید

.a ∈ rad(A) که م�ͳکند
.r([a, x]) = ٠ ،x ∈ A هر به�ازای (الف)

.r(a− y−١ay) = ٠ ، A در y وارونپذیر عضو هر به�ازای ( ب )

اثبات.
� .٣.١ قضیۀ [٣۴] ک. ر.

. ١٢.۵.١ قضیه
معادلند: زیر اح΋ام .a ∈ A و باناخ جبر A کنید فرض

.a ∈ rad(A) (الف)
.r(ax) = ٠ ،x ∈ A هر به�ازای ( ب )

.r(ax) = ٠ ،x ∈ A وارونپذیر عضو هر به�ازای ( ج )
.r([a, x]) = ٠ ،x ∈ A هر به�ازای و r(a) = ٠ ( د )

.σ(a+ x) = σ(x) ،x ∈ A هر به�ازای ( ه )
.r(a+ x) = r(x) , x ∈ A هر به�ازای ( و )

.r(a+ x) = ٠ آنگاه r(x) = ٠ و x ∈ A اگر ( ز )
.r(a− y−١ay) = ٠ ،y ∈ A وارونپذیر عضو هر به�ازای و r(a) = ٠ ( ح )

اثبات.
� .٣.٢ قضیۀ [٣۴] ک. ر.

. ١٣.۵.١ تعریف
م�ͳنامند. A اول رادی΋ال را A اول ایدآلهای تمام اشتراک باشد. جبر Έی A کنید فرض

. ١۴.۵.١ تعریف
باشد. پوچتوان آن عضو هر اگر م�ͳنامند پوچ را A جبر از E مجموعۀ زیر

رادی΋ال دلیل همین به است. پوچتوان آن عضو هر ͳیعن است ایدآل پوچ Έی A اول رادی΋ال
م�ͳدهیم. نمایش nil(A) با را A رادی΋ال پوچ- یا اول رادی΋ال م�ͳنامند. نیز رادی΋ال پوچ- را اول

.nil(A) ⊆ rad(A) پس ( ١.۴.١۵ (قضیۀ است اول اولیه، ایدآل هر چون
. ١۵.۵.١ تعریف

.nil(A) = {٠} اگر گویند اول نیمه A جبر

. ١۶.۵.١ قضیه
است. است) پوچتوان اعضایششبه تمام که ͳایدآل ͳپوچتوان(یعن شبه ایدآل هر حاوی رادی΋ال

.rad(A) = Q(A) آنگاه باشد ایدآل Q(A) اگر همچنین

اثبات.
� .٢.١.۶ نتیجۀ و ٢.١.۵ قضیۀ [٣۶] ک. ر.
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. ١٧.۵.١ قضیه
L٢ = {٠} قسمی΋ه به باشد A چپ ایدآل Έی L اگر باشد. اول نیمه جبر Έی A کنید فرض

.L = {٠} آنگاه
اثبات.

� .٣٠.۴ لم [۴] ک. ر.

. ١٨.۵.١ قضیه
است. اول نیمه نیمساده، جبر هر

اثبات.
� است. ͳبدیه ح΋م پس nil(A) ⊆ rad(A) چون

ها ͳخودریخت و اشتقاقها ۶.١
. ١.۶.١ تعریف

بطوری΋ه است A روی D ͳخط عملΎر Έی -اشتقاق) A Έی (یا A جبر روی اشتقاق

D(ab) = aD(b) +D(a)b (a, b ∈ A)

.D(a٢) = aD(a)+D(a)a ،a ∈ A هر به�ازای اگر گویند ژوردان اشتقاق را A روی D ͳخط عملΎر

است. ژوردان اشتقاق Έی اشتقاق، هر بوضوح

. ٢.۶.١ مثال
تعریف زیر بصورت را A به A از δa نگاشت A در a هر به�ازای باشد. جبر Έی A کنید فرض

م�ͳکنیم.
δa(x) = [a, x] = ax− xa (a ∈ A)

روی ͳدرون اشتقاق را ͳاشتقاق چنین است. A روی اشتقاق Έی δa داد نشان م�ͳتوان ͳبراحت
زیرا است پیوسته(کراندار) ͳدرون اشتقاق Aم�ͳنامند.

∥δa(x)∥ = ∥ax− xa∥ ≤ ∥ax∥+ ∥xa∥ ≤ ∥a∥∥x∥+ ∥x∥∥a∥ = ٢∥a∥∥x∥

.∥δa∥ ≤ ٢∥a∥ نتیجه در
باشد. آن ͳدرون اشتقاق تنها صفر اگر تنها و اگر است ͳجابجائ A بوضوح

. ٣.۶.١ مثال
مستقل . . . , a٢, a, ١ عناصر ͳیعن باشد Aجبری غیر یΈعضو a و ی΋دار یΈجبر A فرضکنید
B به B از را D نگاشت و باشد a, ١ توسط شده تولید جبر زیر B کنید فرض همچنین باشند. ͳخط

م�ͳکنیم: تعریف زیر بصورت

D(α٠ + α١a+ · · ·+ αna
n) = α١ + ٢α٢a+ · · ·+ nαna

n−١

.D ̸= ٠ امˈا است ͳجابجائ B زیرا نیست ͳدرون که است B روی اشتقاق Έی D آنگاه
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. ۴.۶.١ مثال
باناخ جبر

A =

{[
x y

٠ z

]
|x, y, z ∈ C

}
م�ͳکنیم تعریف زیر بصورت A روی را D بΎیرید. نظر در را

D

([
x y

٠ z

])
=

[[
٠ ١
٠ ١

]
,

[
x y

٠ z

]]

. ۵.۶.١ مثال
باناخ جبر

A =

{[
x y

w z

]
|x, y, w, z ∈ C

}
= M٢×٢(C)

م�ͳکنیم تعریف زیر بصورت A روی را D بΎیرید. نظر در را

D

([
x y

w z

])
=

[[
٠ ٠
١ ٠

]
,

[
x y

w z

]]

است. اولیه جبر Έی A

از ای نمونه زیر مثال است. مش΋ل ͳکم باناخ جبرهای روی بی΋ران(ناپیوسته) اشتقاقهای ساختن
است. بی΋ران اشتقاق

. ۶.۶.١ مثال
ش΋ل به جمعهایی تمام مجموعۀ A کنید فرض

λr +
n∑

j=١
λjej

باشد ثابت یΈعضو r و باشند متعامد بدو دو و خودتوان en, . . . , e١ و اس΋الر λ١, . . . , λn که باشد
باناخ جبر Έی از r و en, . . . , e١ که کنید ejr(توجه = rej = ٠ ،j هر به�ازای و r٢ = ٠ قسمی΋ه به

م�ͳکنیم: تعریف زیر بصورت را A روی نرم م�ͳشوند). اختیار دلخواه

∥λr +
n∑

j=١
λjej∥ = max


 n∑

j=١
|λj |٢

١/٢
,

∣∣∣∣∣∣λ−
n∑

j=١
λj

∣∣∣∣∣∣


و باده از ای نتیجه بنابر است. (ͳجابجائ) باناخ جبر Έی A′ نامیم. ͳم A′ را A شدۀ کامل حال
.A′ = I ⊕Cr قسمی΋ه به است موجود A′ از I غیربستۀ ایدآل Έی و rad(A′) = Cr [٣] کرتیس

م�ͳکنیم: تعریف زیر بصورت A′ روی را D اشتقاق

D(a+ λr) = λr (a ∈ I, λ ∈ C)

حدی نقطۀ Έی x اگر اینصورت غیر در زیرا باشد کراندار نم�ͳتواند D پس .ker(D) = I بنابراین
پس x ∈ ker(D) ͳیعن D(x) = ٠ نتیجه در م�ͳگذرد D از حد D ͳپیوستگ بنابر باشد ker(D)

است. متناقض A′ در I بودن غیربسته با این و است بسته ker(D)
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، D(١) = ٠ تعریف با اینصورت در باشد A ی΋دار غیر باناخ جبر روی اشتقاق Έی D اگر
فرض شود وارد ͳخلل استدلال کلیت به اینکه بدون پس است. A شدۀ ی΋دار روی اشتقاق ΈیD
فرضخاصیت در هرچند اند شده تعریف ی΋دار باناخ جبرهای روی بحث مورد اشتقاقهای م�ͳکنیم

باشیم. نداشته ی΋داری
م�ͳکنیم. ͳبررس را اشتقاقها جبری خواص از تعدادی حال

. ٧.۶.١ قضیه
برقرارند: زیر اح΋ام D٠ = I(ͳهمان) فرض باشد.با A جبر روی اشتقاق Έی D کنید فرض

نیتز) لایب (قاعدۀ (الف)

Dn(ab) =
n∑

r=٠

(
n

r

)
(Dn−ra)(Drb) (n ∈ N, a, b ∈ A)

.aDa = (Da)a اگر تنها و اگر D(an) = nan−١Da ( ب )
.Dn(an) = n!(Da)n(n ∈ N) آنگاه D٢a = ٠ اگر ( ج )

اثبات.
م�ͳشود. ثابت استقرا با (الف)

( ب )
(⇐)

D(a٢) = ٢aDa ⇒ aDa+ (Da)a = ٢aDa ⇒ (Da)a = aDa

(⇒)
داریم باشد. برقرار n به�ازای ح΋م کنید فرض است. برقرار ح΋م n = ٢ به�ازای

D(an+١) = D(ana)

= D(an)a+ anDa

= (nan−١Da)a+ anDa

= nanDa+ anDa

= (n+ ١)anDa.

است. برقرار ح΋م پس
داریم n = ٢ به�ازای ( ج )

D٢(a٢) = D(D(a٢))
= D(aDa+ (Da)a)

= (Da)(Da) + aD٢(a) +D٢(a)a+ (Da)(Da)

= ٢(Da)٢

.Dn(a) = ٠ ،n ≥ ٢ هر به�ازای پس D٢(a) = ٠ چون باشد. برقرار n به�ازای ح΋م کنید فرض حال
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داریم پس
Dn+١(an+١) = Dn+١(an.a)

=
∑n+١

r=٠
(
n+١
r

)
Dn+١−r(an)Dr(a)

=
(
n+١
٠
)
Dn+١(an)D٠(a) +

(
n+١
١
)
Dn(an)Da

= Dn+١(an)a+ (n+ ١)Dn(an)Da

= Dn+١(an)a+ (n+ ١)n!(Da)nDa

= Dn+١(an)a+ (n+ ١)!(Da)n+١

= (n+ ١)!(Da)n+١

زیرا
Dn+١(an) = D(Dn(an))

= D(n!(Da)n)

= n!D((Da)n)

.D((Da)n) = ٠ ،n ≥ ١ به�ازای می΋نیم ثابت استقرا با
.D(Da) = D٢(a) = ٠ داریم n = ١ به�ازای

داریم باشد. برقرار n به�ازای ح΋م کنید فرض

D((Da)n+١) = D((Da)nDa)

= D((Da)n)Da+ (Da)nD٢(a)
= ٠

� م�ͳشود. ثابت ح΋م بنابراین

. ٨.۶.١ قضیه
برقرارند: زیر اح΋ام باشد. A خودتوان عضو e و A جبر روی اشتقاق Έی D کنید فرض

.e(De)e = ٠ (الف)
.De = ٠ آنگاه eDe = (De)e اگر ( ب )
.D١ = ٠ آنگاه باشد ی΋دار A اگر ( ج )

اثبات.
(الف)

e2 = e ⇒ De = D(e2) = eDe+ (De)e

⇒ eDe = e2De+ e(De)e = eDe+ e(De)e ⇒ e(De)e = 0

( ب )
De = D(e٢)

= eDe+ (De)e

= e٢De+ (De)e٢

= ee(De) + (De)ee

= e(De)e+ e(De)e

= ٢e(De)e

= ٠
( الف (بنابر

.D١ = ٠ ( ب ) بنابر پس است خودتوان ١ چون ( ج )
�
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. ٩.۶.١ تعریف
م�ͳنامند. A جبر روی ͳخودریخت Έی را خودش بروی A جبر از ͳریخت΋ی هر

. ١٠.۶.١ مثال
نگاشت باشد). A وارونپذیر یΈعضو c ͳیعن)c ∈ G(A) و باشد ی΋دار یΈجبر A فرضکنید

م�ͳکنیم تعریف زیر بصورت را A روی αc

αc(a) = c−١ac a ∈ A

است. A روی ͳخودریخت Έی αc داد نشان م�ͳتوان ͳبراحت
c ∈ Έی به�ازای بطوری΋ه است A روی ͳخودریخت Έی A روی ͳدرون ͳخودریخت از منظور

باشد. مساوی αc با G(A)

تنها I باشد ͳجابجائ A اگر خاص حالت در .αc = I آنگاه باشد A مرکز در c اگر بوضوح
ͳخودریخت تنها I و باشد ی΋دار باناخ جبر Έی A اگر برعکس است. A روی ͳدرون ͳخودریخت
پدید A که کنید توجه اخیر حالت دادن نشان برای است. ͳجابجائ A آنگاه باشد A روی ͳدرون

.([۴] ٢.٩ است(قضیۀ G(A) ͳخط آمدۀ

. ١١.۶.١ قضیه
ͳخودریخت Έی exp(D) آنگاه باشد. A باناخ جبر روی پیوسته اشتقاق Έی D کنید فرض

م�ͳباشد. A روی پیوسته

اثبات.
� .١٨.٧ قضیۀ [۴] ک. ر.
ثابت را آن مستقلا̈ [۴٢] شیرکوف و [٢٣] کلینک و شد مطرح ͳ΋کاپلانس توسط زیر قضیۀ

کردند.

(کلینک-شیرکوف) . ١٢.۶.١ قضیه
(a(ab− ba) = (ab− ba)a ͳبعبارت ,a](یا [a, b]] = ٠ اگر .a, b ∈ A و باناخ جبر A کنید فرض

است). پوچتوان شبه [a, b])r([a, b]) = ٠ آنگاه
اثبات.

١.۶.٧ قضیۀ ج قسمت بنابر .D٢(b) = فرض٠ بنابر .D = δa کنید فرض

Dn(bn) = n!(Db)n (n = ١, ٢, . . .)
بنابراین .∥D∥ ≤ ٢∥a∥ همچنین

∥(Db)n∥ = ∥ ١
n!
Dn(bn)∥ ≤ ١

n!
∥D∥n∥bn∥ ≤ ١

n!
٢n∥a∥n∥b∥n

⇒ ∥(Db)n∥١/n ≤ (n!)−١/n٢∥a∥∥b∥ (n = ١, ٢, . . .)
است. پوچتوان شبه Db = [a, b] بنابراین .r(Db) = پس٠ (n!)−١/n → ٠ داریم n → ∞ ͳوقت امˈا

�

(Weilandt-Wintner) . ١٣.۶.١ قضیه
.[a, b] = ١ قسمی΋ه به نیست موجود a, b ∈ A عنصر دو هیچ باشد. باناخ یΈجبر A فرضکنید
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اثبات.
و است کراندار δa بوضوح بΎیرید. نظر در را δa ͳدرون اشتقاق

δ٢a(b) = δa(δa(b)) = δa(١) = ٠
� .δa(b) = ab− ba = ١ زیرا است تناقض این و است پوچتوان شبه δa(b) فوق قضیۀ بنابر

. ١۴.۶.١ نتیجه
[٠, ١] واحد بازۀ روی مرتبه هر از پیوسته مشتق با توابع تمام جبر C∞[٠, ١] کنید فرض (Šilov)

کند. تبدیل باناخ جبر به را آن بطوری΋ه نیست موجود C∞[٠, ١] روی ͳنرم هیچ باشد.

اثبات.
� .[۴] ک. ر.

. ١۵.۶.١ لم
به�ازای آنگاه .x ∈ P و A دوطرفۀ ایدآل Έی P و A جبر روی اشتقاق Έی D کنید فرض

،n = ١, ٢, . . .
Dn(xn) + P = n!(D(x))n + P

اثبات.
نیتز لایب قاعدۀ از م΋رر استفادۀ با .Dj(xk) ∈ P , ٠ ≤ j < k هر به�ازای میدهیم نشان ابتدا

ش΋ل به عناصری از ͳمتناه جم΄ حاصل Έی بصورت Dj(xk)

Dϵ١(x)Dϵ٢(x) · · ·Dϵk(x)

صفر ϵiها از ͳ΋ی حداقل پس .∑k
i=١ ϵi = j < k و اند ͳنامنف صحیح اعداد ϵiها که م�ͳباشد

به متعلق فوق حاصلضرب هر بنابراین دارد. وجود x عامل Έی حاصلضرب هر در نتیجه در است.
.(٠ ≤ j < k)Dj(xk) ∈ P بنابراین Pاست.

م�ͳکنیم. ثابت n روی استقرا با را ح΋م حال
داریم فوق مطالب و نیتز لایب قاعدۀ بنابر باشد. برقرار n به�ازای ح΋م کنید فرض

Dn+١(xn+١) = D(Dn(xn.x))

= D(
∑n

j=٠
(
n
j

)
Dn−j(xn)Dj(x))

=
∑n

j=٠
(
n
j

) (
Dn−j+١(xn)Dj(x) +Dn−j(xn)Dj+١(x)

)
∈ nDn(xn).D(x) +Dn(xn)D(x) + P

⊆ (n+ ١)!(D(x))n+١ + P

� است. برقرار ح΋م پس

(١٩۶٩ (سینکلر . ١۶.۶.١ قضیه
اینصورت در باشد. Aروی پیوسته یΈاشتقاق D و (C یا Rباناخ(روی یΈجبر A فرضکنید

پایاست. D تحت اولیه ایدآل هر

اثبات.
داریم قبل لم بنابر x ∈ P اگر باشد. A در بسته طرفۀ دو ایدآل Έی P کنید فرض

Dn(xn) + P = n!(D(x))n + P = n!(D(x) + P )n
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نتیجه در
∥(D(x) + P )n∥١/n = ∥ ١n!(Dn(xn) + P )∥١/n

=
( ١
n!∥D

n(xn) + P∥
)١/n

≤
( ١
n!∥D∥n∥x∥n

)١/n
= (n!)−١/n∥D∥∥x∥

میل صفر سمت به نامساوی راست طرف n → ∞ اگر پس ∥D∥ < ∞ نتیجه در و پیوسته D چون
ͳیعن م�ͳکند میل صفر سمت به نیز چپ طرف پس م�ͳکند.

lim
n→∞

∥(D(x) + P )n∥١/n = ٠

است. پوچتوان شبه A/P در D(x) + P بنابراین
داریم x ∈ P ،a ∈ A هر به�ازای زیرا است A دوطرفۀ ایدآل Έی D(P ) + P دیΎر طرف از

a(D(x) + P ) = aD(x) + P = D(ax)− (Da)x+ P = D(ax) + P ∈ D(P ) + P

١.۵.١۶ قضیۀ بنابر .(D(P )+P )A ⊆ D(P )+P مشابه بطریق .A(D(P )+P ) ⊆ D(P )+P پس
آنگاه باشد اولیه) ایدآلهای از ͳاشتراک اولیه(یا ایدآل Έی P اگر حال .D(P )+P

P ⊆ rad(A/P )

پس است. نیمساده نتیجه در و اولیه A/P

D(P ) + P

P
= {٠}

� .D(P ) ⊆ P بنابراین
تحت که باشد A بستۀ ایدآل Έی I و A روی اشتقاق Έی D و باناخ جبر Έی A کنید فرض
A/I روی DI اشتقاق I و D با متناظر است. باناخ جبر Έی A/I ، ١.٣.٣ نتیجۀ بنابر Dپایاست.

م�ͳکنیم: تعریف زیر بصورت را

DI : A/I → A/I

a+ I 7→ D(a) + I

روی اشتقاق Έی DI داد نشان م�ͳتوان ͳبراحت است. خوشتعریف DI پایاست، D تحت I چون
م�ͳنامند. A/I روی D توسط شده القا اشتقاق را DI است. A/I

. ١٧.۶.١ لم
آنگاه باشد A زیرمجموعۀ Έی S و A روی اشتقاق Έی D و باناخ جبر Έی A کنید فرض

D(C(S)) ⊆ C(S) آنگاه D(S) ⊆ S اگر بالاخص .D(C(S ∪D(S))) ⊆ C(S)

اثبات.
به�ازای ͳیعن Dx ∈ C(S) م�ͳدهیم نشان باشد. C(S ∪D(S)) از ͳدلخواه عضو x کنید فرض

.[Dx, s] = ٠ ،s ∈ S هر
در .[x,Ds] = ٠ و [x, s] = ٠ داریم x انتخاب بنابر باشد. S از ͳدلخواه عضو s کنید فرض

نتیجه
٠ = D([x, s]) = D(xs− sx) = D(xs)−D(sx)

= (Dx)s+ xDs− (Ds)x− sD(x)

= [Dx, s] + [x,Ds] = [Dx, s]

م�ͳشود. نتیجه اول قسمت از بوضوح دوم قسمت شد. ثابت اول قسمت پس .Dx ∈ C(S) نتیجه در
�
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. ١٨.۶.١ لم
.D(P ) ⊆ P آنگاه باشد. A مینیمال اول ایدآل Έی P و A جبر روی اشتقاق Έی D فرضکنید

اثبات.
ایدآل که م�ͳکنیم ثابت باشد. A مینیمال اول ایدآل Έی P کنید فرض

P ′ = {a ∈ P |Dk(a) ∈ P ∀ k ∈ N}

.D(P ) ⊆ P که می΋ند ایجاب P بودن مینیمال ،D(P ′) ⊆ P ′ چون است. اول نیز
را n ∈ N ∪ {٠} .axb ∈ P ′ ،x ∈ A هر به�ازای امˈا a ̸∈ P ′ بطوری΋ه بΎیرید نظر در A در را b و a

Dm(a)(چون ∈ P ،m < n,m ∈ N ∪ {٠} هر به�ازای امˈا Dn(a) ̸∈ P که کنید انتخاب ای بΎونه
.Dk(b) ∈ P ،k ∈ N∪ {٠} هر به�ازای که م�ͳکنیم ثابت استقرا با است). موجود nی چنین a ̸∈ P ′

داریم نیتز لایب قاعدۀ ب΋اربردن با

Dn+k(axb) =

k−١∑
j=٠

(
n+ k

j

)
Dn+k−j(a)Dj(xb) +

(
n+ k

k

)
Dn(a)Dk(xb)+

n+k∑
j=k+١

(
n+ k

j

)
Dn+k−j(a)Dj(xb).

اگر دارند. تعلق P به تساوی راست سمت سو̷م جمعوند و تساوی چپ سمت عبارت فرض بنابر
.Dn(a)xb ∈ P ،x ∈ A هر به�ازای پس م�ͳرود. بین از تساوی راست سمت جمعوند آنگاه ،k = ٠

.b ∈ P نتیجه در
با است برابر راست سمت جمعوند اولین ،k ≥ ١ ١−k∑اگر

j=٠
(
n+k
j

)
Dn+k−j(a)Dj(xb) =

∑k−١
j=٠

(
n+k
j

)
Dn+k−j(a)∑j
i=٠
(
j
i

)
Dj−i(x)Di(b)

=
∑k−١

j=٠
∑j

i=٠
(
n+k
j

)(
j
i

)
Dn+k−j(a)

Dj−i(x)Di(b)

.Di(b) ∈ P, ١ ≤ i ≤ j ≤ k − ١ داریم آنگاه باشد برقرار k از کوچ΋تر اعداد برای ح΋م اگر حال
داریم فوق تساوی به توجه با بنابراین

Dn(a)Dk(xb) ∈ P ∀ x ∈ A (١.١)

داریم نیتز لایب قاعدۀ ب΋اربردن با

Dn(a)Dk(xb) = Dn(a)xDk(b) +Dn(a)

k−١∑
j=٠

(
k

j

)
Dk−j(x)Dj(b)

استقرا فرض و ١.١ رابطۀ بر بنا

.Dn(a)xDk(b) ∈ P ∀ x ∈ A

Dk(b) ∈ P ،k هر به�ازای شد ثابت استقرا با بنابراین .Dk(b) ∈ P پس است اول ایدآل Έی P چون
� م�ͳشود. ثابت ح΋م و b ∈ P ′ پس
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. ١٩.۶.١ تعریف
،x ∈ R هر ازای به که باشد ͳطبیع عدد کوچ΋ترین n اگر گویند n مشخصۀ با را R حلقۀ

.nx = ٠
. ٢٠.۶.١ قضیه

به باشد A روی اشتقاق Έی D و ۵ و ٣ ،٢ مخالف مشخصۀ با اول حلقۀ Έی A کنید فرض
است. ͳجابجائ A یا D = ٠ آنگاه .[a, [a, [a,Da]]] ∈ Z(A)،a ∈ A هر به�ازای قسمی΋ه

اثبات.
� .٢ قضیۀ [٣٢] ک. ر.

فضایجداساز ٧.١
. ١.٧.١ تعریف

باشد: زیر مجموعۀ S(S) و باشد Y باناخ جبر به X باناخ جبر از ͳخط تبدیل Έی S اگر

S(S) = {y ∈ Y |∃(xn) ⊆ X,xn → ٠, Sxn → y}

م�ͳنامند. جداساز فضای را S(S)
. ٢.٧.١ تعریف

به�ازای اگر گوییم جداساز ایدآل را A از J دوطرفۀ ایدآل باشد. باناخ جبر Έی A کنید فرض
،n ≥ N هر به�ازای قسمی΋ه به باشد موجود N ͳطبیع عدد Έی A در {an} دنبالۀ هر

Jan · · · a١ = JaN · · · a١

جداساز ایدآل Έی A روی اشتقاق و ͳبروریخت هر جداساز فضای که داد نشان [١٣] کیوساک
Aاست.

. ٣.٧.١ لم
مینیمال اول ایدآل Έی P ⊆ A و جداساز ایدآل Έی J ⊆ A و باناخ جبر Έی A کنید فرض

است. بسته P اینصورت در نباشد. J حاوی که باشد

اثبات.
� .٢.٣ لم [١٣] ک. ر.

. ۴.٧.١ لم
پیوسته ͳخط تبدیل Έی R و Y باناخ فضای توی به X فضای از ͳخط تبدیل Έی S فرضکنید

برقرارند: زیر اح΋ام باشد. Z باناخ فضای به Y از
است. Y بستۀ زیرفضای Έی S(S) (الف)

.S(S) = {٠} اگر تنها و اگر است پیوسته S ( ب )
.RS(S) = {٠} اگر تنها و اگر است پیوسته RS ( ج )

.R(S(S)) = S(RS) ( د )
آنگاه باشد پیوسته RS اگر قسمی΋ه به است موجود (Z و R از M(مستقل ثابت عدد ( ه )

.∥RS∥ ≤ M∥R∥
R(S(S)) ⊆ آنگاه ST = RS و باشند Y و X روی پیوسته ͳخط عملΎرهای R و T اگر ( و )

.S(S)
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اثبات.
� .١.٢ لم [۴۴] ک. ر.

٢۵



٢ فصل

برای حدسسینگر-ورمر و قضیه
جابجایی باناخ جبرهای

شد. ͳبررس [۴۵] ١٩۵۵ سال در ورمر و سینگر توسط بار اولین باناخ جبرهای روی اشتقاقها برد
داخل ͳجابجائ باناخ جبرهای روی پیوسته(کراندار) اشتقاق هر برد که دادند نشان ورمر و سینگر
نیست. لازم ͳپیوستگ شرط که زدند حدس مقاله آن در آنها همچنین گیرد. ͳم قرار آن رادی΋ال
که بود این حدس این ͳبررس راههای از ͳ΋ی شد. معروف سینگر-ورمر حدس نام به مطلب این
سینگر- قضیۀ بر بنا نتیجه در باشد. پیوسته خودبخود آنها روی اشتقاقهای که کنند پیدا جبرهایی
ایجاد باعث مطلب این میΎیرد. قرار رادی΋ال داخل باناخ جبرهای این روی اشتقاقهای برد ورمر
ͳشرایط چه که می΋ند ͳبررس شاخه این شد. ͳتابع آنالیز در خودکار ͳپیوستگ بنام جدیدی شاخۀ
١٩۶٩ سال در شود. پیوسته T : A → B ͳخط تبدیل که می΋ند ایجاب A,B باناخ جبرهای روی
ثابت او نتیجه است.در پیوسته نیمساده باناخ جبرهای روی اشتقاق هر که داد [١٧]نشان جانسون
[٢٠] خسروی ١٩٨٢ سال در است. برقرار نیمساده باناخ جبرهای برای سینگر-ورمر حدس کرد
قرار رادی΋ال داخل باشد پیوسته Dn ،n ͳطبیع عدد Έی ازای به که ͳاشتقاقهائ برد داد نشان
ابتدا فصل این در کرد. ثابت را سینگر-ورمر [۴۶]حدس توماس ١٩٨٨ سال در بالاخره م�ͳگیرد.
نهایت در و نموده ارائه را جانسون قضایای سپس کنیم. ͳم ثابت و بیان را سینگر-ورمر قضیۀ
ͳجابجائ باناخ جبر Έی را A فصل این در آوریم. ͳم را سینگر-ورمر حدس برای توماس اثبات

شود. تصریح آن خلاف آنکه مΎر م�ͳگیریم، نظر در مختلط

سینگر-ورمر قضیۀ ١.٢

ساده اثبات سینکلر بعداً شد. ورمر[۴۵]ثابت و سینگر توسط ١٩۵۵ سال در سینگر-ورمر قضیۀ
ورمرعلاوه و سینگر اثبات برای آوریم. ͳم را سینکلر اثبات اینجا در کرد. ارائه قضیه این برای تری
این برای دیΎری اثبات پتاک ١٩٧٨ سال در همچنین کنید. [۴]مراجعه به میتوانید فوق مرج΄ بر

کرد[٣۴]. ارائه قضیه
(١٩۵۵ (سینگر-ورمر . ١.١.٢ قضیه

باشد. A روی پیوسته(کراندار) اشتقاق Έی D و مختلط ͳجابجائ باناخ یΈجبر A فرضکنید
.D(A) ⊆ rad(A) آنگاه
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اثبات.
و x ∈ kerϕ داریم .x = a− ϕ(a), ϕ ∈ ΦA, a ∈ Aکنید فرض

D(x) = D(a− ϕ(a)) = D(a)−D(ϕ(a)) = D(a) + ϕ(a)D(١) = D(a) (١.٢)

١.۶.١۵ لم بنابر است A دوطرفۀ ایدآل Έی P = kerϕ چون

Dn(xn) + P = n!D(x)n + P ∀n ∈ N

داریم ϕ(P ) = {٠} چون بنابراین

ϕ(Dn(xn)) = n!ϕ(D(x)n)

نتیجه در
|ϕ(D(x))| = |ϕ(D(x)n)|١/n

=
∣∣ ١
n!ϕ(D

n(xn))
∣∣١/n

= (n!)−١/n |ϕ(Dn(xn))|١/n

≤ ∥D∥∥x∥(n!)−١/n

بنابر١.٢ حال .|ϕ(D(x))| = ٠ پس می΋ند میل صفر سمت به n → ∞ ͳوقت عبارت آخرین چون
.D(a) ∈

∩
ϕ∈ΦA

kerϕ = rad(A) پس است دلخواه ϕ چون .D(a) ∈ kerϕ پس .ϕ(D(a)) = ٠
�

. ٢.١.٢ نتیجه
ندارد. وجود نیمساده مختلط ͳجابجائ باناخ جبر Έی روی ناصفر پیوستۀ اشتقاق هیچ

م�ͳآوریم. را نیمساده باناخ جبرهای روی سینگر-ورمر حدس برای جانسون اثبات حال
داریم. نیاز لم چند به اثبات از قبل

. ٣.١.٢ لم
نگاشت آنگاه باشند. ΦA متمایز عناصر ϕn, . . . , ϕ١ کنید فرض

T : A → Cn

a → (ϕ١(a), . . . , ϕn(a))

بروست). T دیΎر عبارت م�ͳنگارد(به Cn بروی را A

اثبات.
� .[١٧] یا ١٨.١٧ لم [۴] ر.ک.

. ۴.١.٢ لم
است موجود yk ∈ A آنگاه .k ∈ N و باشد ΦA متمایز عناصر از دنباله Έی {ϕn}کنید فرض

به�قسمی΋ه
ϕi(yk) = ٠ ١ ≤ i ≤ k − ١
ϕi(yk) ̸= ٠ i ≥ k

اثبات.
� .١٨.١٩ لم [۴] ر.ک.

٢٧



جابجایی باناخ جبرهای برای سینگر-ورمر حدس و قضیه .٢ سینگر-ورمرفصل قضیۀ .١.٢

. ۵.١.٢ تعریف
است F به A از اشتقاق Έی D گوییم باشد. ΦA روی مختلط توابع تمام جبر F کنید فرض

،ϕ ∈ ΦA هر و a, b ∈ A هر وبه�ازای باشد ͳخط D اگر

[D(ab)](ϕ) = ϕ(a)(D(b))(ϕ) + ϕ(b)(D(a))(ϕ).

کرد. تعریف زیر بصورت Â ⊆ Fبه A از اشتقاق Έی م�ͳتوان A روی D اشتقاق هر با متناظر

D′ : A → F
x → (D(x))̂

است. Â = {â : a ∈ A} به A از اشتقاق Έی D′ که داد نشان میتوان ͳبراحت

. ۶.١.٢ قضیه
به�ازای A روی x → D(x)(ϕ) ͳخط تابعک اگر باشد. F به A از اشتقاق Έی D کنید فرض
تابع Έی D(x) قسمی΋ه به است موجود x ∈ A آنگاه باشد ناپیوسته ΦA از ϕ عضو ͳنامتناه تعداد

است. بی΋ران

اثبات.
� .١ قضیۀ [١٧] ک. ر.

. ٧.١.٢ نتیجه
A در اشتقاق Έی D اگر بالاخص است. پیوسته D آنگاه باشد Â به A از اشتقاق Έی D اگر

است. پیوسته x → (D(x))̂ آنگاه باشد

. ٨.١.٢ نتیجه
ͳمتناه {ϕ ∈ ΦA|D′(ϕ) ̸∈ A′} مجموعۀ آنگاه باشد. A روی اشتقاق Έی D کنید فرض

است). A دوگان A′ از است(منظور

اثبات.
� است. ͳبدیه فوق نتیجۀ به توجه با

[١٧](١٩۶٩ (جانسون . ٩.١.٢ قضیه
است. پیوسته A روی اشتقاق هر آنگاه باشد نیمساده ͳجابجائ جبرباناخ Έی A اگر

اثبات.
بطوری΋ه xn, y ∈ A کنید فرض همچنین باشد. A روی اشتقاق Έی D کنید فرض

lim
n→∞

xn = ٠, lim
n→∞

D(xn) = y

.y = ٠ کنیم ثابت است ͳکاف [III.12.7 [١٠] [ر.ک. بسته نمودار قضیۀ بنابر
نیمساده A (زیرا ϕ(y) = ٠ ، ϕ ∈ ΦA هر به�ازای دهیم نشان است ͳکاف مطلب این اثبات برای

آنگاه باشد پیوسته ϕ )در D(x)̂ (یا D′ϕ است).اگر

ϕ(y) = lim
n→∞

ϕ(D(xn)) = lim
n→∞

D′ϕ(xn) = ٠
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کنید فرض پس است. ͳمتناه {ϕ ∈ ΦA|D′(ϕ) ̸∈ A′} ٢.١.٨ نتیجۀ بنابر اینصورت غیر در
قسمی΋ه به است موجود z ∈ A ٢.١.٣ لم بنابر باشند. مجموعه این متمایز عناصر ϕn, . . . , ϕ١

((١, ٠, . . . , ٠) ∈ Cnزیرا)ϕj(z) = ٠ ، j = ٢, . . . , n به�ازای و ϕ١(z) = ١
ϕj(y) = ٠ ، j = ١, ٢, . . . , n هر به�ازای ادˈعا:

م�ͳگیریم درنظر زیر بصورت را e .ϕ١(y) ̸= ٠ کنید فرض خلف) (فرض

e = ϕ١(y)−١yz.

داریم

ϕ١(e) = ϕ١(ϕ١(y)−١yz) = ϕ١(y)−١ϕ١(y)ϕ١(z) = ϕ١(z) = ١ (٢.٢)

.ϕ١(e) = پس١
بنابراین ϕ(e) = ٠ ، ϕ ∈ ΦA − {ϕ١} هر به�ازای که میشود ثابت مشابه بطریق

ϕ(xe− ϕ١(x)e) = ٠ ∀ϕ ∈ ΦA

درنتیجه .xe − ϕ١(x)e = ٠ بنابراین .∩ϕ∈ΦA
kerϕ = {٠} پس است نیمساده A چون حال

.xe = ϕ١(x)e
A در x هر به�ازای بنابراین .D(e) = ٠ بنابراین .e٢ = ϕ١(e)e = e داریم x = e جاگذاری با

(D(x))e = D(xe)− xD(e) = D(xe) = D(ϕ١(x)e) = ϕ١(x)D(e) = ٠

پس
ye = lim

n→∞
(D(xn))e = lim

n→∞
(D(xn)e) = ٠

امˈا
e = e٢ = ϕ١(y)−١yze = (ye)(ϕ١(y)−١z) = ٠

.ϕ١(y) = پس٠ است. متناقض ϕ١(e) = ١ با این و
، ϕ ∈ ΦA هر به�ازای این بنابر .ϕj(y) = ٠ , j = ٢, . . . , nمیشود ثابت مشابه استدلال با
� .y = پس٠ ϕ(y) = ٠
جدا را A نقاط ΦA اگر است، معادل می΋ند» جدا را A نقاط ΦA»شرط با ͳنیمسادگ شرط چون

(١٩۶٩ است(جانسون پیوسته D آنگاه باشد Â در اشتقاق Έی D و کند

. ١٠.١.٢ نتیجه
است. نیمساده باناخ جبرهای روی اشتقاق تنها صفر

کرد. ثابت را زیر قضیۀ [٢٠] خسروی ١٩٨٢ سال در

. ١١.١.٢ قضیه
باشد پیوسته Dn ،n ͳطبیع عدد Έی به�ازای و A ͳجابجائ باناخ جبر روی اشتقاق Έی D اگر

.D(A) ⊆ rad(A) آنگاه

اثبات.
� .٣ قضیۀ [٢٠] ک. ر.
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. ١٢.١.٢ قضیه
خودتوان عناصر باشد. A روی اشتقاق Έی D و ͳجابجائ باناخ جبر Έی A کنید فرض
قرار e٠A رادی΋ال داخل D|e٠A برد بطوری΋ه دارد وجود A در ١ مجموع با en, . . . , eمتعامد٠

است. منحصربفرد ماکسیمال ایدآل دارای enA, . . . , e١A جبر هر میΎیردو
اثبات.

� .[١٧] ک. ر.
کنیم. بیان را سینگر-ورمر حدس برای توماس اثبات تا داریم ͳآمادگ حال

٢.١.١٢ قضیۀ بنابر باشد. A روی اشتقاق Έی D و ͳجابجائ باناخ جبر Έی A کنید فرض
متعامد خودتوان عناصر از ͳغیرته ͳمتناه مجموعۀ Έی یا میΎیرد قرار رادی΋ال داخل D برد

بطوری΋ه است موجود {e١, e٢, . . . , en}
D(A٠) ⊆ R٠ آنگاه باشد A٠ رادی΋ال R٠ و A٠ = (١− e١ − e٢ − · · · − en)A الف)اگر

م�ͳباشد ei شدۀ الحاق ی΋ۀ با (ͳجابجائ)ال΋رادی باناخ جبر Έی (i = ١, ٢, . . . , n)eiA ب)هر
D(eia) = (Dei)a+ eiDa = داریم a ∈ A هر به�ازای زیرا D(eiA) ⊆ eiA ، i = ١, . . . , n به�ازای و

.eiDa ∈ eiA

در گیرد قرار رادی΋ال داخل D برد اگر زیرا است برقرار حالت دو از ͳ΋ی فقط که کنید توجه
ب قسمت در موردنظر متعامد مجموعۀ این بنابر شود. اختیار e٠ = ١ است ͳکاف ٢.١.١٢ قضیۀ

است. ͳته
جبرباناخ Έی روی اشتقاق هر برد کنیم ثابت است ͳکاف حدس صحت اثبات برای بنابراین
رادی΋ال همان حقیقت در که آن منحصربفرد ماکسیمال ایدآل داخل شده ی΋دار ͳجابجائ رادی΋ال
،i = ١, . . . , n هر به�ازای داریم ح΋م این شدن ثابت صورت در زیرا میΎیرد قرار است جبر آن

نتیجه در D(eiA) ⊆ rad(eiA)

D(A) = D(e٠A) +D(e١A) + · · ·+D(enA)

⊆ rad(e٠A) + · · ·+ rad(enA)

⊆ rad(A)

م�ͳکنیم. استفاده خلف فرض از حدس اثبات برای
.(R# = C⊕R ͳباشد(یعنR شدۀ #Rی΋دار و ͳجابجائ رادی΋ال باناخ RیΈجبر فرضکنید

.D(R#) ̸⊆ R بطوری΋ه باشد R# روی اشتقاق Έی D کنید فرض همچنین
پس (a, λ) = (a, ٠) + λ(٠, ١) داریم (a, λ) ∈ R# هر به�ازای

D(a, λ) = D(a, ٠) + λD(٠, ١) = D(a, ٠)
نتیجه در .D(z) ̸∈ R بطوری΋ه است موجود z ∈ R این بنابر

D(z) ∈ R#\R ⇒ D(z) = (a, λ) a ∈ R, λ ̸= ٠
است. وارونپذیر D(z) = a+ λ١ نتیجه در است پوچتوان شبه پس ، a ∈ R چون

بنابراین م�ͳنگارد. ١ به را z حاصل اشتقاق ، کنیم جایΎزین (D(z))−١D با را D اگر بنابراین
.D(z) = ١ م�ͳکنیم فرض شود وارد ͳخلل استدلال کلیت به اینکه بدون

و باشد R# روی اشتقاق Έی D کنید فرض فوق) نمادهای از استفاده (با فصل ادامۀ در
رادی΋ال داخل D برد چون که کنید توجه م�ͳگیریم. نظر در ثابت فصل پایان تا را z .D(z) = ١
داریم نیاز پیش�نیازها یΈسری به قضیه اثبات برای است. بی΋ران(ناپیوسته) D پس نمیΎیرد قرار

م�ͳکنیم. بیان ابتدا که
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. ١٣.١.٢ تعریف
D ⊂ X زیرفضای باشد. X روی پیوسته ͳخط یΈعملΎر T و باناخ یΈفضای X فرضکنید

،λ ∈ C هر به�ازای اگر گوئیم T-تقسیمپذیر را

.(T − λ)D = D

تولیدشدۀ زیرفضای زیرفضا، این است. بزرگتر همه از ͳ΋ی ، T-تقسیمپذیر زیرفضاهای تمام بین در
است. T-تقسیمپذیر زیرفضاهای تمام اجتماع توسط ͳخط

. ١۴.١.٢ لم
و T طیف σ(T )) .(T − λI)X ̸= X آنگاه λ ∈ ∂(σ(T )) و باناخ فضای Έی X کنید فرض

است) آن مرز ∂σ(T )

اثبات.
� .٢.٢ لم [١٩] ک. ر.

. ١۵.١.٢ قضیه
باشد. ({٠})ͳآنکه�بدیه مΎر نیست بسته تقسیمپذیر فضای زیر Έی

اثبات.
D ̸= {٠} چون باشد. ͳنابدیه بستۀ T-تقسیمپذیر فضای Έی D کنید فرض خلف) (فرض
نگاشت Έی T − λI که است λ اس΋الرهای تمام مجموعۀ σ(T |D) از σ(T∂(منظور |D) ̸= ∅ پس
و (T − λI)D ̸= D فوق لم بنابر .λ ∈ ∂σ(T |D) کنید فرض نیست). D روی پوشا و Έی به Έی
� م�ͳشود. ثابت ح΋م و باطل خلف فرض پس است. متناقض D T-تقسیمپذیری با این
عنصر Έی در ضرب عملΎر T و ͳجابجائ باناخ جبر Έی که م�ͳکنیم کار Xهایی با اینجا در

نوشت. زیر بصورت م�ͳتوان را فوق تعریف فرضها این با است. جبر این ثابت
. ١۶.١.٢ تعریف

a-تقسیمپذیر را A از D زیرفضای باشد. A ͳجابجائ باناخ جبر از عضوی a کنید فرض
،λ ∈ C هر به�ازای گوینداگر

.(λ− a)D = D

م�ͳدهیم. نمایش Da با را a-تقسیمپذیر زیرفضای بزرگترین
که م�ͳدهیم نشان .(λ ∈ C) است ماکسیمال D = (a− λ)D رابطۀ به نسبت Da که کنید توجه
ͳکاف منظور این برای باشد. ماکسیمال فوق رابطۀ به نسبت λ ∈ σ(a) هر به�ازای Da است ͳکاف
هر به�ازای آنگاه باشد برقرار (a − λ)Da = Da رابطۀ ،λ ∈ σ(a) هر به�ازای اگر دهیم نشان است

است. برقرار (a− µ)Da = Da رابطۀ است) σ(a) متمˈم µ(منظور ∈ σ(a)C

داریم λ ∈ σ(a) هر به�ازای است. وارونپذیر a− µ پس µ ∈ σ(a)C چون

(a− λ)(a− µ)−١Da = (a− µ)−١(a− λ)Da

= (a− µ)−١Da

بنابراین .(a− µ)Da ⊆ Da مشابه بطریق .(a− µ)−١Da ⊆ Da پس

Da ⊆ (a− µ)(a− µ)−١Da ⊆ (a− µ)Da ⊆ Da

.(a− µ)Da = Da نتیجه در
.zD = D بطوری΋ه است D ⊆ R# زیرفضای بزرگترین Dz بوضوح است پوچتوان شبه z چون
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. ١٧.١.٢ لم
است. R# ایدآل Έی Dz

اثبات.
داریم t ∈ R# هر به�ازای

a(tDa) = t(aDa) = tDa

� است. R# ایدآل ΈیDa بنابراین .tDa ⊆ Da پس است. a-تقسیمپذیر ،tDa پس

. ١٨.١.٢ لم
.Da ⊆ rad(A) ، a ∈ A هر به�ازای آنگاه باشد. ͳجابجائ باناخ جبر Έی A کنید فرض

اثبات.
داریم باشد. ϕ(a) = λ ∈ C و ΦA از ͳدلخواه عضو ϕ و Da از ͳدلخواه عضو d کنید فرض
بنابر .d = (a− λ)e قسمی΋ه به است موجود e ∈ Da عضو پس d ∈ Da چون و (a− λ)Da = Da

داریم تساوی طرفین بر ϕ دادن تأثیر با این

ϕ(d) = ϕ((a− λ)e) = (ϕ(a)− λ)ϕ(e) = ٠

ͳدلخواه عضو d چون .d ∈
∩

ϕ∈ΦA
kerϕ = rad(A) پس است دلخواه ϕ چون .d ∈ kerϕ پس

� .Da ⊆ rad(A) پس است Da از
و Dz ⊆ R همچنین است. R# بستۀ ایدآل Dz پس است R# ایدآل Έی Dz ٢.١.١٧ لم بنابر

نیست. بسته آنگاه باشد ͳنابدیه Dz اگر

( -لفلر (میتاگ . ١٩.١.٢ قضیه
بزرگترین E اگر باشد. جابجاگر پیوستۀ ͳخط توابع از شمارشپذیر دنبالۀ Έی {Tn} کنید فرض
TnF = F ،n هر به�ازای بطوری΋ه باشد ماکسیمال بستۀ فضای یΈزیر F و Tn-تقسیمپذیر زیرفضای

.E = F آنگاه

اثبات.
� .۵.٣ قضیۀ [١۴] ک. ر.

. ٢٠.١.٢ تعریف
به�ازای اگر است ͳمتناه بستۀ کاهش با a باشد.گوییم A باناخ جبر از عضوی a کنید فرض

.an ∈ Aan+١ , n ∈ N ͳبرخ

به C روی صوری ͳتوان سریهای جبر توسیع جهت و ͳمعرف [١] آلان توسط بار اولین عناصر این
شدند. استفاده باناخ جبر Έی

. ٢١.١.٢ قضیه
معادلند: زیر اح΋ام باشد. A پوچتوان شبه یΈعضو a و ͳجابجائ باناخ یΈجبر A فرضکنید

( است n ̥ͳمتناه بستۀ کاهش از a ͳیعن)an ∈ an+١A(الف
an ∈ aanA(ب

an ∈ Da(ج
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اثبات.
ب) (الف⇐

است. ͳبدیه ح΋م پس an+١A ⊆ aanA نتیجه در .an+١A = aanA ⊆ aanA داریم
ج) ⇐ (ب

.F = anA و باشد a در ضرب عملΎر T کنید فرض .aanA = anA پس an ∈ aanA چون
داریم

TF = aanA = anA = F

.Da = F = anA = aanA میتاگ-لفلر قضیۀ بنابر
است. برقرار ح΋م پس

الف) ⇐ (ج
� است. ͳبدیه ح΋م Da = an+١Da ⊂ an+١A چون

. ٢٢.١.٢ لم

Dz =
∞∩

m=١
zmR

اثبات.
چون دیΎر طرف از .∩∞

m=١ zmR ⊆ Dz بوضوح پس است z-تقسیمپذیر ،∩∞
m=١ zmR چون

Dz = بنابراین .Dz ⊆
∩∞

m=١ zmR پس .Dz = zmDz ⊆ zmR zmDz.پس = Dz،m هر به�ازای
� .∩∞

m=١ zmR

. ٢٣.١.٢ لم
.D(Dz) ⊆ Dz و نیست پوچتوان z

اثبات.
،n ∈ N هر به�ازای (ج) ١.۶.٧ قضیۀ بنابر پس D٢(z) = D(D(z)) = D(١) = ٠ چون

Dn(zn) = n!D(z)n = n!١ ̸= ٠
نیست. پوچتوان z بنابراین .zn ̸= پس٠

داریم n = ١, ٢, . . . هر به�ازای دوم قسمت اثبات برای

D(znR) ⊆ D(zn)R+ znD(R)

⊆ nzn−١R+ znD(R)

⊆ zn−١R+ znD(R)

⊆ zn−١R

(٣.٢)

نتیجه در است R# ایدآل Έی R و z ∈ R زیرا
znD(R) = zn−١(zD(R)) ⊆ zn−١R

فوق لم بنابر .

D(Dz) = D(
∩∞

n=١ znR)

⊆
∩∞

n=١D(znR)

⊆
∩∞

n=١ zn−١R
⊆

∩∞
n=١ znR

= Dz

(۴.٢)
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� م�ͳشود. اثبات ح΋م و

. ٢۴.١.٢ قضیه
.zm٠R = Dz بعلاوه است. m٠ ̥ͳمتناه بستۀ کاهش از z قسمی΋ه به است موجود m٠ ∈ N عدد

اثبات.
� .٢.١٠ [۴۶]قضیۀ ک. ر.

. ٢۵.١.٢ قضیه
کنند: صدق زیر شرایط در که گونه�ای به باشند R عناصر sm١+٠, . . . , s٢, s١ کنید فرض

کند. عاد R#در را , i < j, sisj ͳدوتائ ضرب هر zm١)٠
کند. عاد R#در را , i < j < m, sisjsm ͳسه�تائ ضرب هر z٢m٢)٠

...

کند. عاد R#در را s١s٢ · · · sm١+٠ ͳتائ m٠ + ١ ضرب zm
٢٠(m٠

قسمی΋ه به است موجود ci ∈ R#،i = ١, ٢, . . . ,m٠ + ١ به�ازای آنگاه
m١+٠∏
i=١

(si − zm٠ci) ∈ Dz.

اثبات.
� .٢.٢۵ قضیۀ [۴۶] ک. ر.
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متمرد دستگاه ٢.٢

م�ͳکنیم. تعریف زیر بصورت را عضو k با s-متمرد دستگاه حال
. ١.٢.٢ تعریف

عضو k با s-متمرد دستگاه Έی .k ∈ N و باشد R پوچتوان غیر عضو Έی s کنید فرض
کنند: صدق زیر شرایط در که sR عناصر از {s١, s٢, . . . , sk} عضوی k مجموعۀ از عبارتست

الف)
کند. عاد R#در را , i < j, sisj متمایز ͳدوتائ ضرب هر s (١

کند. عاد R#در را , i < j < m, sisjsm متمایز ͳسه�تائ ضرب هر s٢)٢

...

کند. عاد R#در را s١s٢ · · · sk ͳتائ k ضرب sk−١(k − ١
قسمی΋ه به باشد موجود ci ∈ R# , i = ١, ٢, . . . ,m٠ + ١ هر به�ازای ب)

sup
n

∥∥∥∏k
i=١(si − sci)

n
∥∥∥١/n

∥skn∥١/n
= +∞.

توجه.
اینصورت درغیر زیرا ∏k

i=١(si − sci) ̸∈ skR# که میشود نتیجه (ب) خاصیت از
k∏

i=١
(si − sci) = ska , a ∈ R#

نتیجه در

supn
∥∏k

i=١(si−sci)
n∥١/n

∥skn∥١/n = supn
∥(sknan∥١/n
∥skn∥١/n

≤ supn ∥an∥١/n

= r(a)

< +∞

(۵.٢)

که م�ͳدهیم نشان باشد. پوچتوان غیر s و s ∈ sR, s ∈ R م�ͳکنیم فرض فصل این ادامۀ در
را دستگاه این بعلاوه است. موجود عضو k با s-متمرد دستگاه k ∈ N هر به�ازای فوق فرض با

گیرد. قرار مبدأ ͳΎهمسای هر در که ساخت بΎونه�ای م�ͳتوان
می΋نیم. استفاده رادی΋ال خاصیت و باناخ جبرهای خاصیت از دستگاه این ساختن برای

در . lim
α→∞

eαs = s قسمی΋ه به است موجود R در {eα}α∈N دنبالۀ پس s ∈ sR ، فرض بنابر
آنگاه λ ∈ C− {٠} اگر حال گرفت. نظر در کراندار نم�ͳتوان را {eα}α∈N دنبالۀ ͳکل حالت

lim
α→∞

(λ+ (١− λ)eα)s = s

در و eα زیرا است (وارونپذیر) ی΋ال که است این (λ ̸= ٠), λ + (١ − λ)eα با کردن کار مزیت
است. پوچتوان شبه (١− λ)eα نتیجه

م�ͳسازیم. s-متمرد دستگاه Έی حال
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i = هر به�ازای سپس م�ͳکنیم. مشخص را λ مقادیر ابتدا متمرد دستگاه Έی ساختن برای
در فوق ش΋ل به ی΋الهایی از مناسب ͳنامتناه حاصلضرب Έی در s حاصلضرب را si ،١, . . . , k
م�ͳکنیم انتخاب ای گونه به را {λij}∞j=١ ثابت دنبالۀ k ،i = ١, ٢, . . . , k به�ازای پس م�ͳگیریم. نظر

،i = ١, ٢, . . . , k هر به�ازای که

lim
j→∞

|λi١λi٢ · · ·λij | = +∞ (۶.٢)

, (i = ١, ٢, . . . , k), {uij}∞j=١ ی΋الها از دنباله k که داریم نیاز سپس

uij = (λij + (١− λij)eαij )

سپس کند. صدق موردنظر شرایط در uijکه میشود اختیار ای گونه به N در αij کنیم. انتخاب
چون که کنید توجه .si = limj→∞ sui١ui٢ · · ·uij ، i = ١, ٢, . . . , kهر به�ازای م�ͳدهیم نشان

∥sui١ui٢ · · ·uij − sui١ui٢ · · ·ui(j+١)∥ ≤ ∥ui١ui٢ · · ·uij∥∥s− sui(j+١)∥

Έکوچ دلخواه اندازۀ به بزرگ) ͳکاف اندازۀ به αi(j+١) انتخاب (با م�ͳتوان را ∥s−sui(j+١)∥ چون و
حاصلضرب م�ͳشود. حاصل فوق حد ͳرائΎهم ،ͳاستقرائ بصورت uij ی΋الهای انتخاب با کرد،

که م�ͳدهیم نمایش µij + rij با را ui١ui٢ · · ·uij ی΋الهای

(j ∈ N, i = ١, ٢, . . . , k)rij ∈ R, µij = λi١λi٢ · · ·λij ∈ C

ͳاستقرائ روش به را متمرد دستگاه Έی بعد قضیۀ در . lim
j→∞

|µij | = +∞ ۶.٢ رابطۀ بنابر پس

موجود متعددی متمرد دستگاههای است مم΋ن بوضوح ساخت روش عمومیˈت بنابر م�ͳسازیم.
باشد.

. ٢.٢.٢ قضیه
R# در {ukj}∞j=١, . . . , {u١j}∞j=١ ی΋الهای از دنباله k م�ͳتوان باشد. شده داده ϵ > ٠ کنید فرض
(الف)و(ب)و(ج)و(د) شرایط در قسمی΋ه به کرد اختیار N در {nj}∞j=١ توانهای از دنباله Έی و

کنند: صدق زیر
(الف)

هستند. همΎرا {sui١ui٢ · · ·uij}∞j=١ دنباله�های ،i ∈ {١, ٢, . . . , k} هر به�ازای (١)
متمایز دوتایی�های دنباله�های ،m < n،m,n ∈ {١, ٢, . . . , k} هر به�ازای (٢)

{s(um١un١)(um٢un٢) · · · (umjunj)}∞j=١

هستند. همΎرا
...

همΎراست. {s(u١١u٢١ · · ·uk١)(u١٢u٢٢ · · ·uk٢) · · · (u١ju٢j · · ·ukj)}∞j=١ دنبالۀ (k-١)
،j ∈ N هر به�ازای و i ∈ {١, ٢, . . . , k} هر به�ازای (ب)

∥s− sui١ui٢ · · ·uij∥ <
ϵ

٢
است. برقرار ذیل شرط j ∈ N هر به�ازای (ج)
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آنگاه ∥ci∥ < ١
٢ |µij | ،i = ١, ٢, . . . , k هر به�ازای قسمی΋ه به ci ∈ R# و n ≥ nj اگر

(۴− ١/j)−k <

(
k∏

i=١
|µij |

)−١
∥skn∥−١/n

∥∥∥∥∥
k∏

i=١
((sui١ui٢ · · ·uij) + sci)

n

∥∥∥∥∥
١/n

است: برقرار ذیل شرط آنگاه m ≥ j و m, j ∈ Nاگر (د)
آنگاه ∥ci∥ < ١

٢ |µij | ،i = ١, ٢, . . . , k هر به�ازای قسمی΋ه به ci ∈ R# اگر

(۴− ١/m)−k <

(
k∏

i=١
|µij |

)−١
∥sknj∥−١/nj

∥∥∥∥∥
k∏

i=١
((sui١ui٢ · · ·uim) + sci)

nj

∥∥∥∥∥
١/nj

اثبات.
ارائه آن ͳاستقرائ ساختار از مختصری شرح و شرایط این ͳبررس علت مورد در ͳتوضیحات ابتدا

م�ͳکنیم.
تعریف lim

j→∞
sui١ui٢ · · ·uij مساوی siها(که تعریف برای که است ͳرائΎهم همان (الف) شرط

s از مناسبی توان بر متمایز siهای حاصلضرب اینکه از اطمینان برای و ،i = ١, ٢, . . . , k،(شود�ͳم
است. نیاز مورد (٢.٢.١ تعریف (الف) است(شرط پذیر بخش

اگر ، نم�ͳشود تکرار دنباله�ای هیچ در uij از هیچ΋دام چون و داریم دنباله ͳمتناه تعداد چون
برقرار ͳبراحت ͳرائΎهم آنگاه شود انتخاب (m < n)unj از قبل umj ای لغت�نامه ترتیب Έی با

م�ͳشود.
،i = ١, ٢, . . . , k هر به�ازای که م�ͳکند ایجاب و است (الف) شرط برای ΈکمΈی (ب) شرط

م�ͳگیرد. قرار ϵ شعاع به s ͳΎهمسای Έی در si∏k
i=١ |µij | که کنید است.(توجه لازم ٢.٢.١ تعریف از (ب) شرط برقراری جهت (ج) شرط

م�ͳکند) میل بینهایت سمت به
وجود تصدیق جهت م�ͳشود. انتخاب ukj , . . . , u٢j , u١j ی΋الهای انتخاب از بعد nj ͳطبیع عدد

داریم نیاز زیر (ب)و(ج) (الف)، های لم به njها

به دیΎری ی΋الهای اگر که م�ͳکند ایجاب شرط این است. (ج) شرط م΋مل (د) شرط
است. برقرار دوباره (ج) شرط شود استفاده nj توان و شود اضافه sui١ · · ·uij ͳجزئ حاصلضربهای
را ،j < m،ͳقبل njهای تمام که است برقرار ͳصورت در خاصیت این که م�ͳدهد نشان زیر (د) لم

شود. مشخص م�ͳشود، انتخاب uim هنگامی΋ه
م�ͳکنیم. اثبات را زیر ͳ΋کم های لم حال

(الف) لم
به�ازای ذیل شرط قسمی΋ه به است موجود t به وابسته N ͳطبیع عدد .t ∈ R کنید فرض

م�ͳباشد: برقرار n ≥ N,n ∈ N
آنگاه ∥y∥ < ١

٢ و y ∈ R# اگر
∞∑
j=٠

∥∥∥∥(−n

j

)
(١+ t)n+jyj

∥∥∥∥ < ٣n.

اثبات.
ϵ < ١

۵ است ͳکاف)
(
(١+ ϵ)−١ − ١

٢
)
> ١

٣ بطوری΋ه باشد مثبت ͳحقیق عدد Έی ϵ کنید فرض
داریم شود). انتخاب

٣٧
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(r(t) = ٠ و ١t = t١ +١)r(زیرا t) ≤ r(١) + r(t) = r(١) ≤ ١ < ١+ ϵ

⇒ r(١+ t) = lim
m→∞

∥(١+ t)m∥١/m < ١+ ϵ

بزرگ، ͳکاف اندازۀ به N به�ازای پس

∥(١+ t)N∥١/N < ١+ ϵ ⇒ ∥(١+ t)N∥ < (١+ ϵ)N

بنابراین .| yx | < ١ که است برقرار ͳصورت در (x ̸= ٠), x, y ∈ R, (x+ y)−n ای جمله دو ∞∑بسط
j=٠
∥∥∥(−n

j

)
(١+ t)n+jyj

∥∥∥ ≤
∑∞

j=٠
∣∣∣(−n

j

)∣∣∣ (١+ ϵ)n+j٢−j

=
∑∞

j=٠
(−n

j

) (
(١+ ϵ)−١

)−n−j
(−١

٢)j

=
(
(١+ ϵ)−١ − ١

٢
)−n

< ٣n.
(٧.٢)

�
(ب) لم

برای {nm}j−١m=١ و {ukm}jm=١, . . . , {u٢m}jm=١, {u١m}jm=١ و باشد ثابت j ∈ N کنید فرض
n ≥ nj , n ∈ N هر به�ازای زیر ح΋م بطوری΋ه موجوداست nj ∈ N آنگاه باشند. شده انتخاب j ≥ ٢

است: برقرار
آنگاه ∥c∥ < ١

٢ |µij | و c ∈ R# و i ∈ {١, ٢, . . . , k} اگر

|µij |n∥ ((µij + rij) + c)−n ∥ < ٣n.

اثبات.
صدق ح΋م در که بیابیم ni Έی ،i ∈ {١, ٢, . . . , k} هر به�ازای است ͳکاف ح΋م اثبات برای

بΎیریم. نظر در ni بزرگترین را nj سپس و کند
ͳجابجائ باناخ جبر عناصر b و aاگر که کنید توجه بΎیرید. نظر در ثابت را i ∈ {١, ٢, . . . , k}
بسط باشد ١ از کمتر b

a ͳطیف شعاع صورتی΋ه در آنگاه ،n ∈ N و وارونپذیر a قسمی΋ه به باشند
آنگاه b = c

µij
و a =

µij+rij
µij

اگر حال است. برقرار (a+ b)−n = a−n(١+ b
a)

−n ای دوجمله

r( b
a
) = limn→∞ ∥( b

a
)n∥١/n

= limn→∞

∥∥∥( c
µij+rij

)n∥∥∥١/n
≤ ∥c∥

∥µij+rij∥

≤
١
٢ |µij |

|µij |+∥rij∥

≤ ١
٢

(٨.٢)

σ(
rij
µij

) = ͳیعن است پوچتوان شبه پس است رادی΋ال به متعلق rij
µij

چون ،µij+rij
µij

= ١+ rij
µij

داریم
داریم باشد آن وارون p کنید فرض است. وارونپذیر ١+ rij

µij
پس {٠}(

µij + rij
µij

)
p = ١⇒ (µij + rij)p = µij

µijp+ rijp = µij ⇒ rijp = µij(١− p) ∈ R
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.(١+ t) =
(
µij+rij

µij

)−١
و t = −(١− p) ∈ R پس ١− p ∈ R نتیجه در

کنید فرض

(١+ t) =

(
µij + rij

µij

)−١
, y =

c

µij

آنگاه n ≥ ni اگر آنگاه باشد. (الف) لم در شده ͳمعرف N همان ni و

|µij |n∥ ((µij + rij) + c)−n ∥ =
∥∥∥((١+ t)−١ + y

)−n
∥∥∥

=
∥∥∥∑∞

j=٠
(−n

j

)
((١+ t)−١)−n−jyj

∥∥∥
≤

∑∞
j=٠
∥∥∥(−n

j

)
(١+ t)n+jyj

∥∥∥
< ٣n

(٩.٢)

� است. برقرار ح΋م پس
(ج) لم

است. برقرار (ج) شرط بطوری΋ه دارد وجود njی (ب) لم فرضهای بودن برقرار فرض با
اثبات.

کنید فرض باشد. (ب) لم در شده ͳمعرف nj مساوی یا بزرگتر ͳطبیع عدد Έی n کنید فرض
،i = ١, ٢, . . . , k به�ازای

.∥ci∥ ≤ ١
٢ |µij | , ci ∈ R#

(ب) لم بنابر چون این بنابر بود. شده انتخاب پوچتوان غیر s که کنید توجه
(
∥((ui١ui٢ · · ·uij) + ci)

−n∥
|µij |−n

)−١
> ٣−n

پس

٣−kn∥skn∥ < ∥skn∥
(∏k

i=١
∥((ui١ui٢···uij)+ci)

−n∥
|µij |−n

)−١
≤ ∥skn∥

(∏k
i=١ |µij |n

)−١ ∥∥∥∏k
i=١((ui١ui٢ · · ·uij) + ci)

−n
∥∥∥−١

≤
(∏k

i=١ |µij |
)−n ∥∥∥∏k

i=١((sui١ui٢ · · ·uij) + sci)
n
∥∥∥

(١٠.٢)

(۴− ١
j )

−١ ≤ ١−٣ اینکه به توجه با همچنین و طرفین از nام ریشۀ گرفتن و ∥skn∥ بر طرفین تقسیم با
� م�ͳشود. اثبات ح΋م

(د) لم
شده انتخاب {np}mp=١ و {ukp}mp=١, . . . , {u١p}mp=١ کنید m.فرض ≥ jو m,n ∈ N کنید فرض

،i = ١, ٢, . . . , k به�ازای باشند.اگر

∥sui١ui٢ · · ·uim − sui١ui٢ · · ·uimui(m+١)∥

است: برقرار زیر ͳبازگشت خاصیت آنگاه باشد Έکوچ ͳکاف اندازۀ به
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آنگاه ∥ci∥ < ١
٢ |µij | , ci ∈ R# و i = ١, ٢, . . . , k هر به�ازای اگر

(۴− ١
m
)−k <

(
k∏

i=١
|µij |

)−١
∥sknj∥−١/nj

∥∥∥∥∥
k∏

i=١
((sui١ui٢ · · ·uim) + sci)

nj

∥∥∥∥∥
١/nj

که م�ͳکند ایجاب
(۴− ١

m+١)−k <
(∏k

i=١ |µij |
)−١

∥sknj∥−١/nj∥∥∥∏k
i=١
(
(sui١ui٢ · · ·uimui(m+١)) + sci

)nj

∥∥∥١/nj

.

اثبات.
m ≥ j به�ازای (د) شرط نامساوی اگر شده، داده jی به�ازای که م�ͳکند بیان درحقیقت ح΋م
م�ͳدهیم، کاهش را ͳپایین کران عملا̈ که کنید توجه است. برقرار نیز m+١ برای آنگاه باشد برقرار

م�ͳکند. صدق شرط در که است ciهایی تمام روی اینفیموم (۴− ١
m)−k زیرا

ایجاب لم این استقرا). اولیۀ است(شرط برقرار m = j به�ازای (د) شرط (ج)، شرط به توجه با
لم اولیۀ شرط در بطوری΋ه شوند انتخاب مناسب uk(m+١), . . . , u١(m+١) ی΋الهای اگر که م�ͳکند
م�ͳگیریم. نظر در ثابت را nj اینجا در که م�ͳکنیم تأکید است. برقرار (د) شرط آنگاه کنند صدق

بین تفاضل مطلق )قدر
k∏

i=١
|µij |

)−nj

∥sknj∥−١
∥∥∥∥∥

k∏
i=١

(
(sui١ui٢ · · ·uimui(m+١)) + sci

)nj

∥∥∥∥∥
)و

k∏
i=١

|µij |

)−nj

∥sknj∥−١
∥∥∥∥∥

k∏
i=١

((sui١ui٢ · · ·uim) + sci)
nj

∥∥∥∥∥
م�ͳدهیم. نشان ∆ با را

م�ͳکنیم تعریف p = m,m+ ١ به�ازای

B(i, p) =
sui١ui٢ · · ·uip

µij

اگر که کنید انتخاب ای گونه به را δ > ٠ ،ϵ > ٠ هر به�ازای
آنگاه (i = ١, ٢, . . . , k)∥yi∥ ≤ ١

٢∥s∥, yi ∈ R# اگر و (i = ١, . . . , k)∥Ci∥ < δ,Ci ∈ R#

∥sknj∥−١
∥∥∥∥∥

k∏
i=١

(Ci + (B(i,m) + yi)
nj )−

k∏
i=١

(B(i,m) + yi)
nj

∥∥∥∥∥ < ϵ

آنگاه ∥Ci∥ → ٠ اگر که است این δی چنین وجود دلیل

Ci + (B(i,m) + yi)
nj −→ (B(i,m) + yi)

nj

Έکوچ با این بنابر م�ͳکند. میل دو̷م طرف ͳتائk حاصلضرب به او̷ل طرف ͳتائ k پسحاصلضرب
کرد. ایجاد را موردنظر شرط م�ͳتوان ͳکاف اندازۀ به δ کردن

و yi = (sci)/µij انتخاب با

Ci =

nj−١∑
p=٠

(
nj

p

)
(B(i,m+ ١)−B(i,m))nj−p (B(i,m) + yi)

p

۴٠
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،i = ١, ٢, . . . , k به�ازای فرض به بنا چون و ∥yi∥ ≤ ١
٢∥s∥ ،i = ١, ٢, . . . , k به�ازای داریم

∥sui١ui٢ · · ·uim − sui١ui٢ · · ·uimui(m+١)∥

داریم اینصورت در .∥Ci∥ < δ داریم پس کرد Έکوچ ͳکاف اندازۀ به م�ͳتوان را

∆ ≤ ∥sknj∥−١
∥∥∥∏k

i=١ (B(i,m+ ١) + yi)
nj −

∏k
i=١ (B(i,m) + yi)

nj

∥∥∥
≤ ∥sknj∥−١∥

∏k
i=١ (B(i,m+ ١)−B(i,m) +B(i,m) + yi)

nj −∏k
i=١ (B(i,m) + yi)

nj ∥

= ∥sknj∥−١∥
∏k

i=١(
∑nj

p=٠
(
nj
p

)
(B(i,m+ ١)−

B(i,m))nj−p (B(i,m) + yi)
p)−

∏k
i=١ (B(i,m) + yi)

nj ∥

= ∥sknj∥−١
∥∥∥∏k

i=١ (Ci + (B(i,m) + yi)
nj )−

∏k
i=١ (B(i,m) + yi)

nj

∥∥∥
< ϵ.

(١١.٢)

� م�ͳشود. کامل لم اثبات ϵ = (۴− ١
m)−knj − (۴− ١

m+١)−knj انتخاب با
کند صدق (د) و (الف)،(ب)،(ج) شرطهای در که ͳاستقرائ ساختار ͳدرست فوق لم چهار
انتخاب ای گونه به ukj , . . . , u٢j , u١j ی΋الهای از k-بلوک هر خلاصه بطور م�ͳکند. ایجاب را
م�ͳشود اختیار ای گونه به ی΋ال هر م�ͳشود. انتخاب unj از قبل umj ،m < n به�ازای که م�ͳشوند
تعیین ای گونه به nj بلوک، این انتخاب از بعد باشند. برقرار (د) و (الف)،(ب) شرطهای که
� م�ͳشود. کامل قضیه اثبات بنابراین باشد. برقرار (ج) شرط که م�ͳشود

. ٣.٢.٢ نتیجه
،i = ١, ٢, . . . , k به�ازای کنید فرض است. شده داده ϵ > ٠
si = lim

j 7→∞
sui١ui٢ · · ·uij

k با s-متمرد دستگاه Έی {s١, s٢, . . . , sk} آنگاه باشند. قبل قضیۀ در شده ساخته عناصر uijها که
.∥s− si∥ < ϵ ،i = ١, ٢, . . . , k به�ازای بعلاوه م�ͳدهد. تش΋یل عنصر

اثبات.
شرط بنابر .si ∈ sR ،i = ١, ٢, . . . , k به�ازای پس است بسته ایدآل Έی sR و s ∈ sR چون
که م�ͳکند ایجاب فوق قضیۀ الف شرط .∥s − si∥ < ϵ ،i = ١, ٢, . . . , k به�ازای فوق قضیۀ (ب)
(s١s٢ = s

(
lim
j 7→∞

(s(u١١u٢١)(u١٢u٢٢) · · · (u١ju٢j)
)
است(مثلا̈ برقرار ٢.٢.١ تعریف (الف) شرط

(ب) شرط کنید فرض م�ͳکنیم. استفاده خلف برهان از (ب) شرط برقراری دادن نشان برای
است موجود M ∈ R+ آنگاه نباشد. برقرار (i = ١, ٢, . . . , k)ci ∈ R# به�ازای ٢.٢.١ تعریف از

بطوری΋ه

sup
n

∥
∏∞

i=١(si − sci)
n∥

١
n

∥skn∥
١
n

≤ M

∥ci∥ < ١
٢ |µij | که کرد اختیار بΎونه�ای را j ∈ N م�ͳتوان پس . lim

j 7→∞
|µij | = ∞ ،۶.٢ رابطۀ بنابر

و (i = ١, ٢, . . . , k)
k∏

i=١
|µij | > ۴k(M + ١)

۴١
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،i = ١, ٢, . . . , k به�ازای چون
lim

m>j,m 7→∞
sui١ui٢ · · ·uij · · ·uim = si

قسمی΋ه به است موجود m > j,m ∈ N k∏∥∥∥بنابراین
i=١((sui١ui٢ · · ·uim)− sci)

nj

∥∥∥
∥sknj∥

< (M + ١)nj

م�ͳشود نتیجه (د) شرط k∏∥∥∥از
i=١((sui١ui٢ · · ·uim) + s(−ci))

nj

∥∥∥
∥sknj∥

>

(∏k
i=١ |µij |

)nj

(۴− ١
m)knj

> (M + ١)nj

تش΋یل s-متمرد دستگاه Έی {s١, s٢, . . . , sk} و است باطل خلف فرض پس است تناقض این و
� م�ͳدهد.

اثباتحدسسینگر-ورمر ٣.٢

قضیۀ در ماست نیاز مورد سینگر-ورمر حدس اثبات جهت که ͳم΋ح قبل قضیۀ چند جمعبندی با
است. آمده زیر

. ١.٣.٢ قضیه
در که باشد R از عضوی s کنید فرض باشد. ͳجابجائ رادی΋ال باناخ جبر Έی R کنید فرض
و مبدأ از U ͳΎهمسای هر به�ازای آنگاه کند. صدق « s ∈ sR و است پوچتوان غیر s » شرطهای

است. موجود U ∩ sR در عضو k از s-متمرد دستگاه Έی ،k ∈ N

اثبات.
قضیه این نظر مورد دستگاه�متمرد م�ͳسازیم. ٢.٢.٣ نتیجۀ طبق را siها ،i = ١, ٢, . . . , k به�ازای

از عبارتست
{(s− s١), (s− s٢), . . . , (s− sk)}

� م�ͳگیرد. قرار U ∩ sR در ،Έکوچ ͳکاف اندازۀ به ϵ به�ازای که
کنیم. اثبات را سینگر-ورمر حدس تا است مساعد زمینه حال

. ٢.٣.٢ قضیه
باشد. R# ͳیعن R ͳجابجائ رادی΋ال باناخ جبر شدۀ ی΋دار روی اشتقاق Έی D کنید فرض

.(D(R#) ⊆ R) م�ͳگیرد. قرار (R ͳیعن)R# رادی΋ال داخل در D برد آنگاه

اثبات.
٢.١.٢٣ لم بنابر بΎیرید. نظر در s = zm٠ و ٢.١.٢۴ قضیۀ در شده ͳمعرف عدد را m٠
.s ∈ sR و است پوچتوان غیر s = zm٠ پس است پوچتوان غیر z چون ٢.١.٢۴ قضیۀ و
m٠ + ١ از s-متمرد دستگاه Έی s ͳΎهمسای هر در فوق قضیۀ بنابر ،k = m٠ + ١ کنید فرض

که کنید توجه است. موجود {s١, s٢, . . . , smعضوِ{١+٠
م�ͳکند. عاد R#در را , i < j, sisj متمایز ͳدوتائ ضرب هر s = zm١)٠
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م�ͳکند. عاد R#در را , i < j < m, sisjsm متمایز ͳسه�تائ ضرب هر s٢ = z٢m٢)٠

...

کند. ͳم عاد R#در را s١s٢ · · · sm١+٠ ͳتائ m٠ + ١ ضرب sm٠ = zm
٢٠(m٠

قسمی΋ه به است موجود ci ∈ R# , i = ١, ٢, . . . ,m٠ + ١ هر به�ازای ٢.١.٢۵ قضیۀ بنابر
m١+٠∏
i=١

(si − zm٠ci) =
m١+٠∏
i=١

(si − sci) ∈ Dz

t ∈ R چون این بنابر .∏m١+٠
i=١ (si − sci) = sm١+٠t بطوری΋ه است موجود t ∈ R خاص، حالت در

داریم r(t) = پس٠

sup
n

∥∥∥∏m١+٠
i=١ (si − sci)

n
∥∥∥١/n

∥s(m١+٠)n∥١/n
≤ sup

n
∥tn∥١/n < +∞.

ح΋م و است باطل خلف فرض بنابراین است. متناقض {s١, s٢, . . . , sm١+٠} بودن متمرد با این و
� م�ͳشود. اثبات
اعمˈ اشتقاق هر برد مربوطه، توضیحات و جانسون توسط شده ثابت قضایای به توجه با بنابراین

م�ͳشود. ثابت سینگر-ورمر حدس م�ͳگیردو قرار رادی΋ال داخل در ناپیوسته و پیوسته از
جبرهای روی اشتقاقهای مورد در شده ثابت قضایای آوری جم΄ به اقدام ١٩٩٠ سال در رونده
کرد. ارائه سینگر-ورمر حدس برای ساده�تری اثبات مجموعه این در وی کرد[۴١]. ͳجابجائ باناخ
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٣ فصل

ͳجابجائ غیر حدسسینگر-ورمر

پیش فصل نتایج که است این م�ͳرسد نظر به دوم فصل خواندن از پس که چیزی اولین است ͳطبیع
جبرهای به سینگر-ورمر حدس و قضیه تعمیم امˈا دهیم. تعمیم ͳجابجائ غیر باناخ جبرهای به را
نیست برقرار نیز کراندار(پیوسته) اشتقاقهای برای ͳحت ͳفرض کردن اضافه بدون ͳجابجائ غیر باناخ

زیرا
در ای گونه به را a ∈ A عنصر و باشد ͳجابجائ غیر و نیمساده باناخ جبر Έی A کنید فرض

اینصورت در نباشد. ،A مرکز ،Z(A)در که بΎیرید نظر

δa : A → A

x → [a, x] = ax− xa

نم�ͳگیرد. قرار است) صفر (که رادی΋ال داخل آن برد این بنابر است. ناصفر و کراندار اشتقاق Έی
این از کدام هر داده�اند. تعمیم ͳغیرجابجائ حالت به مختلف طُرˇق به را سینگر-ورمر حدس
سینگر- حدس یا قضیه ͳجابجائ حالت در که است باناخ جبر در ͳمهم قضایای بر ͳمبتن تعمیمها

م�ͳدهد. نتیجه را ورمر
شد. ارائه سینگر-ورمر قضیۀ برای [۵۴] یود توسط ١٩٨۴ سال در تعمیم اولین

را اولیه ایدآلهای باناخ، جبر Έی روی کراندار اشتقاق هر که کرد ثابت ١٩۶٩ سال در سینکلر
فوق قضیۀ از سینگر-ورمر قضیۀ ͳجابجائ باناخ جبرهای در .( ١.۶.١۶ م�ͳدارد(قضیۀ نگه ثابت
D(rad(A)) م�ͳدارد(⊇ نگه پایا را رادی΋ال پیوسته اشتقاق هر قضیه این بنابر زیرا م�ͳشود نتیجه
D(A) ⊆ ͳیعن Drad(A)

= ٠ جانسون قضیۀ بنابر پس است نیمساده A

rad(A)
چون و (rad(A)

داده�اند. تعمیم ͳجابجائ غیر حالت به را سینگر-ورمر حدس طریق این از لذا .rad(A)

است. زیر صورت به است معروف ͳجابجائ غیر سینگر-ورمر قضیۀ به که باز سئوال این

م�ͳدارد.» نگه پایا را اولیه ایدآل هر باناخ، جبر Έی روی اشتقاق «هر

لزوماً تساوی این ͳجابجائ غیر باناخ جبرهای در امˈا .rad(A) = Q(A) ͳجابجائ حالت در
ͳشرایط دادن قرار با تعمیمها از پاره�ای لذا .rad(A) ⊆ Q(A) داریم همواره بل΋ه نیست برقرار
کردن ͳموضع تعمیم، روشهای دیΎر از م�ͳگیرد. قرار Q(A) داخل اشتقاق برد که اند کرده ثابت
داشتن با که م�ͳشود بحث اعضایی روی ، اشتقاق برد روی بحث جای به که ͳمعن این به است قضیه

م�ͳگیرد. قرار (...،Q(A) rad(A)(یا داخل اشتقاق تحت آنها تصویر ͳشرایط چه
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بصورت نمایشدهیم ͳدرون اشتقاق با را کلینکِ-شیرکوف(١٢.۶.١) قضیه فرضهای اگر مثلا̈
م�ͳآید. در زیر شرط دو از ͳ΋ی

δ٢a(b) = ٠ (١
[a, δa] = ٠ (٢

م�ͳشود: ایجاد زیر سئوال دو دهیم قرار D دلخواه اشتقاق ،ͳدرون اشتقاق جای به اگر حال
است؟ پوچتوان شبه D(a) که م�ͳکند ایجاب (a ∈ A به�ازای )D٢(a) = ٠ شرط آیا الف)

است؟ پوچتوان شبه D(a) که م�ͳکند ایجاب (a ∈ A (به�ازای [a,D(a)] = ٠ شرط آیا ( ب
نشان رونده و ماتیو است. مثبت جواب باشد کراندار D اگر کردند ثابت [٢٨] ͳمورف و ماتیو
آنگاه ([a,D(a)] ∈ Z(A) ضعیف�تر شرط ͳحت (یا [a,D(a)] = ٠ ، a ∈ A هر اگربه�ازای که دادند

م�ͳگیرد. قرار رادی΋ال داخل D برد که م�ͳشود نتیجه نیز کرانداری شرط حذف با
سئوال امˈا است مثبت فوق الف سئوال ΁پاس که داد نشان (٣.٢.٢٠ (قضیۀ توماس بالاخره

است. مطرح باز مسأله Έی عنوان به هنوز (ب)
م�ͳپردازیم. دیΎر تعمیمهای ای پاره و فوق تعمیمهای ͳبررس به فصل این در

ͳغیرجابجائ سینگر-ورمر قضیۀ ١.٣

جبر Έی روی پیوسته اشتقاق Έی برد م�ͳکند ایجاب که م�ͳکنیم ͳبررس را ͳشرایط بخش این در
بیان را پیوسته اشتقاقهای با کار برای مؤثر ابزار Έی ابتدا میΎیرد. قرار رادی΋ال داخل باناخ،

م�ͳکنیم.
را A شد بیان قبلا̈ که همانطور باشد. A باناخ جبر روی کراندار اشتقاق Έی D کنید فرض
ͳخط عملΎرهای تمام باناخ جبر B = B(A) کنید فرض حال گرفت. نظر در ی΋دار م�ͳتوان
م�ͳتوان را A ،La(x) = ax که a 7→ La چپ از منظم نمایش با باشد. A روی کراندار(پیوسته)
م�ͳشود تبدیل ͳدرون اشتقاق Έی به B روی D ترتیب این با گرفت. نظر در B بستۀ زیرجبر Έی

ͳیعن
LD(a) = −[La, D] = [D,La].

تعمیم برای Έتکنی این از است. ͳدرون بزرگتر جبر Έی روی کراندار اشتقاق هر فوق روند با پس
علاوه م�ͳشود. استفاده کراندار اشتقاقهای به ͳدرون اشتقاقهای روی شده اثبات قضایای از پاره�ای
یΈمسئلۀ این است؟ ͳدرون بزرگتر یΈجبر روی اشتقاق هر آیا که م�ͳشود مطرح سئوال این این بر

است. باز
سینگر-ورمر حدس تعمیم، این اثبات زمان تا که کنید توجه م�ͳکنیم. بیان را یود تعمیم ابتدا

بود. نشده ثابت
م�ͳآوریم. را داریم نیاز یود تعمیم اثبات برای که لم و قضیه Έی ابتدا

(١٩٨۴ (یود . ١.١.٣ قضیه
ͳاصل مؤلفۀ از (منظور باشد G(A) ͳاصل مؤلفۀ G١ و A وارونپذیر عناصر گروه G(A) فرضکنید
ͳهمریختΈیW کنید فرض همچنین است). ی΋ه عضو حاوی که است G(A) از مؤلفه آن ،G(A)

.S(W ) = {v ∈ G(A)|v−١W (v) ∈ Z(A)} و باشد A چΎال زیرمجموعۀ Έی بروی A از پیوسته
معادلند: زیر اح΋ام

.G١ ⊆ S(W ) الف)
.(Wδa = δaW)شود�ͳم جابجا ͳدرون اشتقاق هر با W ( ب
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.(I −W )(A) ⊆ Z(A) ( ج

اثبات.
� .٢.١ قضیۀ [۵۴] ک. ر.

. ٢.١.٣ لم
آنگاه G١ ⊆ S(W ) و W (P ) ⊆ P و باشد A اولیه ایدآل Έی P اگر فوق قضیۀ نمادهای با

.(I −W )(A) ⊆ P

اثبات.
� .٢.٣ نتیجۀ [۵۴] ک. ر.

[۵۴](١٩٨۴ (یود . ٣.١.٣ قضیه
معادلند: زیر اح΋ام باشد. A باناخ جبر روی پیوسته اشتقاق Έی Dکنید فرض

[D, δa](A) = (Dδa − δaD)(A) ⊆ rad(A) , a ∈ A هر به�ازای الف)
D(A) ⊆ {x ∈ A|[x, y] ∈ rad(A), ∀y ∈ A} ( ب

D(A) ⊆ rad(A) ( ج

اثبات.
ایدآلهای اشتراک ، رادی΋ال چون .D(P ) ⊆ P ،P اولیۀ ایدآل هر به�ازای ١.۶.١۶ قضیۀ بنابر
شود وارد ͳخلل استدلال کلیت به اینکه بدون این بنابر .D(rad(A)) ⊆ rad(A) پس است اولیه

داریم x ∈ A هر به�ازای .rad(A) = {٠} م�ͳکنیم فرض

(Dδa − δaD)(x) = (Dδa)(x)− (δaD)(x)

= D(ax− xa)− aD(x) +D(x)a

= D(a)x+ aD(x)−D(x)a− xD(a)− aD(x) +D(x)a

= D(a)x− xD(a)

= [D(a), x]

معادلند. ب و الف شرایط بنابراین
اثبات(ب⇐ج)

م�ͳدهیم نشان .(rad(A) = {٠} کرده�ایم فرض که کنید D(A)(توجه ⊆ Z(A) کنید فرض
.D = ٠

داریم λ ̸= ٠ اس΋الر هر به�ازای

(exp(λD)− I)(A) =
(
I +

∑∞
n=١

(λD)n

n! − I
)
(A)

=
(∑∞

n=١
(λD)n

n!

)
(A)

=
∑∞

n=١ λnDn

n! (A)

⊆ Z(A)

داریم D(A) ⊆ Z(A) فرض به بنا که است این شمول آخرین دلیل

.D٢(A) = D(D(A)) ⊆ D(A) ⊆ Z(A)

.G١ ⊆ S(W ) قبل قضیۀ بنابر نتیجه در .Dn(A) ⊆ Z(A) ، n ∈ N هر به�ازای م�ͳشود ثابت استقرا با
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ثابت استقرا با این بنابر .D(P ) ⊆ P ١.۶.١۶ قضیۀ بنابر باشد. A اولیۀ یΈایدآل P فرضکنید
(exp(λD)−I)(A) ⊆ فوق لم بنابر .exp(λD)(P ) ⊆ P پس .Dn(P ) ⊆ P ،n هر ازای به که م�ͳشود

.exp(λD) = I این بنابر .(exp(λD)− I)(A) ⊆ rad(A) = {٠} پس بود دلخواه P چون .P

⇒ I +
∞∑
n=١

(λD)n

n!
= I ⇒

∞∑
n=١

(λD)n

n!
= ٠

پس λ ̸= ٠ چون
D +

λD٢
٢! +

λ٢D٣
٣! + · · · = ٠

م�ͳشود. اثبات ح΋م و D = ٠ داریم λ → ٠ اگر حال
⇐ب) اثبات(ج

� است. ͳبدیه

[٣۵](١٩٧٩ (پتاک . ۴.١.٣ قضیه
آنگاه D(A) ⊆ Q(A) اگر باشد. A روی ͳدرون اشتقاق Έی D و باناخ جبر Έی A کنید فرض

.D(A) ⊆ rad(A)

اثبات.
� .[٣۵] ٣.١ قضیۀ ک. ر.

کردند. ثابت کراندار اشتقاقهای برای را نتیجه این ͳمورف و ماتیو

. ۵.١.٣ قضیه
آنگاه D(A) ⊆ Q(A) اگر باشد. A روی کراندار اشتقاق Έی D و باناخ یΈجبر A کنید فرض

.D(A) ⊆ rad(A)

اثبات.
� .[٢٨] ٣.١ قضیۀ ک. ر.

کردند. ثابت دلخواه اشتقاقهای برای را فوق قضیۀ [۴٩] شولمن و ͳ΋توروفس

( پوسنر اول (قضیۀ . ۶.١.٣ قضیه
اشتقاق دو هر حاصلضرب آنگاه باشد. ٢ مخالف مشخصۀ با اول حلقۀ Έی R کنید فرض

نیست. اشتقاق Έی R روی ناصفر

اثبات.
� .[٣٢] ک. ر.

( پوسنر دوم (قضیۀ . ٧.١.٣ قضیه
است. ͳجابجائ R یا D = ٠ آنگاه باشد. R اول حلقۀ روی مرکزساز اشتقاق Έی D کنید فرض

اثبات.
� .[٣٢] ک. ر.

م�ͳشود. نتیجه آن اول قضیۀ از پوسنر دوم قضیۀ که داد نشان [٢۴] ماتیو

. ٨.١.٣ قضیه
D٢(a) = ٠ شرط در a ∈ A اگر باشد. A باناخ جبر روی پیوسته اشتقاق Έی D کنید فرض

است. پوچتوان شبه D(a) آنگاه کند صدق
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اثبات.
،La ∈ B(A) هر به�ازای داریم، بخش ابتدای توضیحات نظرگرفتن در با

[D, [D,La]] = [D,LD(a)] = LD٢(a) = ٠

پس است. پوچتوان شبه [D,La] (١.۶.١٢ کلین̃ک-شیرکوف( قضیۀ بنابر پس

٠ = r ([D,La]) = r
(
LD(a)

)
= r(D(a)) ⇒ r(D(a)) = ٠

� م�ͳشود. ثابت ح΋م و است پوچتوان شبه D(a) پس

[٨] (١٩٩٢ -ووکمن (بِرِسار . ٩.١.٣ قضیه
بطوری΋ه باشند A باناخ جبر روی پیوسته اشتقاقهای Gو D کنید فرض

[D٢(x) +G(x), x] ∈ rad(A) , ∀ x ∈ A

م�ͳنگارند. rad(A) توی به را A ،Gو D آنگاه

اثبات.
ͳجابجائ غیر A کنید فرض است. برقرار سینگر-ورمر قضیۀ بنابر ح΋م باشد ͳجابجائ A اگر
و d .G(P ) ⊆ P و D(P ) ⊆ P ١.۶.١۶ قضیۀ بنابر باشد. A اولیۀ ایدآل Έی P کنید فرض باشد.

م�ͳکنیم تعریف زیر بصورت را g

d : A/P → A/P

x+ P → D(x) + P

g : A/P → A/P

x+ P → G(x) + P

اشتقاقهایی g و d که داد نشان م�ͳتوان ͳبراحت است. اولیه جبر Έی A/P پس است اولیه P چون
م�ͳباشند. A/P روی

،(u = x+ P )u ∈ A/P هر به�ازای ͳطرف از

[d٢(u) + g(u), u] = [D٢(x) +G(x) + P, x+ P ] = [D٢(x) +G(x), x] + P = P

م�ͳکنیم فرض شود وارد ͳخلل استدلال کلیت به اینکه بدون بنابراین .[d٢(u) + g(u), u] = ٠ پس
هر .G = ٠ و D = ٠ دهیم نشان است ͳکاف ح΋م اثبات برای است. جابجاگر D٢ + G و Aاولیه
حالت برای را ح΋م است ͳکاف پس . است ی΋ریخت مختلط میدان با ͳجابجائ اولیۀ باناخ جبر

کنیم. ͳبررس ͳجابجائ غیر
تبدیل x+ y به را x اگر حال .[F (x), x] = ٠ ،x ∈ A هر به�ازای پس .F = D٢+G کنید فرض

داریم کنیم

[F (x+ y), x+ y] = ٠⇒ (x+ y)F (x+ y) = F (x+ y)(x+ y)

⇒ xF (x+ y) + yF (x+ y) = F (x+ y)x+ F (x+ y)y

⇒ xF (x) + xF (y) + yF (x) + yF (y) = F (x)x+ F (y)x+ F (x)y + F (y)y

⇒ [F (x), y] + [F (y), x] + [F (y), y] + [F (x), x] = ٠
⇒ [F (x), y] + [F (y), x] = ٠ ∀ x, y ∈ A

(١.٣)

۴٨
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داریم محاسبه و ͳجانشان با ͳطرف از

F (yx) = F (y)x+ yF (x) + ٢D(y)D(x)

داریم کنیم تبدیل yx به را y ،١.٣ رابطۀ در اگر حال

٠ = [F (x), yx] + [F (yx), x]

= [F (x), yx] + [F (y)x+ yF (x) + ٢D(y)D(x), x]

= F (x)yx− yxF (x) + (F (y)x+ yF (x) + ٢D(y)D(x))x−
x(F (y)x+ yF (x) + ٢D(y)D(x))

= F (x)yx− yxF (x) + F (y)x٢ + yF (x)x+ ٢D(y)D(x)x−
xF (y)x− xyF (x)− ٢xD(y)D(x)

= [F (x), y]x+ y[F (x), x] + [F (y), x]x+ [y, x]F (x) + y[F (x), x]+

٢[D(y), x]D(x) + ٢D(y)[D(x), x]

داریم x, y ∈ A هر به�ازای ،[F (x), x] = ٠ اینکه و ١.٣ رابطۀ به توجه با

[y, x]F (x) + ٢[D(y), x]D(x) + ٢D(y)[D(x), x] = ٠. (٢.٣)

داریم اینصورت در م�ͳکنیم. تبدیل xy به را y ،٢.٣ در حال

٠ = [xy, x]F (x) + ٢[D(xy), x]D(x) + ٢D(xy)[D(x), x]

= x[y, x]F (x) + ٢ ((D(x)y + xD(y))x− x(D(x)y + xD(y)))D(x)+

٢D(x)y[D(x), x] + ٢xD(y)[D(x), x]

= x[y, x]F (x) + ٢[D(x), x]yD(x) + ٢D(x)[y, x]D(x)+

٢x[D(y), x]D(x) + ٢D(x)y[D(x), x] + ٢xD(y)[D(x), x]

= x ([y, x]F (x) + ٢[D(y), x]D(x) + ٢D(y)[D(x), x])+

٢[D(x), x]yD(x) + ٢D(x)[y, x]D(x) + ٢D(x)y[D(x), x]

⇒ [D(x), x]yD(x) +D(x)[y, x]D(x) +D(x)y[D(x), x] = ٠
⇒ D(x)xyD(x)− xD(x)yD(x) +D(x)yxD(x)−D(x)xyD(x)+

D(x)yD(x)x−D(x)yxD(x) = ٠
⇒ xD(x)yD(x) = D(x)yD(x)x ∀ x, y ∈ A

(٣.٣)

داریم کنیم تبدیل zD(x)y به را y اگر حال

D(x) (zD(x)y)D(x)x = xD(x) (zD(x)y)D(x)

داریم ٣.٣ رابطۀ به توجه با امˈا

D(x)zD(x)yD(x)x = D(x)zxD(x)yD(x)

و
xD(x)zD(x)yD(x) = D(x)zD(x)xyD(x)

داریم فوق رابطۀ دو مقایسۀ با

D(x)[D(x), x]AD(x) = D(x)AD(x)xAD(x)−D(x)AxD(x)AD(x) = ٠

۴٩
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یا D(x) = ٠ داریم x ∈ A هر به�ازای پس ( ١.۴.١۵ است(قضیۀ اول ، اولیه جبر هر چون
هر به�ازای پس .D = ٠ ٣.١.٧ قضیۀ بنابر .[D(x), x] = ٠ داریم حالت دو هر در .[D(x), x] = ٠
ثابت ح΋م و G = ٠ بنابراین .([D٢(x) +G(x), x] = بفرض٠ بنا ,G(x)](زیرا x] = ٠ x ∈ A

� م�ͳشود.
. ١٠.١.٣ نتیجه

مرکزساز D٢ + G نگاشت اگر باشند. A باناخ جبر روی پیوسته اشتقاقهای G و D کنید فرض
م�ͳنگارند. rad(A) توی به را A ،G و D آنگاه باشد

اثبات.
[[a, b], a] = آنگاه باشند. داشته قرار A مرکز داخل در (a, b ∈ A)[a, b]رهایΎتعویض فرضکنید
[a, b] ∈ Z(A) چون بعلاوه است. پوچتوان شبه [a, b] ( ١.۶.١٢) کلینکِ-شیرکوف بنابرقضیۀ .٠
جبر روی F مرکزساز نگاشت هر به�ازای بنابراین .[a, b] ∈ rad(A) (د) ١.۵.١٢ قضیۀ بنابر پس
[D٢(x) +G(x), x] ∈ rad(A) بنابراین .[F (x), x] ∈ rad(A) داریم x ∈ A هر به�ازای و A باناخ
� م�ͳشود. اثبات ح΋م فوق قضیۀ بنابر پس

است. شده ثابت بِرِسار توسط که است ٣.١.٨ قضیۀ از ͳتعمیم فوق نتیجۀ

. ١١.١.٣ قضیه
اشتقاقهایی Dو٣D٢،D١ کنید فرض باشد. ٢ مخالف مشخصۀ با اول حلقۀ Έی R کنید فرض
یا D١ = ٠ آنگاه .D١

(
D٢١(x) +D٢(x)

)
= D٣(x) ،x ∈ R هر به�ازای بطوری΋ه باشند R روی

.D٢ = ٠
اثبات.

� .٢ قضیۀ [۵١] ک. ر.

[۵١](١٩٩٢ (ووکمن . ١٢.١.٣ قضیه
بطوری΋ه باشد موجود A روی D پیوستۀ اشتقاق کنید فرض باشد. باناخ یΈجبر A کنید فرض

.D(A) ⊆ rad(A) آنگاه باشد. اشتقاق αD٣ +D٢ ،α ∈ C Έی به�ازای

اثبات.
بنابر است نیمساده A/P چون باشد. A/P روی D توسط شده القا DP اشتقاق کنید فرض

است. پیوسته DP ٢.١.٩ قضیۀ
است) نیمساده A/P DP(زیرا = ٠ ٢.١.١ قضیۀ بنابر باشد ͳجابجائ A/P اگر

ͳبراحت است اشتقاق Έی αD٣ + D٢ فرض بنابر باشد. ͳجابجائ غیر A/P کنید فرض حال
است. اشتقاق Έی αD٣

P +D٢
P داد نشان م�ͳتوان

م�ͳگیریم: نظر در حالت دو
از است اول A/P چون است. اشتقاق Έی D٢

P حالت این در .α = ٠ کنید فرض ابتدا
D٢ است.(= برقرار فوق قضیۀ شرایط تمام α ̸= ٠ اگر .DP = ٠ که م�ͳشود نتیجه ٣.١.۶ قضیۀ

(DP
α , D١ = DP

،x ∈ A هر به�ازای دیΎر عبارت به .DP = ٠ حالت هر در پس .DP
α = ٠ یا DP = ٠ این بنابر

است اولیه ایدآلهای اشتراک رادی΋ال چون و م�ͳگیرد قرار A اولیۀ ایدآلهای تمام اشتراک در D(x)

� م�ͳشود. اثبات ح΋م پس
هنوز کرد. حذف فوق قضیۀ در را ͳپیوستگ شرط م�ͳتوان آیا که م�ͳشود ایجاد سئوال این حال

است. برقرار ح΋م باشد نیمساده A که ͳحالت در امˈا است نشده داده سئوال این به ͳمثبت ΁پاس

۵٠
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. ١٣.١.٣ قضیه
موجود A روی D اشتقاق کنید فرض همچنین باشد. نیمساده باناخ جبر Έی A کنید فرض

.D = ٠ آنگاه باشد. اشتقاق αD٣ +D٢ ،α ∈ C Έی به�ازای قسمی΋ه به باشد

اثبات.
ح΋م فوق قضیۀ بر بنا پس است. پیوسته نیمساده باناخ جبر روی اشتقاق هر ٢.١.٩ قضیۀ بر بنا
� است. ͳبدیه

باشد. ͳم ٣.١.٣ قضیه از ͳتعمیم زیر قضیۀ

[٢٨](١٩٩١ ͳماتیو-مورف) . ١۴.١.٣ قضیه
[D(x), x] ∈ ،x ∈ Aهر به�ازای و باشد A باناخ جبر روی پیوسته اشتقاق Έی D کنید فرض

.D(A) ⊆ rad(A) آنگاه rad(A)

اثبات.
است. اولیه A م�ͳکنیم فرض شود وارد ͳخلل استدلال کلیت به اینکه بدون ١.۶.١۶ قضیۀ بر بنا
غیر در .D = ٠ ٣.١.٧ قضیۀ بنابر باشد ͳجابجائ غیر A اگر است. اول A و مرکزساز D پس
م�ͳشود. اثبات پسح΋م .D = ٠ (٢.١.١) سینگر-ورمر قضیۀ بنابر است) ͳجابجائ A)اینصورت

�

(١٩٩١ ͳماتیو-مورف) . ١۵.١.٣ قضیه
D(A) ⊆ آنگاه باشد A روی مرکزساز و پیوسته اشتقاق Έی D و باناخ جبر Έی A کنید فرض

.rad(A)

اثبات.
قضیۀ بنابر پس [a,D(a)] ∈ Z(A) فرض به بنا چون باشد. اولیه A کنید فرض قبل مشابه
این بنابر .[a,Da] ∈ Q(A) ∩ Z(A) ⊆ rad(A) = {٠} پس .r ([a,D(a)]) = کلینکِ-شیرکوف٠

داریم a+ b به a تبدیل با .[a,D(a)] = ٠ a ∈ A هر به�ازای

٠ = [a+ b,D(a+ b)]

= [a,D(a)] + [b,D(a)] + [a,D(b)] + [b,D(b)]
(۴.٣)

بنابراین .[b,D(a)] = [D(b), a] (a, b ∈ A) پس

δb ◦D(a) = [b,D(a)] = [D(b), a] = δD(b)

م�ͳشود. ثابت ح΋م و D = ٠ ( ٣.١.۶) پوسنر اول قضیۀ بنابر پس
�

. ١۶.١.٣ قضیه
اشتقاق Έی A روی ژوردان اشتقاق هر آنگاه باشد ٢ مخالف مشخصۀ از او̷ل حلقۀ Έی A اگر

است.

اثبات.
� .٣.١ قضیۀ [١۶] ک. ر.

۵١
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. ١٧.١.٣ قضیه
،x ∈ A هر به�ازای اگر باشد. A روی پیوسته اشتقاق Έی D و باناخ جبر Έی A کنید فرض

.D(A) ⊆ rad(A) آنگاه (D(x))٢ ∈ rad(A)

اثبات.
است. اولیه A م�ͳکنیم فرض شود وارد ͳخلل استدلال کلیت به اینکه بدون ͳقبل اثباتهای مشابه

است. اول A ، ١.۴.١۵ قضیۀ بنابر .D(a) = ٠ ،a ∈ A هر به�ازای م�ͳدهیم نشان
داریم a ∈ A هر به�ازای

D٢(a٢) = D(D(a٢))
= D(aD(a) +D(a)a)

= D(a)D(a) + aD٢(a) +D٢(a)a+D(a)D(a)

= aD٢(a) +D٢(a)a+ ٢(D(a))٢

= aD٢(a) +D٢(a)a

(۵.٣)

بنابراین است. اشتقاق D٢، ٣.١.۶ قضیۀ بنابر است. ژوردان اشتقاق Έی D٢ بنابراین

D٢(ab) = aD٢(b) +D٢(a)b

دیΎر طرف از

D٢(ab) = D(D(ab))

= D(D(a)b+ aD(b))

= D٢(a)b+D(a)D(b) +D(a)D(b) + aD٢(b)
= D٢(a)b+ ٢D(a)D(b) + aD٢(b)

(۶.٣)

.D(a)D(b) = ٠ (a, b ∈ A) داریم فوق رابطۀ دو مقایسۀ با بنابراین
داریم a جای به ac جاگذاری با حال

٠ = D(ac)D(b) = (aD(c) +D(a)c)D(b)

= aD(c)D(b) +D(a)cD(b)

= D(a)cD(b)

(٧.٣)

م�ͳشود. ثابت ح΋م و D(a) = ٠ ،a ∈ A هر به�ازای پس است اول A چون .D(a)AD(b) = پس٠
�

. ١٨.١.٣ قضیه
زیر شرایط در نم�ͳتواند ٢ مخالف مشخصۀ از R ͳغیرجابجائ اول حلقۀ روی D ناصفر اشتقاق

کند: صدق
.[[D(x), x], x] = ٠ , x ∈ R هر به�ازای (١
.[D(x), x]D(x) = ٠ , x ∈ R هر به�ازای (٢

اثبات.
� .[۵٣] یا [۵٢] ک. ر.

۵٢
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[٨](١٩٩٢ (بِرِسار-ووکمن . ١٩.١.٣ قضیه
[D(x), x]٢ ∈ ،x ∈ A هر به�ازای اگر باشد. A باناخ جبر روی پیوسته اشتقاق Έی D فرضکنید

.D(A) ⊆ rad(A) آنگاه rad(A)

اثبات.
اولیه A م�ͳکنیم فرض شود وارد ͳخلل استدلال کلیت به اینکه بدون قبل قضایای اثبات مشابه

.[D(x), x]٢ = ٠ ،x ∈ A هر به�ازای و است ͳغیرجابجائ و
زیر ضابطۀ با را B : A −→ A متقارن ͳدوخط نگاشت است. اول پس است اولیه A چون

م�ͳکنیم: تعریف
B(x, y) = [D(x), y] + [D(y), x]

م�ͳکنیم تعریف
f(x) = B(x, x) = ٢[D(x), x]

.f(x)٢ = ٠ , x ∈ A هر به�ازای فرض بنابر
داریم λ ∈ C و x, y ∈ A هر به�ازای بنابراین

٠ = f(x+ λy)٢

= (B(x+ λy, x+ λy))٢

= (B(x, x) +B(x, λy) +B(λy, x) +B(λy, λy))٢

=
(
f(x) + ٢λB(x, y) + λ٢f(y)

)٢
= f(x)٢ + ۴λ٢B(x, y)٢ + λ۴f(y)٢ + ٢λf(x)B(x, y)+

٢λB(x, y)f(x) + λ٢f(x)f(y) + λ٢f(y)f(x)+
٢λ٣B(x, y)f(y) + ٢λ٣f(y)B(x, y)

= λ (٢f(x)B(x, y) + ٢B(x, y)f(x)) + λ٢(۴B(x, y)٢ + f(x)f(y)+

f(y)f(x)) + λ٣ (٢B(x, y)f(y) + ٢f(y)B(x, y))

(٨.٣)

پس است دلخواه λ چون

B(x, y)f(x) + f(x)B(x, y) = ٠ ∀ x, y ∈ A (٩.٣)

داریم ٩.٣ رابطۀ در yz به y تبدیل با

B(x, yz)f(x) + f(x)B(x, yz) = ٠

چون

B(x, yz) = [D(x), yz] + [D(yz), x]

= D(x)yz − yzD(x) + (D(y)z + yD(z))x− x (D(y)z + yD(z))

= D(x)yz − yzD(x) +D(y)zx+ yD(z)x− xD(y)z − xyD(z)

= (D(x)y − xD(y)) z + y (D(z)x− zD(x)) +D(y)zx− xyD(z)

= B(x, y)z + zB(x, z) +D(y)(zx− xz) + (yx− xy)D(z)

= B(x, y)z + yB(x, z) +D(y)[z, x] + [y, x]D(z)

۵٣
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بنابراین

٠ = B(x, yz)f(x) + f(x)B(x, yz)

= (B(x, y)z + yB(x, z) +D(y)[z, x] + [y, x]D(z)) f(x)+

f(x)(B(x, y)z + yB(x, z) +D(y)[z, x] + [y, x]D(z))

= B(x, y)zf(x) + yB(x, z)f(x) +D(y)[z, x]f(x) + [y, x]D(z)f(x)+

f(x)B(x, y)z + f(x)yB(x, z) + f(x)D(y)[z, x] + f(x)[y, x]D(z)

داریم ٩.٣ رابطۀ به توجه با و مناسب جملات کردن زیاد و کم با

B(x, y)[z, f(x)] + [f(x), y]B(x, z) +D(y)[z, x]f(x) + [y, x]D(z)f(x)

+f(x)D(y)[z, x] + f(x)[y, x]D(z) = ٠ ∀ x, y, z ∈ A (١٠.٣)

داریم y به z و x به y تبدیل با

B(x, x)[y, f(x)] + [f(x), x]B(x, y) +D(x)[y, x]f(x) + [x, x]D(y)f(x)+

f(x)D(x)[y, x] + f(x)[x, x]D(y) = ٠
A در y و x هر به�ازای بنابراین

f(x)yf(x)− f(x)٢y + [f(x), x]B(x, y) +D(x)[y, x]f(x) + f(x)D(x)[y, x] = ٠ (١١.٣)

داریم ١٠.٣ رابطۀ در z = x دادن قرار با مشابه بطور

B(x, y)[x, f(x)] + [f(x), y]B(x, x) +D(y)[x, x]f(x) + [y, x]D(x)f(x)+

f(x)D(y)[x, x] + f(x)[y, x]D(x) = ٠
پس

B(x, y)[x, f(x)] + f(x)yf(x)− yf(x)٢ + [y, x]D(x)f(x) + f(x)[y, x]D(x) = ٠ (١٢.٣)

[f(x), x] = ٠ ،x ∈ A هر به�ازای که م�ͳکند ایجاب ٢.٣ رابطۀ و اخیر رابطۀ دو م�ͳدهیم نشان حال
.f(x)D(x) = ٠ یا

داریم ١٢.٣ رابطۀ در x به y تبدیل با

B(x, x)[x, f(x)] + f(x)xf(x) = ٠ ∀ x ∈ A

⇒ f(x)xf(x) + f(x)xf(x)− f(x)٢x− ٢f(x)xf(x) = ٠⇒ f(x)xf(x) = ٠
نتیجه در

[f(x), x]f(x) = f(x)xf(x)− xf(x)٢ = f(x)xf(x)− f(x)٢x = f(x)[f(x), x] = ٠

⇒ [f(x), x]f(x) = ٠ = f(x)[f(x), x] ∀ x ∈ A (١٣.٣)

۵۴
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داریم اینصورت در م�ͳکنیم. ضرب f(x) در چپ سمت از را ١١.٣ رابطۀ حال

f(x)٢yf(x)− f(x)[f(x), x]B(x, y) + f(x)D(x)[y, x]f(x) + f(x)٢D(x)[y, x] = ٠

⇒ f(x)D(x)[y, x]f(x) = ٠ ∀ x, y ∈ A (١۴.٣)
داریم کنیم تبدیل yf(x)D(x)z به را y اگر حال

٠ = f(x)D(x)[yf(x)D(x)z, x]f(x)

= f(x)D(x)yf(x)D(x)zxf(x)− f(x)D(x)xyf(x)D(x)zf(x)

= f(x)D(x)[y, x]f(x)D(x)zf(x) + f(x)D(x)y[f(x)D(x), x]zf(x)+

f(x)D(x)yf(x)D(x)[z, x]f(x)

است.پس صفر آخر عبارت در جمعوند سومین و اولین ١۴.٣ رابطۀ بنابر

f(x)D(x)y[f(x)D(x), x]zf(x) = ٠
بنابراین

.f(x)D(x)A[f(x)D(x), x]Af(x) = ٠
نتیجه حالت هر در .f(x)D(x) = ٠ یا [f(x)D(x), x] = ٠ یا f(x) = ٠ پس است اول A چون

.[f(x)D(x), x] = ٠ م�ͳشود
،x ∈ A هر به�ازای دیΎر طرف از

[f(x), x]D(x) = f(x)xD(x)− xf(x)D(x)

= f(x)[x,D(x)] + [f(x)D(x), x]

= [f(x)D(x), x]− ١
٢f(x)٢

= ٠
(١۵.٣)

داریم f(x) در راست سمت از ١٢.٣ رابطۀ ضرب با پس f(x)xf(x) = ٠ چون
f(x)yf(x)٢ +B(x, y)[x, f(x)]f(x) + [y, x]D(x)f(x)٢ + f(x)[y, x]D(x)f(x) = ٠

⇒ f(x)[y, x]D(x)f(x) = ٠
م�ͳشود نتیجه مشابه روندی با و فوق رابطۀ در y جای به yD(x)f(y)z دادن قرار با

D(x)[f(x), x] = ٠ ∀ x ∈ A (١۶.٣)

داریم
B(x, yx) = B(x, y)x+ yf(x) + [y, x]D(x)

داریم ١١.٣ در y جای به yx جاگذاری با

f(x)yxf(x) + [f(x), x]B(x, yx) +D(x)[yx, x]f(x) + f(x)D(x)[yx, x] = ٠
f(x)yxf(x) + [f(x), x]B(x, y)x+ [f(x), x]yf(x) + [f(x), x][y, x]D(x)

+D(x)[yx, x]f(x) + f(x)D(x)[yx, x] = ٠ (١٧.٣)
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.−f(x)yf(x)x−D(x)[y, x]f(x)x با برابراست آخر و دوم جملات مجموع ١١.٣ رابطۀ بنابر
داریم A در y و x هر به�ازای پس

f(x)y[x, f(x)] + [f(x), x]yf(x) + [f(x), x][y, x]D(x) +D(x)[y, x][x, f(x)] = ٠ (١٨.٣)

داریم کنیم تبدیل yD(x) به را y ١٨.٣ در اگر حال

f(x)yD(x)[x, f(x)] + [f(x), x]yD(x)f(x) + [f(x), x][yD(x), x]D(x)+

D(x)[yD(x), x][x, f(x)] = ٠
⇒ f(x)yD(x)[x, f(x)] + [f(x), x]yD(x)f(x) + [f(x), x]y[D(x), x]D(x)+

[f(x), x][y, x]D(x)٢ +D(x)[y, x]D(x)[x, f(x)] +D(y)[D(x), x][x, f(x)] = ٠ (١٩.٣)

داریم ١٣.٣ و ١۶.٣ روابط به توجه با

[f(x), x]yD(x)f(x) +
١
٢ [f(x), x]yf(x)D(x) + [f(x), x][y, x]D(x)٢ = ٠

داریم کنیم ضرب D(x) در راست سمت از را ١٨.٣ رابطۀ اگر دیΎر طرف از

f(x)y[x, f(x)]D(x) + [f(x), x]yf(x)D(x) + [f(x), x][y, x]D(x)٢+

D(x)[y, x][x, f(x)]D(x) = ٠

⇒ [f(x), x][y, x]D(x)٢ = −f(x)y[x, f(x)]D(x)− [f(x), x]yf(x)D(x)− (٢٠.٣)

D(x)[y, x][x, f(x)]D(x)

داریم ١۵.٣ رابطۀ ب΋اربردن و فوق رابطۀ دو مقایسۀ با

[f(x), x]yD(x)f(x) +
١
٢ [f(x), x]yf(x)D(x)− [f(x), x]yf(x)D(x) =

= [f(x), x]yD(x)f(x)− ١
٢ [f(x), x]yf(x)D(x) =

= [f(x), x]y

(
D(x)f(x)− ١

٢f(x)D(x)

)
= ٠ ∀ x, y ∈ A. (٢١.٣)

های رابطه ب΋اربردن و ١٨.٣ رابطۀ در y جای به D(x)y جاگذاری فوق(ابتدا مشابه روندی با
داریم است) شده ضرب D(x) در چپ طرف از که ١٨.٣ با ومقایسه ١۶.٣ و ١٣.٣،١۵.٣(

f(x)D(x)− ١
٢D(x)f(x)

)
y[x, f(x)] = ٠ ∀ x, y ∈ A (٢٢.٣)

D(x)f(x) = یا [f(x), x] = ٠ م�ͳشود نتیجه ٢٢.٣ و ٢١.٣ از است اول A چون .x ∈ A فرضکنید
.f(x)D(x) = ١

٢D(x)f(x) و ١
٢f(x)D(x)
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اجتماع بصورت A این بنابر .[D(x), x]D(x) = f(x)D(x) = ٠ = D(x)f(x) اخیر حالت در
و A١ = {x ∈ A| [[D(x), x], x] = ٠} ͳیعن اش مجموعه زیر دو

نوشت. م�ͳتوان A٢ = {x ∈ A| [D(x), x]D(x) = ٠}
.D ̸= ٠ کنید فرض خلف) (فرض

و x ̸∈ A١ بطوری΋ه موجودند x, y ∈ A بنابراین .A٢ ̸= A و A١ ̸= A ٣.١.١٨ قضیۀ بنابر
.y ∈ A١ و x ∈ A٢ بنابراین .y ̸∈ A٢

داریم باشد داشته قرار A١ در عضو این اگر بΎیرید. نظر در را x+ λy(λ ∈ C) عضو حال

٠ = [[D(x+ λy), x+ λy], x+ λy] =

= [D(x+ λy), x+ λy](x+ λy)− (x+ λy)[D(x+ λy), x+ λy] =

= [[D(x), x], x] + λ[[D(x), x], y] + [[λD(y), x], x] + [[λD(y), x], λy]+

[λ[D(x), y], x] + [λ[D(x), y], λy] + [λ٢[D(y), y], x]+

[λ٢[D(y), y], λy] =

= [[D(x), x], x] + λ {[[D(x), x], y] + [[D(y), x], x] + [[D(x), y], x]}+
+λ٢ {[[D(y), x], y] + [[D(x), y], y] + [[D(y), y], x]}+
+λ٣ {[[D(y), y], y]}

(٢٣.٣)

داریم باشد داشته قرار A٢ در عضو این اگر مشابه بطریق

λ {[D(x), x]D(y) + [D(x), y]D(x) + [D(y), x]D(x)}+
+λ٢ {[D(x), y]D(y) + [D(y), x]D(y) + [D(y), y]D(x)}
+λ٣[D(y), y]D(y) = ٠

(٢۴.٣)

معادلۀ یا بنابراین است. برقرار فوق حالت دو از ͳ΋ی (x+λy ∈ A λ(چون ∈ C هر به�ازای این بنابر
[[D(x), x], x] ̸= ٠ فرض با این و دارد ریشه سه از بیش دو̷م معادلۀ یا دارد ریشه دو از بیش اول
ثابت ح΋م و D = پس٠ است باطل خلف فرض نتیجه در است. متناقض [D(y), y]D(y) ̸= ٠ و
� م�ͳشود.

(١٩٩٢ (ووکمن . ٢٠.١.٣ قضیه
باشد. A روی پیوسته ژوردان اشتقاق Έی D و ͳغیرجابجائ باناخ جبر Έی A کنید فرض

.D(A) ⊆ rad(A) آنگاه [[[D(x), x], x], x] ∈ rad(A) ،x ∈ A هر اگربه�ازای

اثبات.
� .[۵٠] ٢ قضیۀ ک. ر.

(١٩٩۴ (بِرِسار، . ٢١.١.٣ قضیه
هر به�ازای کنید فرض همچنین باشد. A باناخ جبر روی کراندار اشتقاق Έی D کنید فرض

م�ͳگیرد. قرار rad(A) داخل D برد آنگاه [D(x), x] ∈ Q(A) ،x ∈ A

اثبات.
� .[۶] ک. ر.
است. زیر بصورت فوق قضیۀ دیΎر نتیجۀ م�ͳدهد. نتیجه را ٣.١.١٩ قضیۀ فوق، قضیۀ بوضوح
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،x ∈ A هر به�ازای بطوری΋ه باشد A باناخ جبر روی کراندار اشتقاق Έی D کنید فرض
D(A) ⊆ فوق قضیۀ بنابر پس .[D(x), x] ∈ Q(A)کلینکِ-شیرکوف قضیۀ بنابر .[[D(x), x], x] = ٠

.rad(A)

های حلقه روی اشتقاقهای درمورد [۵٢] ووکمن که است ای قضیه آنالیزی صورت نتیجه این
است. کرده ثابت اول

به�ازای و x ∈ A اگر باشد. A باناخ جبر روی کراندار اشتقاق Έی D فرضکنید .٢٢.١.٣ قضیه
.D(x) ∈ rad(A) آنگاه [D(x), D(y)] ∈ rad(A) ،y ∈ A هر

اثبات.
پایاست. D تحت P سینکلر(١۶.۶.١) قضیۀ بنابر باشد. A اولیۀ ایدآل Έی P کنید فرض

باشد. A/P روی D توسط شده القا اشتقاق DP کنید فرض
،y ∈ A هر به�ازای پس ،[D(x), D(y)] ∈ rad(A) ،y ∈ A هر به�ازای چون

.[DP (x+ P ), DP (y + P )] = ٠

مرکز چون حالت هر در .DP = ٠ یا DP (x + P ) ∈ Z(A/P ) ( پوسنر(٣.١.٧ دوم قضیۀ بنابر
چون است. پوچتوان شبه DP (x+ P ) ٣.١.٨ قضیۀ بنابر .D٢

P (x+ P ) = پس٠ است ͳبدیه A/P

ایدآل Έی P چون .D(x) ∈ P بنابراین است. صفر پس است پوچتوان شبه و اس΋الر DP (x+ P )

� .D(x) ∈ rad(A) پس بود دلخواه اولیه

. ٢٣.١.٣ قضیه
[D(a), a] = ٠ شرط در a ∈ A اگر باشد. A باناخ جبر روی پیوسته اشتقاق Έی D کنید فرض

است. پوچتوان شبه D(a) آنگاه کند صدق

اثبات.
داریم

[La, [La, D]] = −[La, LD(a)] = −L[a,D(a)] = ٠
داریم .r ([La, D]) = کلین̃کِ-شیرکوف٠ قضیۀ بنابر پس

٠ = r ([La, D]) = r
(
LD(a)

)
= r(D(a))

� م�ͳشود. ثابت ح΋م و است پوچتوان شبه D(a) پس

ͳجابجائ غیر حدسسینگر-ورمر ٢.٣

م�ͳکنیم. ͳبررس را سینگر-ورمر حدس برای شده ارائه تعمیمهای بخش این در

. ١.٢.٣ لم
اول ایدآل آنگاه باشد. A اولیۀ ایدآل Έی Q و A باناخ جبر روی اشتقاق Έی D کنید فرض
و D(P ) ⊆ P یا است بسته P یا بعلاوه .D(P ) ⊆ P قسمی΋ه به است موجود P ⊆ Q مینیمال

.D(Q) ⊆ Q داریم اخیر حالت در است. پیوسته A/P باناخ جبر روی DP شدۀ القا اشتقاق

۵٨
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اثبات.
موجود P ⊆ Q مینیمال اول ایدآل [٣٠] بنابر است. اول استپسیΈایدآل اولیه ایدآل Q چون
.S(D) ⊆ P یا است بسته P یا ١.٧.٣ لم بنابر D(P.همچنین ) ⊆ P ١.۶.١٨ قضیۀ بنابر است.

١.٧.۴ لم بنابر .S(D) ⊆ P آنگاه نباشد بسته P اگر

S(QP ◦D) = QPS(D) = {٠}
اشتقاق م�ͳتوانیم حال .D(P ) ⊆ P پس .(QP ◦D)(P ) = {٠} است.پس پیوسته QP ◦D بنابراین
بنابراین .S(DP ) = {٠} پس S(QP ◦D) = {٠} چون بΎیریم. نظر در را A/P روی DP شدۀ القا
١.۶.١۶ قضیۀ بنابر پس است A/P اولیۀ ایدآل Έی Q/P چون و است کراندار اشتقاق Έی DP

در را ͳپیوستگ شرط رونده و ماتیو ١٩٩٢ سال در � .D(Q) ⊆ Q بنابراین .DP (Q/P ) ⊆ Q/P

کردند. حذف ٣.١.١۵ قضیۀ

(ماتیو-رونده١٩٩١) . ٢.٢.٣ قضیه
D(A) ⊆ آنگاه باشد مرکزساز D اگر باشد. A باناخ جبر روی اشتقاق Έی D کنید فرض

.rad(A)

اثبات.
باناخ جبر روی شده القا اشتقاق DI کنید فرض باشد پایا D تحت که I بستۀ ایدآل هر به�ازای

باشد. AI = A/I

زیرا است چنین نیز DI باشد مرکزساز D اگر

[x+ I,DI(x+ I)] = [x+ I,D(x) + I]

= (x+ I)(D(x) + I)− (D(x) + I)(x+ I)

= xD(x)−D(x)x+ I

= [x,D(x)] + I ∈ Z(A/I)

است موجود P ⊆ Q مینیمال اولیۀ ایدآل فوق لم بنابر باشد. A اولیه ایدآل Έی Q کنید فرض
پایاست. D تحت که

ͳجابجائ AP یا DP = ٠ ٣.١.٧ قضیۀ طبق است اول AP چون باشد. بسته P کنید فرض ابتدا
DP (AP ) حالت⊇ دو هر در پس .DP (AP ) ⊆ rad(AP ) ٢.٣.٢ قضیۀ بنابر اخیر حالت در است.

.D(A) ⊆ Q نتیجه در .QP

کراندار مرکزساز اشتقاق Έی DP نتیجه در است. پیوسته DP و D(P ) ⊆ P نباشد بسته P اگر
.DP (AP ) ⊆ rad(AP ) ⊆ QP ٣.١.١۵ قضیۀ بنابر است

.D(A) ⊆ rad(A) بنابراین .D(A) ⊆ Q ،Q اولیۀ ایدآل هر به�ازای پس .D(A) ⊆ Q بنابراین
�

. ٣.٢.٣ نتیجه
م�ͳگیرد. قرار رادی΋ال داخل مرکزساز اشتقاق هر جداساز فضای

اثبات.
� است. ͳبدیه ح΋م فوق قضیۀ بنابر پس است بسته رادی΋ال چون .S(D) ⊆ D(A) داریم

کرد: مطرح را زیر سئوال [۵۵] زمانک
D(A) ⊆ آیا .supx∈G(A) r(x

−١Dx) < ∞ و A باناخ جبر روی اشتقاق Έی D کنید فرض
rad(A)؟
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داد. مثبت جواب باشد ͳدرون اشتقاق D که ͳحالت در فوق سئوال به مقاله همان در وی
کردند. ثابت دلخواه اشتقاقهای برای را فوق ح΋م [٧] ماتیو و برسار

(١٩٩۵ (برسار-ماتیو . ۴.٢.٣ قضیه
اگر تنها و اگر D(A) ⊆ rad(A) باشد. A ی΋دار باناخ جبر روی اشتقاق Έی D کنید فرض

.sup{r(z−١Dz)| z ∈ G(A)} < ∞

اثبات.
� .٢.۶ قضیۀ [٧] ک. ر.

. ۵.٢.٣ قضیه
م�ͳگیرد. قرار A رادی΋ال داخل D برد آنگاه [D(x), x]D(x) ∈ rad(A) ،x ∈ A هر به�ازای اگر

اثبات.
� .[۵٣] ک. ر.

. ۶.٢.٣ لم
D(a) ∈ آنگاه D(a) ∈ Z(A) اگر .a ∈ Aو A باناخ جبر روی اشتقاق Έی D کنید فرض

.rad(A)

اثبات.
مجموعۀ زیر Έی S فرض بنابر .D(S) ⊆ S بوضوح .S = {a,Dn(a)|n ≥ ١} کنید فرض
D(C(C(S))) ⊆ استو S حاوی ͳجابجائ باناخ C(C(S))یΈجبر ١.٢.۵ لم بر بنا است. A ͳجابجائ

.C(C(S))

C(C(S)) ͳجابجائ باناخ جبر روی یΈاشتقاق آنگاه کنیم تحدید C(C(S)) به را D اگر بوضوح
پوچتوان شبه D(a) پس م�ͳگیرد. قرار C(C(S)) رادی΋ال داخل D برد ٢.٣.٢ قضیۀ بنابر داریم.

،y ∈ A هر به�ازای ١.۵.١٠(ب) قضیۀ بنابر پس D(a) ∈ Z(A) چون است.

.r (D(a)y) ≤ r(D(a))r(y) = ٠
� .D(a) ∈ rad(A) ، ١.۵.١٢ قضیۀ بنابر پس است. پوچتوان شبه D(a)y ͳیعن

. ٧.٢.٣ لم
به�ازای قسمی΋ه به باشد ٢ مخالف مشخصۀ از R اول حلقۀ روی اشتقاق Έی D اگر ( (چنگ

است. ͳجابجائ R یا D = ٠ آنگاه ،[D(x), D(y)] ∈ Z(R) ،x, y ∈ R هر

اثبات.
� .[٩] ک. ر.

[١١](١٩٩۵ ، (کریدون . ٨.٢.٣ قضیه
[D(x), D(y)] ∈ Z(A) ،x, y ∈ A هر به�ازای بطوری΋ه باشد Aباناخ جبر روی یΈاشتقاق D اگر

.D(A) ⊆ rad(A) آنگاه

اثبات.
پس [D(x), D(y)] ∈ Z(A) , x, y ∈ A هر به�ازای بنابه�فرض چون آنگاه باشد کراندار D اگر
به�ازای ٣.١.٢٢ لم بنابر پس .[D(x), D(y)] ∈ rad(A) , x, y ∈ A هر به�ازای ٣.٢.۶ لم بنابر

.D(x) ∈ rad(A) ،x ∈ A هر
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اول ایدآل Έی ٣.٢.١ لم بنابر باشد. A اولیه ایدآل Έی Q کنید فرض ͳکل حالت اثبات برای
D(P ) ⊆ P یا است بسته P بطوری΋ه D(P ) ⊆ P قسمی΋ه به است موجود P ⊆ Q ناصفر مینیمال

است. A/P باناخ جبر روی کراندار اشتقاق Έی DP و
به�ازای چون بΎیرید. نظر در A/P روی را DP شدۀ القا اشتقاق باشد. بسته P کنید فرض ابتدا
ͳجابجائ A/P یا DP = ٠ ٣.٢.٧ قضیۀ بنابر [DP (x+ P ), DP (y + P )] ∈ Z (A/P ) ،x, y ∈ A هر
در پس .DP (A/P ) ⊆ rad (A/P ) ⊆ Q/P سینگر-ورمر حدس اثبات بنابر دوم حالت در است.

.D(A) ⊆ Q بنابراین .DP (A/P ) ⊆ Q/P حالت دو ]هر
DP (x+ P ), DP (y + P )

]
∈ استو کراندار DPیΈاشتقاق چون نباشد. بسته P فرضکنید حال

D(A) ⊆ Qحالت هر پسدر .D(A) ⊆ QپسDP (A/P ) ⊆ rad (A/P
)
⊆ Q/P پس Z (A/P

)
� .D(A) ⊆ rad(A) پس بود دلخواه اولیۀ ایدآل Έی Q چون
D(A) ⊆ آنگاه [D(x), D(y)] ∈ rad(A) ،x, y ∈ A هر به�ازای اگر که زد حدس کریدون
مسأله ͳکل حالت در امˈا است. برقرار کراندار های D برای حدس این ٣.١.٢٢ لم بنابر .rad(A)

است. معادل ͳجابجائ غیر سینگر-ورمر حدسهای سایر با حدس این که داد خواهیم نشان است. باز

(١٩٩١ (ماتیو . ٩.٢.٣ قضیه
[x,Dx] ∈ rad(A) ،x ∈ A هر به�ازای اگر باشد. A باناخ جبر روی اشتقاق Έی D کنید فرض

.D(A) ⊆ rad(A) آنگاه

اثبات.
� .[٢٧] ٢.٢ قضیۀ ک. ر.

[١٢] . ١٠.٢.٣ قضیه
باشد. اشتقاق نیز آنها حاصلضرب بطوری΋ه باشند A جبر روی اشتقاق دو G و D کنید فرض

.DG(A) ⊆ nil(A) ⊆ rad(A) آنگاه

اثبات.
� .[١٢] ٢ قضیۀ ک. ر.

. ١١.٢.٣ قضیه
آنگاه باشد ژوردان اشتقاق Έی D٢ قسمی΋ه به باشد A باناخ جبر روی اشتقاق Έی D اگر

.D(A) ⊆ nil(A) ⊆ rad(A)

اثبات.
� .[١٢] ۴ قضیۀ ک. ر.

. ١٢.٢.٣ قضیه
هر به�ازای قسمی΋ه به باشد A روی پیوسته اشتقاق Έی G و A روی اشتقاق Έی D کنید فرض

.DG(A) ⊆ rad(A) آنگاه .[Dx,Gy] ∈ rad(A) , x, y ∈ A

اثبات.
� .[١٢] ٩ قضیۀ ک. ر.

. ١٣.٢.٣ تعریف
استثنایی را P ⊆ A اولیۀ ایدآل باشد. A روی اشتقاق Έی D و جبرباناخ Έی A کنید فرض

م�ͳدهیم. نمایش EA(D)با را استثنایی اولیۀ ایدآلهای تمام مجموعۀ .D(P ) ̸⊆ P هرگاه گوییم
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. ١۴.٢.٣ لم
آنگاه باشد ی΋دار A اگر باشد. باناخ جبر Έی A کنید فرض

σA(a) = ∪P∈Prim(A)σA/P (a+ P ) (a ∈ A)

آنگاه نباشد ی΋دار A اگر و

.σA(a) = ∪P∈Prim(A)σA/P (a+ P ) ∪ {٠} (a ∈ A)

اثبات.
� است. ͳبدیه [٣۶] ٢.٢.٩ قضیۀ بنابر
لم است. موجود P هستۀ با تحویلناپذیر اکیداً نمایش Έی ، P اولیۀ ایدآل هر با متناظر چون

نوشت. نیز زیر بصورت م�ͳتوان را ٣.٢.١۴

. ١۵.٢.٣ قضیه
آنگاه باشد A باناخ جبر روی π ی΋ریخت غیر تحویلناپذیر اکیداً نمایشهای تمام مجموعۀ ϕ اگر

داریم b ∈ A هر به�ازای
.σ(b) ⊆ (∪π∈ϕσ(π(b))) ∪ {٠}

در زیرا کرد جایΎزین EA(D) = ∅ شرط با را ͳپیوستگ شرط م�ͳتوان قبل بخش قضایای ͳبرخ در
ͳباق تغییر بدون اثبات م�ͳتوان فوق فرض با که م�ͳشود استفاده سینکلر قضیۀ از قضایا این اثبات
Έی دادن قرار با (ب) سئوال به زیر قضیۀ است. ͳزینΎجای این از نمونه�ای زیر قضیۀ م�ͳماند.

م�ͳدهد. مثبت ΁پاس ͳاضاف شرط

. ١۶.٢.٣ قضیه
فرض و EA(D) = ∅ قسمی΋ه به باشد A روی اشتقاق Έی D و باناخ جبر Έی A کنید فرض

است. پوچتوان شبه Da اینصورت در .[a,Da] = ٠ قسمی΋ه به a ∈ A کنید

اثبات.
است. خوشتعریف DP پس D(P ) ⊆ P فرض بنابه باشد. اولیه ایدآل Έی P ⊆ A کنید فرض
DP (πP (a)) = πP (D(a)) ٣.١.٢٣ قضیۀ بنابر است. کراندار DP پس است نیمساده A/P چون
٣.٢.١۴ لم بنابر .σA/P (πP (D(a))) = {٠} پس است) متعارف ͳبروریخت πP)است پوچتوان شبه

داریم
σA(D(a)) ⊆ ∪P∈Prim(A)σA/P (πP (D(a))) ∪ {٠} = {٠}

� م�ͳشود. اثبات ح΋م و است پوچتوان شبه D(a) پس

. ١٧.٢.٣ قضیه
ͳمتناه تعداد حاوی EA(D)آنگاه باشد. A روی اشتقاق Έی D و باناخ جبر Έی A کنید فرض

است. ͳمتناه همبعدی از آنها از هرکدام که است اولیه ایدآل

اثبات.
� .[۴٧] ١.١٠ قضیۀ ک. ر.

. ١٨.٢.٣ نتیجه
آنگاه D٢(a) = ٠ قسمی΋ه به a ∈ A و باشد A روی اشتقاق Έی D و باناخ جبر Έی A اگر

است. ͳمتناه σ(D(a))

۶٢



ͳجابجائ غیر سینگر-ورمر حدس .٣ جابجائͳفصل غیر سینگر-ورمر حدس .٢.٣

اثبات.
با متناظر اشتقاق DP کنید فرض .D(P ) ⊆ P قسمی΋ه به باشد اولیه ایدآل Έی P کنید فرض
بوضوح ،D٢(a) = ٠ چون است. کراندار DP پس است نیمساده A/P چون باشد. A/P Dروی

١.۶.٧ بنابرقضیۀ .Dk
P (a+ P ) = ٠ ،k ≥ ٢ به�ازای

∥(DP (a+ P ))n∥
١
n =

∥∥ ١
n!D

n
P ((a+ P )n)

∥∥ ١
n

= (n!)−
١
n ∥Dn

P ((a+ P )n)∥
١
n

≤ (n!)−
١
n ∥DP ∥∥(a+ P )n∥

١
n 7→ ٠(n 7→ ∞)

(٢۵.٣)

σA/P (DP (a+ P )) = ͳیعن (A/P به است(نسبت پوچتوان شبه DP (a+ P ) = D(a) + P بنابراین
دارای نیز ایدآلها این و نم�ͳکنند صدق D(P ) ⊆ P شرط در اولیه ایدآل ͳمتناه تعداد چون .{٠}
� م�ͳشود. ثابت ح΋م و است ͳمتناه σA(Da) قبل قضیۀ بنابر پس است ͳمتناه همبعدی

. ١٩.٢.٣ لم
[a,D(a)] = قسمی΋ه به a ∈ A اگر باشد. Aروی یΈاشتقاق D و باناخ یΈجبر A فرضکنید

است. ͳمتناه σ(D(a)) آنگاه ٠

اثبات.
٣.٢.١۶ قضیۀ اثبات بنابر آنگاه نباشد استثنایی P اگر باشد. A اولیۀ ایدآل Έی P کنید فرض

است) متعارف ͳبروریخت πP)σA/P (πP (D(a))) = {٠}
بنابر است. ͳمتناه σA/P (πP (D(a))) نتیجه در است. متناهͳ-بعد A/P باشد، استثنایی P اگر

٣.٢.١۴ لم
σA(D(a)) ⊆ ∪P∈Prim(A)σA/P (πP (D(a))) ∪ {٠}

= ∪P∈EA(D)σA/P (πP (D(a))) ∪ {٠}
� است. ͳمتناه σA(D(a)) پس داریم استثنایی اولیه ایدآل ͳمتناه تعداد چون حال
م�ͳآید. ادامه در توماس اثبات داد. مثبت جواب الذکر فوق الف سئوال به توماس ١٩٩٣ سال در

(١٩٩٣ (توماس . ٢٠.٢.٣ قضیه
D٢(a) = ٠ قسمی΋ه به a ∈ A اگر باشد. A روی اشتقاق Έی D و باناخ یΈجبر A فرضکنید

است). پوچتوان شبه D(a))σ(D(a)) = {٠} آنگاه
اثبات.

.λ ∈ σ(D(a)) و λ ̸= ٠ کنید فرض
σ(D(a)) ͳΎهمسای Έی روی f ͳتحلیل تابع پس است ͳمتناه σ(D(a)) ٣.٢.١٨ نتیجۀ بنابر
ͳΎهمسای Έی روی ͳول دارد را ١ مقدار {λ} ͳΎهمسای Έی روی قسمی΋ه به است موجود
fm(ξ) = (١− km(ξ − λ)m)−١ ͳتحلیل توابع ی΋نواخت حد م�ͳتوان را f) است. صفر σ(D(a))\{λ}

م�ͳشود). انتخاب σ(D(a)) ناهمبند ͳΎهمسایΈی کوچΈروی ͳکاف اندازۀ به k که گرفت نظر در
ͳتحلیل تصویر e چون م�ͳشود. جابجا D(a) با و است خودتوان e = f(D(a)) پس f٢ = f بنابراین
زیر Έی eAe بعلاوه م�ͳشود. جابجا شود، جابجا D(a) با که A از عضوی هر با پس است D(a)

داریم است. e ͳهمان عضو با A بستۀ جبر

.eD(a)e = e٢D(a) = eD(a)
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داریم همچنین
σeAe(eD(a)e) = σeAe(eD(a)) = {λ}

بوضوح است eAe ͳهمان عضو e چون

σeAe(eD(a)e− λe) = {٠}
است. eAe پوچتوان شبه عضو Έی s = eD(a)e− λe پس

0=(a)D٢بوضوح چون باشد. D(a)توسط شده تولید جابجائͳ(غیربسته) جبر زیر S فرضکنید
داریم .D(S) ⊆ S بنابراین .D(S) = {٠}

.D(e) = D(e٢) = eD(e) +D(e)e

C(S) ∩ C(C(S)) بستۀ و ͳجابجائ زیرجبر در D(e) ١.۶.١٧ لم بنابر e ∈ C(S) ∩ C(C(S)) چون
است خودتوان e چون م�ͳبریم). کار به C(S) برای دیΎر بار و S برای را لم بار Έگیرد(ی�ͳم قرار

پس م�ͳشوند جابجا D(e) و e و

eD(e) = e(eD(e) +D(e)e) = e(٢eD(e)) = ٢eD(e)

بنابراین .eD(e) = پس٠

D(e) = D(e٢) = eD(e) +D(e)e = ٢eD(e) = ٠
همچنین

D(eae) = D(e)ae+ eD(ae)

= D(e)ae+ eD(a)e+ eaD(e)

= ٠+ eD(a)e+ ٠
= λe+ s

(٢۶.٣)

همچنین

D٢(eae) = D(D(eae))

= D(eD(a)e)

= D(e)D(a)e+ eD٢(a)e+ eD(a)D(e)

= ٠
(٢٧.٣)

داریم ٢۶.٣ بر بنا

٠ = D٢(eae) = D(D(eae)) = D(λe) +D(s) = λD(e) +D(s)

.D(s) = پس٠
م�ͳکنیم. تعریف زیر بصورت را eAe ی΋دار باناخ جبر روی را D١ اشتقاق

D١(exe) = eD(exe)e ∀ x ∈ A

بوضوح پس D(e) = ٠ چون است. اشتقاق Έی D١ که داد نشان م�ͳتوان ͳبراحت

.D١(exe) = eD(x)e
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داریم
D١(eae) = e(D(eae))e = e(λe+ s)e = λe+ s

پس .s = ese داریم جاگذاری با .D١(e) = D١(e٣) = eD(e)e = ٠ همچنین
D١(s) = D١(ese) = eD(s)e = ٠

و
.D٢١(eae) = D١(D١(eae)) = D١(eD(a)e) = eD٢(a)e = ٠

وارونپذیر eAe در λe+ sپس است پوچتوان شبه s چون و است eAe ی΋ۀ عضو e و λ ̸= ٠ چون
پس نیست). s طیف در λ است(زیرا

(λe+ s)(λe+ s)−١ = e

بنابراین

٠ = D١(e)
= D١

(
(λe+ s)(λe+ s)−١

)
= D١(λe+ s)(λe+ s)−١ + (λe+ s)D١((λe+ s)−١)
= (λe+ s)D١((λe+ s)−١)

(٢٨.٣)

تعریف حال .D١((λe+s)−١) = ٠ داریم آن وارون در طرفین ضرب با است، وارونپذیر λe+s چون
همچنین .t ∈ eAe داریم .t = (eae)(λe+ s)−١ م�ͳکنیم

D١(t) = D١
(
(eae)(λe+ s)−١

)
= D١(eae)(λe+ s)−١ = e

.D٢١(t) = D١(D١(t)) = D١(e) = پس٠
باشد. eAe در t و e توسط شده تولید بسته) جابجائͳ(غیر و ی΋دار زیرجبر T کنید فرض حال

م�ͳکنیم تعریف همچنین
A١ = C(T ) ∩ C(C(T ))

ب΋اربردن با است ͳجابجائ جبر زیر Έی T چون است. شده گرفته نظر در eAe روی تعویضΎر که
است t حاوی و ی΋دار A١ است. eAe بستۀ ͳجابجائ جبر زیر Έی A١ که است ΀واض ١.۶.١٧ لم

.T ⊆ A١ زیرا
جبر Έی A١ پس پایاست. D١ تحت A١ ١.۶.١٧ لم بنابر پایاست، D١ تحت T بوضوح چون
رادی΋ال در پس نیست پوچتوان شبه e چون است. آن روی اشتقاق Έی D١ و است ͳجابجائ باناخ
متناقض سینگر-ورمر(٢.٣.٢) حدس اثبات با این و D١(t) ̸∈ rad(A١) پس نم�ͳگیرد قرار A١
� م�ͳشود. اثبات ح΋م و باطل خلف فرض پس است.

م�ͳکنند جمله�ایصدق چند اتحاد در که اشتقاقهایی برد ٣.٣

م�ͳکنیم. ارائه ٣.٢.٢ قضیۀ از ͳتعمیم حال
باشد(به ͳجابجائ غیر متغیر n با ایها جمله چند جبر C{x١, . . . , xn} کنید فرض ،n ∈ N به�ازای

مولد). n با آزاد مختلط جبر دیΎر عبارت
در p ∈ C{x١, . . . , xn} Έی به�ازای a١, . . . , an ∈ A اگر باشد. مختلط جبر Έی A کنید فرض
کنند. ͳم صدق ای چندجمله اتحاد در a١, . . . , an گوییم آنگاه کند صدق p(a١, . . . , an) = ٠ شرط
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. ١.٣.٣ لم
باشد: زیر ͳویژگ دارای p ∈ C{x١, . . . , xn+١} و n ∈ N کنید فرض

،a ∈ A هر به�ازای قسمی΋ه به باشد A اولیه باناخ جبر روی اشتقاق Έی D اگر

p(a,D(a), . . . , Dn(a)) = ٠
،p(a,D(a), . . . , Dn(a)) = ٠ و EA(D) = ∅ که A باناخ جبر روی D اشتقاق هر آنگاه .D = ٠ آنگاه

م�ͳنگارد. rad(A) توی به Aرا
اثبات.

کند. صدق قضیه شرایط در قسمی΋ه به باشد A باناخ جبر روی اشتقاق Έی D کنید فرض

باشد. A/P روی D توسط شده القا اشتقاق DP باشدو A اولیۀ ایدآل Έی P کنید فرض همچنین
D(A) ⊆ پس .DP = فرض٠ بنابر .p(u,DP (u), . . . , D

n
P (u)) = ٠ ،u ∈ A/P هر به�ازای بوضوح

� م�ͳشود. ثابت ح΋م و D(A) ⊆ rad(A) پس بود دلخواه P چون .P
. ٢.٣.٣ لم

باشد: زیر ͳویژگ دارای p ∈ C{x١, . . . , xn+١} و n ∈ N کنید فرض
p(a,D(a), . . . , Dn(a)) = ،a ∈ A هر به�ازای قسمی΋ه به باشد A اول باناخ جبر روی یΈاشتقاق D اگر

.D(A) ⊆ rad(A) آنگاه ٠
را A ،p(a,D(a), . . . , Dn(a)) ∈ nil(A) (∀ a ∈ A) که A باناخ جبر روی D اشتقاق هر آنگاه

م�ͳنگارد. rad(A) توی به
اثبات.

Q مینیمال اول ایدآل حاوی پس است اول P بΎیرید. نظر در را P ⊆ A دلخواه اولیۀ ایدآل
باشد. A/Q روی D توسط شده القا اشتقاق DQ کنید فرض .D(Q) ⊆ Q ١.۶.١٨ لم بنابر است.

م�ͳگیریم: نظر در حالت دو
اول: حالت

S(D) ̸⊂ Q

است.چون اول باناخ جبر Έی A/Q و است بسته Q ١.۶.١٨ لم بنابر

p(a,D(a), . . . , Dn(a)) ∈ nil(A) ⊆ Q (a ∈ A)

.p(u,DQ(u), . . . , D
n
Q(u)) = ٠ ،u ∈ A/Q هر به�ازای پس

.D(A) ⊆ P پس .DQ(A/Q) ⊆ rad(A/Q) = rad(A)/Q ⊆ P/Q داریم فرض بنابر
حالتدوم:

S(D) ⊆ Q

آنگاه باشد. متعارف ͳبروریخت π : A → A/Q کنید فرض

S(π ◦D) = π(S(D)) = {٠}
.(π ◦D)(Q) = {٠} بنابراین (π ◦D)(Q) = {٠} پس D(Q) ⊆ Q چون است. پیوسته π ◦D پس
،u ∈ A/Q هر به�ازای بوضوح است. خوشتعریف DQ اشتقاق پس پایاست. D تحت Q ͳیعن

داریم ٣.٣.١ لم بنابر پس .p(u,DQ(u), . . . , D
n
Q
(u)) = ٠

DQ

(
A/Q

)
⊆ rad

(
A/Q

)
⊆ P/Q

۶۶
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� م�ͳشود. ثابت ح΋م و D(A) ⊆ P بنابراین

. ٣.٣.٣ قضیه
باشد: زیر ͳویژگ دارای p ∈ C{x١, . . . , xn+١} و n ∈ N کنید فرض

p(a,D(a), . . . , Dn(a)) = ،a ∈ A هر به�ازای قسمی΋ه به باشد A اول باناخ جبر روی یΈاشتقاق D اگر
باشد. ͳجابجائ A یا D = ٠ آنگاه ٠

را A ،p(a,D(a), . . . , Dn(a)) ∈ nil(A) ،a ∈ A هر که�به�ازای A باناخ جبر روی D اشتقاق هر آنگاه
م�ͳنگارد. rad(A) توی به

اثبات.
است. برقرار فوق لم شرایط م�ͳدهیم نشان

هر به�ازای قسمی΋ه به باشد A روی اشتقاق Έی D و باشد اول باناخ جبر Έی A کنید فرض
.D(A) ⊆ rad(A) ٢.٣.٢ قضیۀ بنابر باشد ͳجابجائ A اگر .p(a,D(a), . . . , Dn(a)) = ٠ ،a ∈ A

فوق لم شرایط پس است. رادی΋ال داخل آن برد بوضوح که D = ٠ آنگاه نباشد ͳجابجائ A اگر
� م�ͳشود. ثابت ح΋م لذا و است برقرار

. ۴.٣.٣ نتیجه
،a ∈ A هر به�ازای قسمی΋ه به باشد A روی اشتقاق Έی D و باناخ جبر Έی A کنید فرض

م�ͳگیرد. قرار rad(A) داخل D برد اینصورت در .[a, [a, [a,D(a)]]] ∈ nil(A)

اثبات.
برقرار ح΋م پس م�ͳکند. صدق فوق قضیۀ شرایط در p = [x١, [x١, [x١, x٢]]] ٣.١.٧ قضیۀ بنابر
� است.
ضعیف شرط به م�ͳتوان را فوق نتیجۀ آیا که است این م�ͳشود مطرح اینجا که جالب یΈسئوال

تر
[a, [a, [a,D(a)]]] ∈ rad(A) ∀ a ∈ A

با میتوان ٣.١.٢٠ در را کرانداری شرط البته کرد؟ تبدیل کراندار حالت برای ٣.١.٢٠ قضیۀ مشابه
آنگاه باشد برقرار ͳجابجائ غیر سینگر-ورمر حدس اگر بنابراین کرد. جایΎزین EA(D) = ∅ شرط

است. برقرار دلخواه اشتقاقهای برای ٣.١.٢٠
a = هر و R# روی D اشتقاق هر به�ازای باشد. رادی΋ال باناخ جبر Έی R کنید فرض حال

داریم r + λ١ ∈ R# r ∈ R, λ ∈ C

[a,D(a)] = [r + λ١, D(r + λ١)] = [r,D(r)] ∈ R = rad(R#).

به�ازای ،[a, [a, [a,D(a)]]] ∈ rad(A) ͳیعن بΎیرید) نظر #Rدر را A) ٣.١.٢٠ قضیۀ بالاخصشرط
است. برقرار a ∈ R# هر

است. زیر ش΋ل به قضیه صورت کرد. ثابت نیز را فوق قضیۀ متغیرۀ چند صورت م�ͳتوان

. ۵.٣.٣ قضیه
باشد: زیر ͳویژگ دارای p ∈ C{x١, . . . , xnm+١} و k ≤ mو n,m, k ∈ N کنید فرض

،a ∈ A هر به�ازای قسمی΋ه به باشد A اول باناخ جبر روی اشتقاقهایی Dm, . . . , D١ اگر
ͳجابجائ A یا D١ = · · · = Dk = ٠ آنگاه p(a,D١(a), . . . , Dm(a), . . . , Dn١ (a), . . . , Dn

m(a)) = ٠

۶٧
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باشد.
،a ∈ A هر بقسمی΋ه�به�ازای باشند A باناخ جبر روی اشتقاقهایی Dm, . . . , D١ اگر آنگاه

p(a,D١(a), . . . , Dm(a), . . . , Dn١ (a), . . . , Dn
m(a)) ∈ nil(A)

م�ͳنگارند. rad(A) توی به را A ،Dk, . . . , D١ برد ،

اثبات.
� م�ͳشود. ثابت ٣.٣.٣ قضیۀ اثبات مشابه روندی با
نیست. مش΋ل چندان بی΋ران اشتقاقهای برد در ͳنتایج آوردن بدست ٣.٣.٣ قضیۀ از استفاده با
شرط اگر نیز ٣.١.٩ قضیۀ همچنین است. برقرار بی΋ران اشتقاقهای برای ٣.١.١٢ قضیۀ مثال بطور

است. برقرار باز شود تبدیل nil(A) به rad(A)

اولا˦ که م�ͳکنیم ͳبررس aهایی برای را مسأله اینجا در م�ͳکنیم. ͳبررس را ب سئوال صحت حال
باشد. وارونپذیر D(a) ثانیاً و باشند پوچتوان شبه

. ۶.٣.٣ قضیه
معادلند: زیر اح΋ام

،a ∈ A Έی به�ازای قسمی΋ه به است موجود A روی D اشتقاق و A باناخ جبر (الف)
.D(a) ̸∈ Q(A) و [a,D(a)] = ٠

،a ∈ Q(A)Έی به�ازای قسمی΋ه به است موجود A روی D اشتقاق و A ی΋دار باناخ جبر ( ب )
r ∈ rad(A) Έی و Prim(A) = EA(D) حالت این در است. وارونپذیر D(a) و [a,D(a)] = ٠

.D(r) ̸∈ rad(A) ͳول [r,D(r)] = ٠ قسمی΋ه به است موجود
اثبات.

� .[٣٨] از ٣.٢ قضیۀ ک. ر.
باشد: داشته را زیر ͳویژگ p ∈ C{x١, . . . , xn+١} و n ∈ N کنید فرض حال

بطوری΋ه a ∈ A و باشد A روی کراندار اشتقاق Έی D و باشد باناخ جبر Έی A اگر
باشد. پوچتوان شبه D(a) آنگاه p(a,D(a), . . . , Dn(a)) = ٠

ͳبررس با است. خواص این دارای p = x٣ و p = [x١, x٢] ٣.١.٨ و ٣.١.٢٣ قضایای بنابر
کند صدق فوق شرایط در که p هر برای ٣.٣.۶ قضیۀ و ٣.٢.١٩ لم که داد نشان م�ͳتوان اثباتها

است. برقرار
برد. کار به (ب) سئوال برای نم�ͳتوان را ٣.٢.٢٠ قضیۀ برای توماس اثبات روش متاسفانه
از تر قوی فرضهای دارای دو هر که را بی΋ران کلینکِ-شیرکوف قضیۀ از ضعیفتر نگارش دو حال

م�ͳکنیم. ثابت و بیان دارند، نیاز [a,D(a)] = ٠ شرط

. ٧.٣.٣ قضیه
D(a) ∈ قسمی΋ه به a ∈ A اگر باشد. A روی اشتقاق Έی D و باناخ جبر Έی A کنید فرض

است. پوچتوان شبه D(a) آنگاه C(C({a}))

اثبات.
داریم {a,D(a)} ⊆ C(C({a})) چون

C ({a,D(a)}) ⊇ C (C (C({a}))) = C({a}).
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١.۶.١٧ لم بر بنا حال .C ({a,D(a)}) = C({a}) پس .C({a,D(a)} ⊆ C({a}) بوضوح ͳطرف از
پس .D(C({a,D(a)})) ⊆ C({a,D(a)}) چون

D (C (C({a,D(a)}))) ⊆ C (C ({a,D(a)})) .

تحت فوق بنابر که است a حاوی ͳجابجائ باناخ جبر Έی C (C ({a,D(a)})) ١.۶.١٧ لم بر بنا
Dپایاست.

D(a) بالاخص م�ͳنگارد. آن رادی΋ال توی به را C (C ({a,D(a)})) ، D ٢.٣.٢ قضیۀ بنابر
� است. پوچتوان شبه

[٣٨] . ٨.٣.٣ قضیه
هر به�ازای قسمی΋ه به a ∈ A اگر باشد. A روی اشتقاق Έی D و باناخ جبر Έی A کنید فرض

است. پوچتوان شبه D(a) آنگاه [a,Dn(a)] = ٠ ،n ∈ N

اثبات.
.[Dm(a), Dn(a)] = ٠ ،m,n ∈ N هر به�ازای م�ͳکنیم ثابت استقرا با ابتدا

است. ͳبدیه فرض به بنا ح΋م m = ٠ به�ازای
آنگاه [Dm−١(a), Dn(a)] = ٠ ،n ∈ N هر به�ازای و m > ٠ کنید فرض

٠ = D
(
[Dm−١(a), Dn(a)]

)
= D

(
Dm−١(a)Dn(a)−Dn(a)Dm−١(a)

)
= D

(
Dm−١(a)Dn(a)

)
−D

(
Dn(a)Dm−١(a)

)
= Dm(a)Dn(a) +Dm−١(a)Dn+١(a)−Dn+١(a)Dm−١(a)−Dn(a)Dm(a)

= [Dm(a), Dn(a)] + [Dm−١(a), Dn+١(a)]
= [Dm(a), Dn(a)]

(٢٩.٣)

پس D(S) ⊆ S بوضوح است. A ͳجابجائ مجموعۀ زیر Έی S = {a,D(a), D٢(a), . . .} پس
باناخ یΈجبر C(C(S)) است، ͳجابجائ S چون .D(C(C(S))) ⊆ C(C(S)) و D(C(S)) ⊆ C(S)

� .D(a) ∈ Q(A) قبل قضیۀ اثبات بنابر پایاست. D تحت که است a حاوی ͳجابجائ
داریم آنگاه [a,D(a)] = ٠ کنیم فرض فقط اگر

٠ = D ([a,D(a)]) = [D(a), D(a)] + [a,D٢(a)] = [a,D٢(a)]

نیست. برقرار لزوماً [a,Dn(a)] = ٠ ،n ≥ ٣ به�ازای امˈا
کرد. بیان م�ͳتوان [a,D٣(a)] دربارۀ که است ͳم΋ح قویترین بعد قضیۀ

. ٩.٣.٣ قضیه
Prim(A) = قسمی΋ه به باشد A روی اشتقاق Έی D و ی΋دار باناخ جبر Έی A کنید فرض

است. پوچتوان شبه [a,D٣(a)] آنگاه [a,D(a)] = ٠ قسمی΋ه به a ∈ A اگر .EA(D)

اثبات.
� .[٣٨] ٣.۶ قضیۀ ک. ر.

م�ͳپردازیم. باز مسألۀ Έی ͳبررس به فوق مطالب به توجه با حال
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قسمی΋ه به a ∈ A همچنین باشد. A روی اشتقاق Έی D و ی΋دار باناخ جبر Έی Aکنید فرض
است A ͳجابجائ باناخ زیرجبر C (C ({a,D(a)})) آنگاه باشد. وارونپذیر D(a) و [a,D(a)] = ٠

نگاشت و است C (C ({a})) ͳجابجائ باناخ زیرجبر حاوی که

d : C (C ({a})) −→ C (C ({a,D(a)}))
x −→ (D(a))−١D(x)

.d(a) = ١ قسمی΋ه به است اشتقاق Έی
م�ͳشود. مطرح سئوال این حال

حاوی B زیرجبر Έی A قسمی΋ه به باشند ی΋دار و ͳجابجائ باناخ جبرهای B و A کنید فرض
D(a)؟ = ١ بطوری΋ه است موجود a ∈ A عضو و D : A → B اشتقاق آیا باشد. ١

که ی΋دار باناخ زیرجبر به D تحدید زیرا است ͳمنف سئوال جواب باشد، کراندار D که ͳحالت
است. متناقض سینگر-ورمر قضیۀ با م�ͳشود تولید a عضو بوسیله

تکنی΋های همچنین نم�ͳدهد. جواب برایحدسسینگر-ورمر توماس اثبات باشد بی΋ران D اگر
ͳکل حالت به نمیتوان را A = B حالت در فوق سئوال به دادن جواب برای [۴۶] در شده استفاده

است. باز فعلا̈ مسأله این داد. تعمیم

ͳطیف کراندار اشتقاقهای برد ۴.٣
. ١.۴.٣ تعریف

باشد. ͳخط نگاشت Έی T : A → B و باناخ جبرهای B و A کنید فرض
T آنگاه r(T (a)) ≤ Mr(a) ،a ∈ A هر به�ازای قسمی΋ه به باشد موجود M > ٠ ثابت عدد اگر

گویند. ͳطیف کراندار را
گویند. ͳطیف منقبض را T آنگاه ،M = ١ اگر

گویند. ͳطیف طولپای را T آنگاه r(T (a)) = r(a) ،a ∈ A هر به�ازای اگر
گویند. ͳطیف Έکوچ بینهایت را T آنگاه r(T (a)) = ٠ ،a ∈ A هر به�ازای اگر

(١٩٧٩ پتاک ) . ٢.۴.٣ قضیه
.D٢(A) ⊆ Q(A) آنگاه باشد A ی΋دار باناخ جبر روی ͳطیف کراندار و ͳدرون یΈاشتقاق D اگر

اثبات.
� .٢.١ قضیۀ [٣۵] ک. ر.
ثابت ͳدرون لزوماً نه و کراندار اشتقاقهای برای را فوق قضیۀ ١٩٩١ سال در ͳمورف و ماتیو

کردند.

. ٣.۴.٣ قضیه
D٢(A) ⊆ آنگاه باشد A ی΋دار باناخ جبر روی ͳطیف کراندار و کراندار اشتقاق Έی D اگر

.Q(A)

اثبات.
� .[٢٨] ٣.٧ قضیۀ ک. ر.
قرار A رادی΋ال داخل D٢ برد که گرفت نتیجه م�ͳتوان ٣.۴.٢ قضیۀ فرضهای با داد نشان برسار

داریم. نیاز تعریف و قضیه چند به اثبات از قبل م�ͳآوریم. را برسار اثبات ادامه در م�ͳگیرد.
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. ۴.۴.٣ قضیه
معادلند: زیر اح΋ام باشد. آن از ͳثابت عضو a و ی΋دار باناخ جبر Έی A کنید فرض

قسمی΋ه به است موجود λπ اس΋الر ، A روی π تحویلناپذیر اکیداً نمایش هر به�ازای (الف)

π((a− λπ)
٢) = ٠

.[[x, a], a] ∈ rad(A) ،x ∈ A هر به�ازای ( ب )
.[[x, a], a] ∈ Q(A) ،x ∈ A هر به�ازای ( ج )

اثبات.
� .[٣۵] ٣.٢ قضیۀ ک. ر.

. ۵.۴.٣ تعریف
ویژۀ مقدار Έی را λ ∈ C باشد. X باناخ فضای روی کراندار ͳخط عملΎر Έی T کنید فرض
T − λI برد که است λهایی ∈ C تمام مجموعۀ T طیف نباشد. Έی به Έی T − λI اگر گویند T

نباشد. Έی به Έی T − λI یا نباشد X تمام

( جی΋وبسن ͳالΎچ (قضیۀ . ۶.۴.٣ قضیه
در ξn, . . . , ξ١ اگر باشد. X باناخ جبر روی پیوسته تحویلناپذیر نمایش Έی π کنید فرض
هر به�ازای قسمی΋ه به است موجود a ∈ A Έی آنگاه η١, . . . , ηn ∈ X و باشند ͳخط مستقل X

.π(a)ξi = ηi ،i = ١, . . . , n

اثبات.
� [٢] ۴.٢.۵ قضیۀ ک. ر.

[۵](١٩٩٣ (بِرِسار . ٧.۴.٣ قضیه
باشد. A روی ͳطیف کراندار و ͳدرون اشتقاق Έی D و ی΋دار باناخ جبر Έی A کنید فرض

.D(A) ⊆ rad(A) آنگاه

اثبات.
داریم و است A روی اشتقاق Έی φDφ−١ آنگاه باشد. A روی ͳخودریخت Έی φ کنید فرض

r
(
φDφ−١(x)

)
= r

(
φ
(
D(φ−١(x))

))
= r

(
D
(
φ−١(x)

))
≤ Mr

(
φ−١(x)

)
= Mr(x).

(٣٠.٣)

٣.۴.٢ قضیۀ بنابر م�ͳدارد. نگه پایا را Q(A) ،φDφ−١ بالاخص است. ͳطیف کراندار φDφ−١ پس
تحویلناپذیر اکیداً نمایش Έی π کنید فرض .(φDφ−١D٢) (A) ⊆ Q(A) پس .D٢(A) ⊆ Q(A)

پس π(Q(A)) ⊆ Q(B) داریم .B = π(A) و باشد A روی

π
((

φDφ−١D٢) (A)) ⊆ Q(B) (٣١.٣)

.D(x) = [a, x] قسمی΋ه به است موجود a ∈ A عضو پس است ͳدرون D فرض بنابر
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داریم باشد. φ(x) = eyxe−y ͳدرون ͳریخت خود φ کنید فرض و بΎیرید نظر در را y ∈ A(
φDφ−١D٢) (x) = φDφ−١ ([a, [a, x]])

= φD (e−y[a, [a, x]]ey)

= φ ([a, e−y[a, [a, x]]ey])

= ey[a, e−y[a, [a, x]]ey]e−y

= eyae−y[a, [a, x]]eye−y − eye−y[a, [a, x]]eyae−y

= eyae−y[a, [a, x]]− [a, [a, x]]eyae−y

= [eyae−y, [a, [a, x]]]

(٣٢.٣)

،x, y ∈ A هر به�ازای ،٣١.٣ ]بنابر
eπ(y)π(a)e−π(y), [π(a), [π(a), π(x)]]

]
∈ Q(B)

م�ͳکند: صدق زیر خاصیت در z, w ∈ B هر به�ازای b = π(a) عضو ͳیعن[
ezbe−z, [b, [b, w]]

]
∈ Q(B)

آنگاه .c = b− λ کنید فرض .(b− λ)٢ = ٠ قسمی΋ه به است موجود λ اس΋الر ٣.۴.۴ قضیۀ بنابر
،z, w ∈ B به�ازای

[ezce−z, [c, [c, w]]] ∈ Q(B)

،z, w ∈ B هر به�ازای پس c٢ = ٠ چون حال

cwcezce−z − ezce−zcwc ∈ Q(B)

.c = ٠ م�ͳدهیم نشان
.c ̸= ٠ کنید فرض خلف) (فرض

.cη = ٠ پس c٢ = ٠ چون .η = cξ ̸= ٠ بطوری΋ه است موجود ξ بردار اینصورت در
قسمی΋ه به است موجود z ∈ B عضو جی΋وبسن ͳالΎچ قضیۀ بنابر خط�ͳاند. مستقل η و ξ بنابراین
و ezη =

∑ zn

n! η = η + ٢η = η + ξ − η = ξ پس .z٢ξ = z٢η = ٠ این بنابر .zξ = zη = ξ − η

این بنابر .e−zη = ٢η − ξ و e−zξ = η که م�ͳکند ایجاب این و ezξ = ٢ξ − η مشابه )بطریق
cezcezce−z − ezce−zcezc

)
ξ = ξ

است. آن ویژۀ مقدار Έی ١ پس
پس است. تناقض این و است. پوچتوان شبه cezcezce−z − ezce−zcezc که دادیم نشان قبلا̈ امˈا
اکیداً نمایش Έی π چون .π([a, x]) = ٠ ،x ∈ A هر به�ازای پس π(a) = b = λ بنابراین .c = ٠
� م�ͳشود. ثابت ح΋م و D(x) = [a, x] ∈ rad(A) پس است دلخواه تحویلناپذیر
است؟ برقرار دلخواه اشتقاق Έی برای فوق قضیۀ آیا که م�ͳشود مطرح سئوال این طبیعتاً حال

نیست. ساده چندان حدس این اثبات که م�ͳرسد نظر به
داریم. را زیر نتیجۀ فوق قضیۀ به توجه با حال

. ٨.۴.٣ نتیجه
معادلند: زیر اح΋ام .a ∈ A و ی΋دار باناخ جبر Έی A کنید فرض

.ax− xa ∈ rad(A) ،x ∈ A هر به�ازای (الف)
.ax− xa ∈ Q(A) ،x ∈ A هر به�ازای ( ب )

.r(ax− xa) ≤ Mr(x) ،M > ٠ ͳبرخ و x ∈ A هر به�ازای ( ج )
.r(ax) ≤ Mr(x) ،M > ٠ ͳبرخ و x ∈ A هر به�ازای ( د )
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اثبات.
� است. ͳبدیه ٣.۴.٧ قضیۀ و ٣.۴.٢ قضیۀ به توجه با

باناخخاص جبرهای ͳبرخ روی اشتقاقها برد ۵.٣

است. برقرار خاص جبرهای ͳبرخ روی سینگر-ورمر حدس م�ͳدهیم نشان بخش این در
است ای گونه به تعریف این م�ͳکنیم. تعریف زیر بصورت را باناخ جبر دو حاصلضرب ابتدا

است. باناخ جبر Έی حاصل ثانیاً و است سازگار برداری فضاهای حاصلضرب با اولا˦ که
که خاصیت این با باشند باناخ جبر دو (B, ∥.∥٢) و (A.∥.∥١) کنید فرض

.[x, [y, z]] = ٠ ∀x, y, z ∈ A,B

را A⊕B روی ضرب عمل باشد. B و A برداری فضاهای مستقیم حاصلضرب A⊕B کنید فرض
م�ͳکنیم. تعریف زیر بصورت

(a١, b١), (a٢, b٢) ∈ A⊕B هر به�ازای

(a١, b١)(a٢, b٢) = (a١a٢ + a٢a١, b١b٢ + b٢b١)

شرکت اثبات برای شرط این است. جبر Έی فوق ضرب با A⊕B ،[x, [y, z]] = ٠ شرط به توجه با
م�ͳکنیم: تعریف زیر بصورت را A⊕B روی نرم همچنین است. لازم ضرب عمل پذیری

|∥(a, b)|∥ = ٢(∥a∥١ + ∥b∥٢)

زیرا است. ͳجابجائ باناخ جبر Έی نرم این با A⊕B اینصورت در

(a١, b١)(a٢, b٢) = (a١a٢ + a٢a١, b١b٢ + b٢b١)
= (a٢a١ + a١a٢, b٢b١ + b١b٢)
= (a٢, b١)(a١, b١)

است. ͳجابجائ پس
است. جبری نرم Έی |∥.|∥ م�ͳدهیم نشان حال

|∥(a١, b١)(a٢, b٢)|∥ = |∥(a١a٢ + a٢a١, b١b٢ + b٢b١)|∥

= ٢(∥a١a٢ + a٢a١∥١ + ∥b١b٢ + b٢b٢∥١)

≤ ۴(∥a١∥١∥a١∥٢ + ∥b٢∥١∥b٢∥٢)

≤ ۴(∥a١∥١ + ∥b٢∥١)(∥a١∥٢ + ∥b٢∥٢)

= |∥(a١, b١)|∥.|∥(a٢, b٢)|∥

آنگاه باشد ͳکوش دنبالۀ Έی {(an, bn)}n∈N اگر زیرا است کامل فوق نرم بعلاوه

∀ϵ > ٠, ∃N ∀m,n ≥ N |∥(an, bn)− (am, bm)|∥ < ٢ϵ
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٢ϵ > |∥(an − am, bn − bm)|∥
= ٢(∥(an − am)∥١ + ∥(bn − bm)∥٢)

دنبالۀ Έی {bn} و A در ͳکوش دنبالۀ Έی {an} پس .∥bn − bm∥ < ϵ و ∥an − am∥ < ϵ نتیجه در
م�ͳدهیم نشان .bn → b و an → a کنید فرض هستند. همΎرا {bn} و {an} پس است B در ͳکوش

.(an, bn) → (a, b)

ϵ.داریم > ٠ کنید فرض

∃n١ ∈ N ∀n ≥ n١ ∥an − a∥ < ϵ/۴
و

∃n٢ ∈ N ∀n ≥ n٢ ∥bn − b∥ < ϵ/۴
آنگاه بΎیریم نظر در n١, n٢ ماکزیمم را N اگر حال

∀n ≥ N |∥(an − bn)− (a, b)|∥ = ٢(∥an − a∥١ + ∥bn − b∥٢) ≤ ϵ

است. ͳجابجائ باناخ جبر Έی A⊕B دادیم نشان پس همΎراست. دنباله نتیجه در

[٢٢](١٩٩١ جان ، (کیم . ١.۵.٣ قضیه
کند صدق [x, [y, z]] = ٠ شرط در A در x, y, z هر به�ازای که باشد باناخ جبر Έی A کنید فرض

.D(A) ⊆ Q(A) آنگاه باشد. A روی اشتقاق Έی D و
اثبات.

م�ͳکنیم: تعریف زیر بصورت را D است. ͳجابجائ باناخ جبر Έی A⊕A فوق مطالب بنابر

D : A⊕A → A⊕A

(a, b) → (D(a), D(b))

زیرا است. A⊕A روی اشتقاق Έی D
D ((a١, b١)(a٢, b٢)) = D (a١a٢ + a٢a١, b١b٢ + b٢b١)

= (D(a١a٢ + a٢a١), D(b١b٢ + b٢b١))
= (D(a١)a٢ + a١D(a٢) +D(a٢)a١ + a٢D(a١), D(b١)b٢

+b١D(b٢) +D(b٢)b١ + b٢D(b١))
= (D(a١)a٢ + a٢D(a١), D(b١)b٢ + b٢D(b١))

+ (a١D(a٢) +D(a٢)a١, b١D(b٢) +D(b٢)b١)
= (D(a١), D(b١))(a٢, b٢) + (a١, b١)(D(a٢), D(b٢))
= D(a١, b١)(a٢, b٢) + (a١, b١)D(a٢, b٢).

، ٢.٣.٢ قضیۀ بنابر

D(A⊕A) ⊆ rad(A⊕A).

داریم حال
r(a, b) = lim

n 7→∞
|∥(a, b)n|∥

١
n

= lim
n 7→∞

(٢n−١|∥(an, bn)|∥) ١n
= lim

n 7→∞
(٢n(∥an∥+ ∥bn∥))

١
n

≤ ٢(r(a) + r(b)).
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دیΎر طرف از
r(a, b) = ٢ lim

n 7→∞
(∥an∥+ ∥bn∥)

١
n

≥ ٢ lim
n 7→∞

∥an∥
١
n

= ٢r(a).
این بنابر .r(a, b) ≥ ٢r(b) مشابه بطریق

r(a) + r(b) ≤ r(a, b) ≤ ٢(r(a) + r(b)) , (a, b) ∈ A⊕A

این بنابر
r(a, b) = ٠⇐⇒ r(a) = ٠, r(b) = ٠

پس
rad(A⊕A) = Q(A⊕A) = {(a, b) ∈ A⊕A| r(a, b) = ٠}

= {(a, b) ∈ A⊕A| r(a) = ٠, r(b) = ٠}
= Q(A)⊕Q(A).

این بنابر
D(A)⊕D(A) = D(A⊕A) ⊆ rad(A⊕A) = Q(A)⊕Q(A)

� م�ͳشود. اثبات ح΋م و D(A) ⊆ Q(A) پس
[x, [y, z]] = ٠ شرط در که م�ͳکنیم ارائه نیمساده غیر و ͳجابجائ غیر باناخ یΈجبر از یΈمثال

م�ͳکند. صدق
. ٢.۵.٣ مثال
کنید فرض

A =


 d ٠ ٠

a d ٠
b c d

 |a, b, c, d ∈ C


است. ͳغیرجابجائ جبر Έی اس΋الر ضرب و ͳماتریس ضرب و جم΄ با A

م�ͳکنیم. تعریف زیر بصورت را A روی نرم م�ͳکند. صدق [x, [y, z]] = ٠ شرط در A بوضوح

∥X∥ = ٣max {|a|, |b|, |c|, |d|} , X =

 d ٠ ٠
a d ٠
b c d


این بنابر .r(X) = |d| که داد نشان میتوان ͳبراحت م�ͳشود. تبدیل باناخ جبر Έی به A نرم این با

Q(A) = {X ∈ A| r(X) = ٠}

=


 ٠ ٠ ٠

a ٠ ٠
b c ٠

 |a, b, c ∈ C


این بنابر و است A ماکسیمال ایدآل تنها


 ٠ ٠ ٠

a ٠ ٠
b c ٠

 |a, b, c ∈ C

 مجموعۀ که کنید توجه

در امˈا ،rad(A) = Q(A) ͳجابجائ باناخ جبرهای در .rad(A) = Q(A) این بنابر است. A رادی΋ال
.rad(A) ⊆ Q(A) داریم همواره امˈا نیست برقرار تساوی ͳجابجائ غیر حالت
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[٢١] . ٣.۵.٣ قضیه
و ٠ ̸= λ ∈ C کنید فرض باشد. A روی اشتقاق Έی D و ی΋دار باناخ جبر Έی A کنید فرض

،x, y, z ∈ A هر به�ازای قسمی΋ه به باشند موجود u, v ∈ A

u− v = λ١ (١
x(u+ v)y − y(u+ v)x = ٠ (٢
[xu, zv]y − y[vx, uz] = ٠ (٣

.D(A) ⊆ rad(A) آنگاه

اثبات.
� .٣.٢ قضیۀ [٢١] ک. ر.
کلاس روی ͳجابجائ غیر سینگر-ورمر حدس که داد نشان [١١] ١٩٩۵ سال در کریدون

است. برقرار ͳمدول پوچساز جبر بنام جبرها از ͳخاص
م�ͳکنیم. بیان را کریدون اثبات و کرده ͳمعرف را جبرها این ادامه در

. ۴.۵.٣ تعریف
Έی eAe اگر گوییم مینیمال خودتوان را e ∈ A خودتوان عضو باشد. جبر Έی A کنید فرض

باشد. ͳتقسیم جبر

. ۵.۵.٣ تعریف
از عبارتست A از E مجموعۀ زیر چپِ پوچسازِ باشد. جبر Έی A کنید فرض

.LAE = {a ∈ A|aE = {٠}}

از عبارتست E راست پوچساز مشابه بطریق

.RAE = {a ∈ A|Ea = {٠}}

. ۶.۵.٣ قضیه
باشد. A مینیمال خودتوان عضو Έی e و (nil(A) = ٠ ͳیعن) اول نیمه جبر Έی A کنید فرض

مجموعۀ بعلاوه است. ماکسیمال ͳمدول چپ ایدآل Έی A(a− e) آنگاه

P e =LA (Ae) = A(١− e) : A = {a ∈ A|aA ⊆ A(١− e)}

e حاوی که اول ایدآل هر باشد. ͳنم A از دیΎری اولیۀ ایدآل هیچ حاوی که است اولیه ایدآل Έی
است. P e حاوی نباشد،

اثبات.
� .٨.۴.۴ قضیۀ [٣٣] ک. ر.

. ٧.۵.٣ قضیه
معادلند: زیر اح΋ام A اول نیمه جبر در

.RAM ̸= {٠} داریم M ماکسیمال ͳمدول چپ ایدآل هر به�ازای (الف)
.LAM ̸= {٠} داریم M ماکسیمال ͳمدول راست ایدآل هر به�ازای ( ب )

است. P e ش΋ل به e ∈ A مینیمال خودتوان عضو Έی به�ازای A اولیۀ ایدآل هر ( (ج

اثبات.
� .٨.۴.۵ قضیۀ [٣٣] ک. ر.
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ͳجابجائ غیر سینگر-ورمر حدس .٣ خاصفصل باناخ جبرهای ͳبرخ روی اشتقاقها برد .۵.٣

. ٨.۵.٣ تعریف
ͳمدول پوچساز جبر را کند صدق فوق قضیۀ معادل شرایط از ͳ΋ی در که را A اول نیمه جبر

مینامیم.

[١١](١٩٩۵ (کریدون، . ٩.۵.٣ قضیه
تحت A اولیۀ ایدآل هر آنگاه باشد. A ̥ͳمدول جبرپوچساز روی اشتقاق Έی D کنید فرض

Dپایاست.

اثبات.
که باشد ͳم P e =LA (Ae) = {a ∈ A|aA ⊆ A(١ − e)} ش΋ل به A اولیه ایدآل هر فرض بنابر
حاوی نباشد، e حاوی که اول ایدآل هر ٣.۵.۶ قضیۀ بنابر است. A مینیمال خودتوان عضو Έی e
.D(P ) ⊆ P قسمی΋ه به دارد وجود P e ⊇ P مینیمال اول ایدآل Έی ٣.٢.١ لم بنابر باشد. ͳم P e

است. برقرار ح΋م پس D(P ) ⊆ P چون و P = P e داریم دوم حالت در .P ⊇ P e یا e ∈ P یا پس
پایاست. D تحت P e م�ͳدهیم نشان .D(e) ∈ P ⊆ P e داریم .e ∈ P کنید فرض حال

داریم باشد. A از ͳدلخواه عضو x و P e از ͳدلخواه عضو a کنید فرض

a ∈ P e ⇒ aA ⊆ A(١− e) ⇒ ax ∈ A(١− e)

.ax = a١)١− e) قسمی΋ه به موجوداست a١ ∈ A بنابراین
Έی P e چون a١D(e) = a١D(e٢) = a١eD(e)+a١D(e)e = (a١e)D(e)+(a١D(e))e ͳطرف از
بنابراین .a١D(e) ∈ P e پس D(e) ∈ P ⊆ P e چون و a١e ∈ P e پس e ∈ P e و است اولیه ایدآل

D(ax) = D(a١)١− e))

= D(a١)(١− e) + a١D(١− e)

= D(a١)(١− e)− a١D(e) ∈ A(١− e).

،x ∈ A هر به�ازای بنابراین

.D(a)x = D(ax)− aD(x) ∈ A(١− e)

� است. برقرار ح΋م و D(P e) ⊆ P e پس بود P e از ͳدلخواه عضو a چون .D(a) ∈ P e پس
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نتیجه�گیری و خلاصه

باناخ جبرهای و ͳجابجائ باناخ جبرهای برای سینگر-ورمر حدس و قضیه پایان�نامه، این در
سینگر-ورمر حدس مورد در جدیدتری نتیجه شده انجام بررسیهای طبق شد. ͳبررس ͳغیرجابجائ

است. نشده ارائه ͳغیرجابجائ
قرار rad(A) داخل A باناخ جبر روی D پیوستۀ اشتقاق برد که م�ͳکند ایجاب زیر شرطهای

م�ͳگیرد:
,D](یود). δa](A) ⊆ rad(A) ،a ∈ A هر به�ازای (١

D(A)(یود). ⊆ {x ∈ A : [x, y] ∈ rad(A) ∀y ∈ A} (٢
.(ͳماتیو-مورف)D(A) ⊆ Q(A) (٣

باشد. اشتقاق αD٣ +D٢ ،α ∈ C Έی به�ازای (۴
.(ͳماتیو-مورف)[Dx, x] ∈ rad(A) ،x ∈ A هر به�ازای (۵

.(D(x))٢ ∈ rad(A) ،x ∈ A هر به�ازای (۶
,Dx](برسار-ووکمن). x]٢ ∈ rad(A) ،x ∈ A هر به�ازای (٧

.[[[Dx, x], x], x] ∈ rad(A) ،x ∈ A هر به�ازای (٨
.[Dx, x] ∈ Q(A) ،x ∈ A هر به�ازای (٩

باشد. مرکزساز D (١٠
rad(A) داخل D برد که م�ͳکند ایجاب زیر شرایط از کدام هر نیست کراندار D که ͳحالت در

م�ͳگیرد: قرار
باشد. مرکزساز D (١

.( شولمن -ͳ΋توروفس)D(A) ⊆ Q(A) (٢
.[Dx, x]Dx ∈ rad(A) ،x ∈ A هر به�ازای (٣

.(ͳکاف و لازم (١Dz−z)sup{r(شرط : z ∈ G(A)} < ∞ (۴
[Dx,Dy](کریدون). ∈ Z(A) ،x, y ∈ A هر به�ازای (۵

[x,Dx](ماتیو). ∈ rad(A) ،x ∈ A هر به�ازای (۶
.D(A) ⊆ Z(A) (٧

باشد. ژوردان اشتقاق Έی D٢ (٨
D(A) ⊆ آنگاه باشد A باناخ جبر روی ͳطیف کراندار و ͳدرون اشتقاق Έی D اگر همچنین

.rad(A)

از: عبارتند پیوسته اشتقاقهای برای تاکنون آمده بدست ͳموضع نتایج
است. پوچتوان شبه Da آنگاه D٢(a) = ٠ اگر (١
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.Dx ∈ rad(A) آنگاه [Dx,Dy] ∈ rad(A) ،y ∈ A هر به�ازای اگر (٢
است. پوچتوان شبه Da آنگاه [Da, a] = ٠ اگر (٣

: داریم ͳکل اشتقاقهای برای
.Da ∈ rad(A) آنگاه Da ∈ Z(A) اگر (١

است(توماس). پوچتوان شبه Da آنگاه D٢(a) = ٠ اگر (٢
است. پوچتوان شبه Da آنگاه Da ∈ C(C({a})) اگر (٣

است. ͳمتناه σ(Da) آنگاه [a,Da] = ٠ اگر (۴
است. پوچتوان شبه Da آنگاه [a,Dn(a)] = ٠ ،n ∈ N هر به�ازای اگر (۵

نیامده بدست زیادی نتایج است برقرار آنها روی سینگر-ورمر حدس که جبرهایی مورد در امˈا
از: عبارتند تاکنون آمده بدست نتایج است.

D(A)(کیم-جان). ⊆ Q(A) آنگاه [x, [y, z]] = ٠ ،x, y, z ∈ A هر به�ازای اگر (١
،x, y, z ∈ A هر به�ازای قسمی΋ه به باشند موجود u, v ∈ A و ٠ ̸= λ ∈ C اگر (٢

u− v = λ١ الف)
x(u+ v)y − y(u+ v)x = ٠ ( ب

[xu, zv]y − y[vx, uz] = ٠ ( ج
D(A)(کیم). ⊆ rad(A) آنگاه

پایاست(کریدون). D تحت A اولیۀ ایدآل هر آنگاه باشد ͳمدول پوچساز جبر Έی A اگر (٣
م�ͳکنیم. ͳبررس ͳتابع آنالیز در باز مسائل سایر با را ͳجابجائ غیر سینگر-ورمر حدس رابطۀ حال
ح΋م ادامه در است. کرده ارائه را زمان آن تا نتایج آخرین از جمعبندی ماتیو[٢۵] ١٩٩۴ سال در

م�ͳنامیم. ͳجابجائ غیر سینگر-ورمر حدس را زیر
رادی΋ال پیمانۀ به باشد، جابجاگر رادی΋ال پیمانۀ به که باناخ جبر Έی روی اشتقاق هر (ح١)

است. ͳدرون
،a ∈ A هر به�ازای کنیم(اگر حذف را ͳپیوستگ شرط ١۴.١.٣ قضیۀ از اینکه با فوق ح΋م

زیرا است معادل (D(A) ⊆ rad(A) آنگاه [a,D(a)] ∈ rad(A)

rad(A) توی به را A ،D− δa آنگاه باشد مساوی رادی΋ال پیمانۀ به δa ͳدرون اشتقاق با D اگر
از ای قضیه بر بنا پایاست. D تحت rad(A) پس D = D − δa + δa چون نتیجه در م�ͳنگارد.
کراندار A/ rad(A) نیمسادۀ باناخ جبر روی D توسط شده القا اشتقاق سینکلر[١٨] و جانسون

.D(A) ⊆ rad(A) بنابراین است. صفر ٢.٣.٢ قضیۀ بنابر پس است.
است. مرتبط دیΎر باز مسائل ͳبرخ با حدس این است. نشده ثابت (ح١) حدس تاکنون

. ١.١.۴ قضیه
معادلند: زیر اح΋ام

غیر سینگر-ورمر EA(D).(حدس = ∅ ، A روی D اشتقاق هر و A باناخ جبر هر به�ازای الف)
( ͳجابجائ

.D(R) ⊆ R داریم R# روی D اشتقاق هر و R رادی΋ال باناخ جبر هر به�ازای ( ب
.D(R) ⊆ R داریم R# روی D اشتقاق هر و R اول رادی΋ال باناخ جبر هر به�ازای ( ج

است. پوچتوان جداساز فضای دارای باناخ جبر Έی روی اشتقاق هر ( د
است. پیوسته اول١، نیمه باناخ جبر Έی روی اشتقاق هر ( ه

semiprime١
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است. پیوسته اول، باناخ جبر Έی روی اشتقاق هر ( و

اثبات.
و «ب» ارزی هم اثبات است. توماس نشدۀ منتشر نتیجۀ «ب» و «الف» شرطهای ارزی هم
و «الف» ارزی هم اثبات برای .([۴٠] ک. است(ر. ͳجابجائ حالت برای اثبات مشابه «ج»
� کنید. رجوع [١٣] به «و» و «ه» و «د»
رادی΋ال باناخ، جبر Έی روی اشتقاق هر اینکه با ͳجابجائ غیر سینگر-ورمر حدس که میدانیم
اشتقاق Έی م�ͳکند ایجاب که م�ͳکند بیان را ͳشرایط زیر قضیۀ است. معادل م�ͳدارد نگه پایا را

میدارد. نگه پایا را رادی΋ال باناخ، جبر Έی روی

[١١](١٩٩۵ (کریدون . ٢.١.۴ قضیه
معادلند: زیر اح΋ام باشد. A باناخ جبر روی اشتقاق Έی D کنید فرض

.D(rad(A)) ⊆ rad(A) (الف)
.D(rad(A)) ⊆ Q(A) ( ب )

.Dn(rad(A)) ⊆ Q(A) ،m ≥ ١ صحیح عدد Έی به�ازای ( ج )
.S(Dn) ⊆ rad(A) ،n ≥ ١ هر به�ازای ( د )

است. وارونپذیر D(a)+١ ،rad(A) در a وارونپذیر عضو هر به�ازای باشد، ی΋دار A اگر ( ه )
است. برقرار الف ح΋م که م�ͳکند ایجاب زیر شرایط همچنین

.D(Q(A)) ⊆ Q(A) ( و )
.Dn(rad(A)) ⊆ Z(A) ،n ≥ ١ صحیح عدد Έی به�ازای ( ز )

اثبات.
� .[١١] ۴.٨ قضیۀ ک. ر.

. ٣.١.۴ تعریف
آنگاه باشد A و {٠} ، A بستۀ دوطرفۀ ایدآلهای تنها اگر باشد. باناخ جبر Έی A کنید فرض

م�ͳنامند. ͳ΋توپولوژی سادۀ Aرا

یا رادی΋ال جبر ͳ΋توپولوژی سادۀ باناخ پسیΈجبر اند بسته باناخ جبرهای در اولیه ایدالهای چون
عنوان به خیر یا است موجود ͳ΋توپولوژی سادۀ رادی΋ال باناخ جبر Έی اینکه است.حال، اولیه جبر

است. مطرح باز مسألۀ Έی
باناخ جبر Έی آنگاه باشد نادرست زیر اح΋ام از ͳ΋ی اگر که [١٣] داد نشان کیوساک٢

است. موجود ͳ΋توپولوژی سادۀ رادی΋ال
میدارد. نگه پایا را اولیه ایدآل هر باناخ جبر Έی روی اشتقاق هر (١)

است. پوچتوان جداساز فضای دارای باناخ جبر Έی روی اشتقاق هر (٢)
است. پیوسته اول نیمه باناخ جبر Έی روی اشتقاق هر (٣)

م�ͳکنیم. اضافه را زیر ح΋م ح΋م سه این به
است. پیوسته اول باناخ جبر Έی روی اشتقاق هر (۴)

برقرار (۴) اگر که داد نشان کیوساک معادلند. (۴) و (٣) و (٢) اح΋ام ۴.١.١ قضیۀ بنابر
میدهد. نتیجه را (١) ح΋م (٢) ح΋م [١٣] ۴.۵ قضیۀ بنابر است. برقرار (ح١) حدس آنگاه باشد

است. معادل (١) ح΋م با زیر ح΋م شد اشاره قبلا̈ که همانطور حال

Cusack٢
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میدارد. نگه پایا را رادی΋ال رادی΋ال، باناخ جبر Έی شدۀ ی΋دار روی اشتقاق هر (۵)
باناخ جبر ی΋دارشدۀ روی D اشتقاق هر به�ازای زیرا است برقرار نیز (١) باشد برقرار (ح١) اگر

،a ∈ A٠ = rad(A) هر و A رادی΋ال

[a+ λ١, D(a+ λ١)] = [a,D(a)] ∈ rad(A)

ͳغیرجابجائ حدسسینگر-ورمر بنام اینجا در آنچه نتیجه در .D(A) ⊆ rad(A) (ح١) پسبنابر
است، شده نامیده ͳجابجائ غیر سینگر-ورمر حدس بنام [۴٧] و [۴١] در آنچه با کردیم مطرح

است. معادل
پس کرد. ثابت کراندار اشتقاقهای برای را (١) ح΋م سینکلر آمد ١ فصل در که همانطور

است. برقرار نیمساده باناخ جبر روی اشتقاقهای تمام برای (ح١) حدس
با که هستند پایا باناخ جبرهای روی اشتقاقهای تحت مینیمال او̷ل ایدآلهای که دادیم نشان
تقلیل او̷ل باناخ جبرهای به را ح΋م توماس و پوسنر قضایای و خودکار ͳپیوستگ قضایای به توجه

دهیم.
جابجاگر A رادی΋ال پوچ- پیمانۀ به D فرضکنید م�ͳدهیم. قرار (ح١) روی قویتری شرط حال

باشد.
برقرار (ح١) حدس شرط این دادن قرار با که دادند نشان مستقلا̈ رونده[٣٩] و ماتیو[٢٧]

است. (١ (ح حدس صحت مورد در نتیجه قویترین این م�ͳرسد نظر به است.
تعمیم نیز کلینک-شیرکوف قضیۀ از استفاده با را سینگر-ورمر حدس شد بیان قبلا̈ که همانطور

داده�اند.
فصل ابتدای (ب) سئوال ͳعبارت به یا کلینک-شیرکوف قضیۀ که دادند نشان ͳمورف و ماتیو
Έی عنوان به بی΋ران اشتقاقهای برای ح΋م برقراری امˈا است. برقرار کراندار اشتقاقهای برای سوم

است[٢۶]. مطرح بی΋ران کلینک-شیرکوف قضیۀ نام به باز مسالۀ
(ح٢)

آنگاه [a,D(a)] = ٠ و a ∈ A اگر آیا باشد. A باناخ جبر روی اشتقاق Έی D کنید فرض
است؟ پوچتوان شبه D(a) که گرفت نتیجه م�ͳتوان
شد. بیان ماتیو[٢۶] توسط بار اولین حدس این

زیرا است صحیح نیز (ح٢) آنگاه باشد برقرار (ح١) اگر
[a + که م�ͳکند ایجاب [a,D(a)] = ٠ شرط آنگاه D(P ) ⊆ P ،P اولیۀ ایدآل هر به�ازای اگر
داریم حال است. پوچتوان شبه DP (a+P ) بنابراین است. کراندار DP اینکه و P,DP (a+P )] = ٠

σA(Da) = ∪P∈Prim(A)σA/P (Da+ P ) = {٠}

است. پوچتوان شبه D(a) پس
م�ͳدانیم؟ چه (ح٢) از امˈا

اند. ͳمتناه همبعدی از کدام هر و ͳمتناه ͳاستثنائ اولیۀ ایدآلهای تعداد ١٧.٢.٣ قضیۀ بنابر
است. ͳمتناه σA(D(a)) ،[a,D(a)] = ٠ که a ∈ A هر به�ازای شد اشاره قبلا̈ که همانطور پس

به است موجود a پوچتوان شبه عضو Έی آنگاه باشد نادرست (ح٢) اگر که داد نشان رونده
سری Έی با (ح٢) که داد نشان همچنین او است. وارونپذیر D(a) و [a,D(a)] = ٠ قسمی΋ه

است. برقرار قویتر شرطهای
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ABSTRACT
THE SINGER-WERMER CONJECTURE

BY

MOHAMMAD FARSHI

A derivation on a Banach algebra A is a linear operator D on A that satisfies D(ab) =

aD(b) +D(a)b (a, b ∈ A).
The interest in range inclusion results for derivations on Banach algebras goes back

to I. M. Singer’s and J. Wermer’s paper from 1955, in which they proved that every
bounded(continuous) derivation on a commutative Banach algebra maps into the (Ja-
cobson)radical. In a footnote they conjectured that the boundedness requirement for the
derivation was superflous. This became known as ”The Singer-Wermer Conjecture”. It
took more than thirty years until this conjecture was finally proved by M. P. Thomas.

There are various meaningful generalizations of the Singer-Wermer theorem and the
Singer-Wermer conjecture to the noncommutative setting. All these results require at
some point the following theorem by A. M. Sinclair: Every bounded derivation on a Ba-
nach algebra leaves the primitive ideals invariant. For commutative Banach algebras,
the classical Singer-Wermer theorem can easily be deduced from Sinclair’s result, which
justifies the name ”noncommutative Singer-Wermer conjecture” for it. The big open ques-
tion which has become known as ”The noncommutative Singer-Wermer Conjecture”, is
if every, possibly unbounded, derivation on a Banach algebra leaves the primitive ideals
invariant.

It comes as no surprise that range inclusion problems for derivations on Banach alge-
bras are closely connected with automatic continuity problems.

Another way of extending the Singer-Wermer theorem to the noncommutative situa-
tion is to consider local phenomena: The classical Kleinecke-Shirokov theorem states that
ifA is a Banach algebra and a, b ∈ A are such that [a, [a, b]] = 0, then [a, b] is quasinilpotent.

The Singer-Wermer conjecture is open until now and related to some other open ques-
tions in functional analysis.

The present dissertation organized as follows.
In the first chapter we put together some preliminary materials. In the second chapter

we state the Singer-Wermer theorem and Singer-Wermer conjecture and its proof. In the
third chapter we state some generalizations of the Singer-Wermer theorem(and conjecture)
to the noncommutative setting. Finally, in the forth chapter we state concluding results
and relation between the Singer-Wermer conjecture and some other open problems in
functional analysis.
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