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به تقدیم

عزیزم مادر و پدر

آموختند. من به را اندیشیدن درست که کسانی همه و





سپاس�گزاري
از همه زمین و آسمان�ها شده، گسترده گیتی سراسر در او دانش و رحمت که عزتمندي یکتاي خداوند سپاس

سپاس بی�نهایت را او لطف و رحمت می�فرماید. موهبت بخواهد که هر بر را حقیقی دانش و علم و اوست آن

ایمان و علم که رساند اصل این به مرا و داشت ارزانی من بر را پژوهش این مطالب درك و فهم که چرا می�گویم

آغاز را تازه تلاشی امید، با تا دوباره، فرصتی کردم خطا که بار هر و داد من به� تلاش توفیق پروازند. یک بال دو

خواست به همه�چیز و اوست آن از چیز همه که به�راستی آیم. نائل مطلوب نتیجه�ي به او خواست به و کنم

اوست.

ارائه�ي با ایشان دارم. را قدردانی و تشکر کمال فرشی محمد دکتر آقاي جناب گرانقدرم، راهنماي استاد از

تدریسخردمندانه روش کردند. آشنا کامپیوتر علوم شاخه�هاي زیباترین از یکی با مرا محاسباتی، درسهندسه�ي

به می�توان هندسه کمک به چگونه که دریافتم و آموخت من به را هندسی مسائل حل روند ایشان، دقیق و

کمک من به ارزشمندشان، راهنمایی�هاي و آموزه�ها داد. منطقی و کارا جوابی واقعی دنیاي مهم مسائل و سوالات

پژوهش یک ارایه�ي روش ایشان دقت�نظر و حمایت با کنم. انتخاب پژوهش براي را علاقه�ام مورد موضوع تا کرد

صبر، با ایشان می�کردم، بررسی و مطالعه را پایان�نامه با مرتبط علمی مقالات که دوره�اي تمام در فراگرفتم. را

که مفتخرم بسیار آموختند. من به را پژوهش و تحقیق روش و راه ارزشمندشان، علمی اندوخته�هاي و درایت

بسیار ایشان از و می�نهم ارج را آموخته�ها این تمام بردم، پایان به ارزشمند رهنمودهاي این تحت را دوره این

سپاس�گزارم.

پژوهش این مشاور استاد عنوان به اصل هوشمند محمدرضا دکتر آقاي جناب دلسوزانه�ي همراهی�هاي از

می�کنم. تشکر و تقدیر نیز

توفیق و دارم را تشکر و سپاس کمال بوده�اند من همیشگی پشتیبان که مادرم و پدر از به�ویژه خانواده�ام، از

خواستارم. خداوند از را عزیزان این محبت جبران

کردن بهتر هرچه در مرا خود نظرات با و شدند متحمل را پایان�نامه این خواندن زحمت که عزیزم دوستان از

متشکرم. بسیار نیز کردند یاري پژوهش این





چکیده
مورد Rd فضاي در و صفحه در نقطه n از مجموعه یک براي هندسی ١-پوشش�هاي + ε پایان�نامه، این در

نگهداري کارایی صورت به می�کنند حرکت آن�ها نقاط زمانی�که می�توانند پوشش�ها این که می�گیرند قرار مطالعه

مسیرهاي داراي نقاط این�که فرض با و اندازه�ي(n/ε٢)Oاست داراي صفحه، در حرکت به وابسته پوشش شوند.

β(n) (تابع می�کند بررسی را رویداد O(n٢β(n)) تعداد هستند، s حداکثر درجه�ي از چندجمله�اي حرکت

شود. (١)Oبه�روزرسانی زمان در رویداد هر در می�تواند پوشش و است) لگاریتمی توابع از آهسته�تر رشدي داراي

با و است O(logd n) درجه�ي حداکثر و O(n/εd−١) اندازه�ي داراي ،Rd فضاي در حرکت به وابسته پوشش

رویداد O(n٢/εd−١) تعداد هستند، محدود درجه�ي از چندجمله�اي حرکت مسیرهاي داراي نقاط این�که فرض

به که کمکی داده�ي ساختمان یک از استفاده با ،O(logd+١ n) زمان در می�تواند رویداد هر و می�کند بررسی را

O(log n/εd−١) به تنها نیز پرواز یکطرح به�روزرسانی پردازششود. دارد، نیاز (١−n/εd))Oحافظه logd n)

عملکرد که هستند حرکتی به وابسته +١-پوشش�هاي ε اولین پوشش�ها این نتایج، این بر علاوه دارد. نیاز زمان

نیست. وابسته هم از نقاط پراکندگی میزان به آن�ها
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حرکت مدل�هاي 1.1
می�تواند حرکت می�شود. داده نمایش مختلف راه�هاي از دلخواه فضاي در نقاط مجموعه حرکت کاربرد، به بسته

مدل�هاي با آماري صورت به یا دیفرانسیلی، معادلات با ضمنی صورت به چندجمله�اي، توابع با صریح صورت به

مسئله نقاط که حرکت به وابسته مسائل در شد، خواهد دیده بعداً همان�طورکه شود. داده نمایش احتمالی

جبري شرط�هاي از مجموعه�اي با زمان هر در نقاط وضعیت تا است لازم هستند، حرکت حال در پیوسته به�طور

شرط یک که دفعاتی تعداد که شود تعریف به�گونه�اي نقاط حرکت مسیر تا است نیاز این بر علاوه شود. مشخص

نقاط حرکت مسیر که می�شود فرض پایان�نامه، این در منظور بدین باشد. ثابت �شود نامعتبر است ممکن جبري

شبه�جبري توابع است لازم حرکت�ها نوع این تعریف براي است. شبه�جبري1 حرکت�هاي صورت به صفحه در

می�شود. استفاده [40] در شده مطرح زانگ2 تعریف از که شوند، تعریف

s حداکثر درجه�ي از شبه�جبري توابع ،f١(x), f٢(x), ..., fm(x) متغیره�ي یک پیوسته�ي توابع 1.1.1 تعریف
تابع ،s١ درجه�ي از g متغیره�ي m چندجمله�اي تابع هر براي هرگاه هستند،

h(x) = g(f١(x), f٢(x), ..., fm(x))

باشد. داشته ریشه s× s١ حداکثر یا باشد صفر متحد

داراي نقاط از مجموعه یک هستند. شبه�جبري توابع ثابت درجه�ي با منطقی یا چندجمله�اي توابع نمونه، براي

در شود. توصیف زمان از شبه�جبري توابع با آن�ها حرکت مسیر هرگاه هستند زمان از شبه�جبري حرکت�هاي

می�شود. داده توضیح مثال یک شرح با 1.1.1 تعریف ادامه،

درنظر می�کند، گزارش را ها x محور روي حرکت حال در نقطه�ي n ترتیب که زیر بعدي یک مسئله�ي

زمان به t و می�شود داده نشان fi(t) با که است زمان از پیوسته�اي حرکت مسیر داراي pi نقطه�ي هر بگیرید.

کنید فرض می�شود. داده نشان vi(t) با نقطه، x مولفه�ي یعنی ،t زمان در pi نقطه�ي هر مقدار می�کند. اشاره

شرط�هاي و باشند s درجه�ي از شبه�جبري توابع ،f١(t), f٢(t), ...fn(t) یعنی نقاط، حرکت توابع مجموعه

نقطه�ي دو هر ترتیب دادن نشان براي اگر شوند. تعریف مقایسه نوع از متحرك نقاط موقعیت تعیین براي جبري

vj(t)− vi(t) > ٠ جبري شرط از باشد، vj(t) > vi(t) به�طوري�که ،t زمان در x محور روي pj و pi متوالی

g(fj, fi)(t) = fj(t)− fi(t) خطی متغیره�ي دو تابع می�توان ،1.1.1 تعریف به توجه با آنگاه شود، استفاده

1Pseudo algebraic motions

2Zhang
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که رسید نتیجه این به و گرفت درنظر h(t) تابع عنوان به را mاست)، = ٢ و s١ = ١ داراي تعریف طبق (که

که است معنی بدان این است. ریشه s × ١ حداکثر داراي یا است صفر متحد یا h(t) = g(fj, fi)(t) تابع

علامت تغییر متعاقباً و می�شود صفر بار s تعداد به حداکثر زمان گذشت با vj(t) − vi(t) > ٠ جبري شرط

نقاط). ترتیب (تغییر می�دهد

مربوط جبري شرط که دفعاتی تعداد که دارد اهمیت بسیار شد، خواهند مطرح بعداً که مسائلی تحلیل در

براي که جبري شرط�هاي مسائل بیش�تر در که آن�جایی از باشد. ثابت می�شود صفر زمان گذشت با نقطه یک به

نقاط از ثابت تعداد یک روي شده تعریف کم، درجه�ي از چندجمله�اي�هایی می�شوند، معرفی نقاط وضعیت تعیین

در نمونه، براي کند. تضمین را موضوع این برقراري تا است کافی نقاط حرکت بودن شبه�جبري فرض هستند،

با بنابراین هستند، نقطه دو روي شده تعریف و یک درجه�ي از مقدار) دو (مقایسه�ي جبري شرط�هاي بالا مثال

1.1.1 تعریف در شده مطرح g تابع همان نقطه یک به مربوط جبري شرط نقاط، حرکت بودن شبه�جبري فرض

حرکت شبه�جبري توابع درجه�ي که ثابت عدد یک s ) شد خواهد صفر بار s× ١ تعداد به حداکثر که می�شود

می�دهد). نشان را

داونپورت-شینزل دنباله�ي 2.1
دنباله�ي یک هستند، مثبت صحیح اعداد s و n که داونپورت-شینزل3، دنباله�ي (n, s) یک 1.2.1 تعریف
دو هر براي این�که و نیستند یکسان دنباله در مجاور نماد دو هیچ که است خواص این با نماد n از شده ساخته

دارد. وجود دنباله در آن�ها از تناوب s حداکثر b و a مجزاي نماد

ظاهر دنباله در b نماد از بعد a نماد و a نماد از بعد b نماد که است این b و a تناوب از منظور بالا، تعریف در

نظر در را a, b, c, d نمادهاي از شده تشکیل زیر، دنباله�ي مثلاً هم). (کنار هم به مجاور الزاماً نه ولی شود،

بگیرید:

acbdbcacdbadcdcadcb

شده ظاهر دنباله در b از بعد a و a از بعد b که دفعاتی تعداد مجموع یعنی دنباله، در b و a تناوب�هاي تعداد

s و n یک با که دریافت می�توان داونپورت-شینزل، دنباله�ي (n, s) تعریف به توجه با است. 5 با برابر است،

همگی اما یافت، می�توان متعددي داونپورت-شینزل دنباله��هاي ،s و n مقدارهاي به بسته شده)، (داده معلوم

3Davenport-Schinzel sequence
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نیز و نیست دنباله در یکسان مجاور نماد دو وجود امکان تعریف، به توجه با زیرا هستند؛ متناهی طول�هاي داراي

s = ٢ و n = ٣ براي مثلاً است. شده محدود s حداکثر تعداد به دنباله در مجزا نماد دو هر تناوب�هاي تعداد

6 طول با دنباله هر زیرا است؛ 5 حداکثر ممکن، داونپورت-شینزل دنباله�هاي (٣, ٢) طول ،a, b, c نمادهاي و

دو یا بود خواهد تناوب 2 از بیش داراي مجزا نماد جفت یک براي حداقل یا نمادها، این از متشکل بیش�تر یا

نخواهد را داونپورت-شینزل دنباله�ي (٣, ٢) یک تعریف شرایط نتیجه، در و داشت خواهد یکسان مجاور نماد

دنباله�ي (n, s) طولانی�ترین طول بنابراین دارد. را b و a از تناوب 3 که abcbab دنباله�ي مثال عنوان به داشت،

این کاربرد و اهمیت بیان به ادامه در می�شود. داده نشان λs(n) با و بود خواهد تعریف قابل داونپورت-شینزل

می�شود. پرداخته محاسباتی هندسه�ي در مهم مسائلی� تحلیل در دنباله�ها

min fi(x) تابع برابر F مجموعه براي پایینی4 پوشش باشد، توابع از مجموعه یک F = { fi } اگر

می�شود. تعریف بالایی5 پوشش عنوان به max fi(x) مشابه طور به می�شود. داده نشان Γ(F) با که است

شکست نقاط تعداد یعنی می�شود، عوض Γ(F) در موجود تابع که دفعاتی تعداد با برابر نیز Γ(F) پیچیدگی

می�شود. تعریف Γ(F)

a
b
c
d

a ab bc d d da

نمادها از دنباله�اي با متناظر توابع از مجموعه یک پایینی پوشش :1.1 شکل

از چندجمله�اي تابع دو هر این�که به توجه با باشد. s درجه�ي با چندجمله�اي تابع n از مجموعه�اي F اگر

تابع دو هر از تناوب s حداکثر که است معنی بدان (این می�کنند برخورد یکدیگر با نقطه s در حداکثر s درجه�ي

ندارد، امکان هم Γ(F) در هم به مجاور یکسان تابع دو وجود نیز و داشت) خواهد وجود Γ(F) در F از مجزا

آن پیچیدگی و است داونپورت-شینزل دنباله�ي (n, s)یک با متناظر Γ(F) که گرفت نتیجه می�توان به�راحتی

که گفت می�توان پس ببینید. را 1.1 شکل شد. خواهد آن با متناظر داونپورت-شینزل دنباله�ي طول با برابر نیز،

4Lower envelope

5Upper envelope
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برقرار نیز بالایی پوشش پیچیدگی براي مشابه به�طور نتایج تمام است. O(λs(n)) مرتبه�ي از Γ(F) پیچیدگی

(یک دامنه این از قسمتی روي F از چندجمله�اي تابع هر و شود گرفته نظر در Γ(F)تعریف دامنه�ي اگر است.

آنگاه باشد، نامحدود دامنه با تابع آن نمودار از تکه�اي تابع هر نمودار یعنی شود، تعریف دامنه) از مشخص بازه

است ابرخطی تابع یک λs(n) ،s ≥ ٣ ثابت یک براي .[38] می�شود O(λs+٢(n)) برابر Γ(F) پیچیدگی

بیان را λs(n) محاسبه به مربوط فرمول�هاي که می�شود بیان قضیه�اي ادامه در می�کند. رشد آهسته خیلی اما

.[38] می�کند اشاره آکرمان6 تابع معکوس به α(n) تابع می�کند.

برابر s درجه با چندجمله�اي تابع n از مجموعه یک بالایی) (یا پایینی پوشش پیچیدگی ([40]) 2.2.1 قضیه
می�کند. صدق زیر روابط در λs(n) که است، O(λs(n))

λ١(n) = n

λ٢(n) = ٢n− ١

λ٣(n) = Θ(nα(n))

λs(n) ≤ n٢(١+o(١))α(n)
s−٢

٢ باشد، زوج nاگر

λs(n) ≤ n٢(١+o(١))α(n)
s−٢

٢ logα(n) باشد، فرد nاگر

n بزرگ منطقاً و عملی مقادیر براي (تقریبا می�کند رشد آهسته بی�نهایت که است تابعی α(n) که جایی آن از

است. n از خطی تقریبا λs(n) ،s ثابت مقدار یک براي بنابراین است)، ثابت مقدار

صفحه در نقاط از مجموعه یک محدب غشاي 3.1
،p, q ∈ S نقاط جفت هر براي اگر تنها و اگر می�شود نامیده محدب7 صفحه از S یکزیرمجموعه 1.3.1 تعریف

ببینید. را 2.1 شکل شود. واقع S داخل در کاملاً pq پاره�خط

6Ackermann function

7Convex
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pq

p

q

pq

p

q

محدب غیرمحدب

غیرمحدب مجموعه یک با مقایسه در محدب مجموعه یک :2.1 شکل

و می�گیرد دربر را S که است محدبی مجموعه کوچک�ترین ،S مجموعه یک محدب8 غشاي 2.3.1 تعریف
می�شود. داده نشان CH(S) با

براي برمی�گیرند. در را S که است محدبی مجموعه�هاي تمام اشتراك واقع در محدب غشاي بیش�تر، دقت با

میخ�هایی نقاط که کرد تصور می�توان صفحه، در نقطه n از P متناهی مجموعه یک محدب غشاي بهتر درك

که است پلاستیکی کش توسط شده ایجاد منحنی ،P محدب غشاي و شده�اند، کوبیده صفحه در که هستند

P محدب غشاي از دیگري تعریف به منجر دیدگاه این ببینید. را 3.1 شکل است. شده انداخته میخ�ها دور

شکل برمی�گیرد. در را P نقاط سایر و هستند P از نقاطی رأس�هایش که یکتایی محدب چندضلعی می�شود:

ببینید. را 3.1

در نقاط از متناهی مجموعه یک محدب غشاي معادل پلاستیکی کش توسط شده ایجاد منحنی :3.1 شکل
صفحه

صفحه در نقاط از مجموعه یک مثلث�بندي 4.1
منظور و است (رأس) نقطه دو متصل�کننده�ي مستقیم خط یال، از منظور می�شوند، بیان ادامه در که تعاریفی در

این�که براي نکنند. قطع دیگري جاي در رئوس از غیر به را همدیگر که است یال�هایی نامتقاطع9، یال�هاي از
8Convex hull

9Non-crossing edges
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(ج)(ب)

محدب غشای مرز

(الف)

P محدب غشاي مکمل صفحه، در P نقاط از مجموعه یک مثلث�بندي نامحدود وجه (الف): شکل :4.1 شکل
صفحه در نقاط از مجموعه یک از متفاوت مثلث�بندي دو (ج): و (ب) شکل�هاي است.

یال�هاي ماکسیمال تقسیم�بندي یک ابتدا است لازم کرد، بیان P مثلث�بندي از استانداردي تعریف بتوان

به�طوري�که وجه متناهی تعداد به صفحه از تقسیم�بندي یک شود: تعریف صورت این به صفحه، از نامتقاطع10
به�عبارت بمانند. باقی نامتقاطع همچنان یال�ها به�طوري�که کرد، اضافه تقسیم�بندي به دیگري یال هیچ نتوان

در آن، به شدن اضافه صورت در ندارد، تعلق نامتقاطع یال�هاي ماکسیمال تقسیم�بندي به که یالی هر �دیگر،

P نقاط مجموعه از یکمثلث�بندي داشت. خواهد برخورد موجود یال�هاي از یکی با رئوس، از غیر به نقطه�اي

است. P رأس�هایش مجموعه که است نامتقاطع یال�هاي ماکسیمال تقسیم�بندي یک صفحه، در

هستند؟ مثلث مثلث�بندي، آن وجه�هاي تمام آیا اما دارد. وجود مثلث�بندي یک تعریف این با که است بدیهی

است، چندضلعی یک محدود وجه هر زیرا باشند؛ مثلث باید نامحدود وجه به�جز وجه�ها تمام و است مثبت جواب

می�تواند یال محدودي تعداد کردن اضافه با چندضلعی هر است، شده بیان (3 فصل ،[24]) در چنان�چه و

نامتقاطع یال�هاي ماکسیمال مجموعه یک مثلث�بندي، شده، ذکر تعریف طبق که آن�جایی از و شود مثلث�بندي

نامحدود وجه مورد در هستند. مثلث محدود وجه�هاي تمام بنابراین ندارد)، وجود یال کردن اضافه (امکان است

می�کند وصل به�هم را ،P محدب غشاي مرز روي متوالی نقطه دو که پاره�خطی هر که می�شود دیده به�راحتی نیز

P محدب غشاي همیشه T محدود وجه�هاي اجتماع که است معنی بدان این است. T مثلث�بندي در یال یک

ببینید. را 4.1 شکل (الف) قسمت است. محدب غشاي مکمل همیشه نامحدود وجه و است

مجاز مثلث�بندي 1.4.1

به نیاز کاربردها، از بسیاري در مختلف، شکل�هاي به نقاط از مجموعه یک بندي مثلث امکان به توجه با

وجود کوچک زاویه�هایی با بلند و باریک مثلث�هایی ممکن، جاي تا آن�ها، در که است خاصی مثلث�بندي�هاي

10Maximal subdivision of non-crossing edges
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pk

pj

pl
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pk

pj

pl

=⇒α۱
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α۳ α۲
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α
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۲
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′

۴

α
′

۶

α
′

۵
α

′

۳

یال چرخش

یال چرخش یک :5.1 شکل

ببینید. را 4.1 شکل (ج) و (ب) قسمت�هاي باشند. نداشته

یک e = pipj کنید فرض بگیرید. نظر در P = {p١, p٢, ..., pn} نقاط مجموعه براي را T مثلث�بندي

مثلث دو این اگر است. pipjpl و pipjpk مثلث دو به مجاور و نیست نامحدود وجه به متعلق که است T از یال

pkpl یال درج و pipj یال حذف با را T ′ جدید مثلث�بندي یک می�توان دهند، شکل را محدب چهارضلعی یک

شش یال، چرخش یک درنتیجه�ي .(5.1 (شکل می�شود گفته یال11 چرخش عمل این به که آورد. به�دست

ببینید. را 5.1 شکل می�شود. جابه�جا T ′ در α′
١, ..., α

′
۶ زاویه�ي شش با T در α١, ..., α۶ زاویه�ي

اگر می�شود نامیده غیرمجاز12 یکیال e = pipj یال

min
١≤i≤۶

αi < min
١≤i≤۶

α
′

i.

به منجر که می�شود بیان یال یک بودن غیرمجاز یا مجاز تشخیص براي هندسی روش یک زیر لم در ادامه، در

شد. خواهد مجاز13 مثلث�بندي براي مناسب تعریف یک

pk و pj ،pi از که دایره�اي را Circ و ،pipjpl و pipjpk مثلث�هاي به مجاور را pipj یال ([24]) 1.4.1 لم
pipj یال شود. واقع Circ داخل در pl نقطه اگر تنها و اگر است غیرمجاز pipj یال بگیرید. درنظر می�گذرد

ببینید. را 6.1 شکل شود. واقع آن از خارج یا Circ روي pl نقطه اگر تنها و اگر است مجاز

یال هیچ که صفحه در نقاط از مجموعه یک از مثلث�بندي� یک گفت، می�توان 1.4.1 لم به توجه با بنابراین،

است. نقاط مجموعه آن از مجاز یکمثلث�بندي باشد، نداشته غیرمجازي

11Edge flip

12Illegal edge

13Legal triangulation
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pi

pk

pj

pl

غیرمجاز یال

pi

pk

pj

pl

مجاز یال

pi

pk

pj

pl

مجاز یال

1.4.1 لم به مربوط شکل :6.1 شکل

آن اساس بر نقطه دو منصف و محدب فاصله�ي تابع 5.1
را O مختصات مبدأ به�طوري�که نیست) متقارن لزوماً (که باشد صفحه در محدب شکل یک C کنید فرض

می�شود، داده انتقال p بردار با C ابتدا ،a و p دلخواه نقطه�ي دو هر براي می�گیرد. دربر مرکزش عنوان به

نظر در را می�گذرد a از و می�شود شروع p از که اشعه�اي سپس گیرد. قرار p نقطه روي C مرکز به�طوري�که

فاصله�ي تابع یک ببینید. را 7.1 شکل بگیرید. C مرز با اشعه برخورد از حاصل یکتاي نقطه را v بگیرید.

می�شود: تعریف صورت این به a و p نقطه�ي دو بین C اساس بر محدب14

dC(p, a) =
||pa||
||pv||

دقیقاً dC(p, a) مقدار می�کند. اشاره a و p بین اقلیدسی فاصله�ي به ||pa|| که می�شود داده نشان dC با و

و کند لمس را a مرزش تا شود داده انقباض یا انبساط آن اندازه�ي به باید p مرکز با C که ضریبی با است برابر

دارد. را متر از خاصیت دو همواره dC تابع می�شود. گفته معیار15 ضریب آن به

،dC(p, p) = ٠ و dC(p, a) ≥ ٠ انعکاسی: (1

.dC(p, a) ≤ dC(p, b) + dC(b, a) مثلثی: نامساوي (2

داشت خواهد نیز را dC(p, a) = dC(a, p) تقارنی خاصیت باشد متقارن مرکزش به نسبت C که صورتی در

.[19 ،35] می�شود متر یک dC نتیجه در و

محدب فاصله�ي تابع اساس بر نقطه دو این منصف16 بگیرید. درنظر صفحه در مجزا نقطه�ي دو را a٢ و a١

است. شده بیان ادامه در آن تعریف و می�شود داده نشان BC(a١, a٢) نماد با ،dC

14Convex distance function

15Scale factor

16Bisector

9



p

a

O

v

C

محدب فاصله�ي تابع مقدار محاسبه�ي به مربوط شکل :7.1 شکل

که است اي �p نقاط تمام هندسی مکان dC محدب فاصله�ي تابع اساس بر BC(a١, a٢) منصف 1.5.1 تعریف
.dC(a١, p) = dC(a٢, p)

a١ وسط از که است a١a٢ پاره�خط بر عمود خط که است اقلیدسی متر در نقطه دو منصف شده، شناخته مثال

می�شود. بیان ادامه در که نیست خط یک BC(a١, a٢) کلی، حالت در اما می�گذرد. a٢ و

از نسخه دو تا است لازم ،dC محدب فاصله�ي تابع یک اساس بر a٢ و a١ نقطه�ي دو منصف رسم براي

آن روي C مرکز که شود داده انتقال به�گونه�اي است، شده تعریف آن اساس بر فاصله تابع که C محدب شکل

مسئله کلیت دادن دست از بدون می�شوند. نامیده C٢ و C١ شده، داده انتقال نسخه�هاي این شود. واقع نقاط

در نقاط بالاترین از گذرنده خط است. شده واقع a٢ چپ سمت در a١ و است افقی a١a٢ خط که می�شود فرض

نقاط پایین�ترین از گذرنده خط مشابه به�طور می�شود. داده نشان U با است a١a٢ خط با موازي که C٢ و C١

که است t١ نقطه�ي C١ در بالایی نقطه�ي می�شود. داده نشان L با است a١a٢ خط با موازي که C٢ و C١ در

(در است L و C١ برخورد نقطه�ي که است d١ نقطه�ي C١ در پایینی نقطه�ي و است U و C١ برخورد نقطه�ي

بالایی نقاط می�شود). انتخاب برخورد نقطه�ي چپ�ترین سمت پایینی، و بالایی نقاط نبودن منحصربه�فرد صورت

d٢ و t٢ نقاط ترتیب به می�شوند، تعریف L و U با C٢ برخورد نقاط عنوان به مشابه به�طور که C٢ در پایینی و

8.1 شکل می�شود). انتخاب برخورد نقطه�ي راست�ترین سمت نقاط، این نبودن منحصربه�فرد صورت (در هستند

ببینید. را

را 8.1 شکل می�شود. داده توضیح BC(a١, a٢) منصف به متعلق p نقطه�ي آوردن به�دست روش ادامه در

پاره�خط از پایین�تر) (یا بالاتر کمی فاصله�ي در a٢ و a١ مرکز دو کننده وصل خط با موازي l خط ابتدا ببینید.

با l برخورد از حاصل یکتاي نقاط باشد. داشته برخورد C٢ و C١ مرزهاي با به�طوري�که می�شود رسم a١a٢

نقطه یک می�شود، نامیده p که a٢v٢ و a١v١ خطوط برخورد نقطه سپس می�شوند. نامیده v٢ و v١ مرزها،

است شده رسم a١a٢ خط با موازي v١v٢ خط a١pa٢ مثلث در زیرا، بود؛ خواهد BC(a١, aمنصف(٢ به متعلق
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a۲a۱

p
v۱ v۲

t۱ t۲

d۱ d۲

l

U

L

C۱ C۲

a۲a۱

BC(a١, a٢) منصف به متعلق نقطه یک p :8.1 شکل

تالس17، قضیه طبق و

||pa١||
||pv١||

=
||pa٢||
||pv٢||

dC(a١, p) = dC(a٢, p).

یعنی می�کند، رفتار خط یک به شبیه محدب فاصله�ي تابع اساس بر نقطه دو منصف که می�دهد نشان زیر لم

یک تابع یک اگر هستند، همومورفیک Y و X فضاي دو که است ذکر به لازم است. خط یک به همومورفیک18

نامیده همومورفیسم19 یک f تابع باشند. پیوسته f−١ و f به�طوري�که باشد داشته وجود Y به X از f یک به

می�شود.

منصف آنگاه نباشد، موازي C محدب شکل مرز پاره�خط�هاي از هیچ�کدام با a١a٢ خط اگر ([35]) 2.5.1 لم
−−→
a١d١ ،−−→a٢t٢ ،−−→a١t١ اشعه�هاي با که خمیده�اي نوار داخل در کاملاً و است خط یک به همومورفیک BC(a١, a٢)

است. شده واقع می�شود تعریف −−→a٢d٢ و

دو یا یک شامل می�تواند منصف وضعیت، این در نیست، خط یک به شبیه معینی و خاص موارد در تنها منصف

هیچ�کدام با موازي a١a٢ خط شکل این (الف) قسمت در ببینید. را 9.1 شکل شود. نامحدود بعدي دو ناحیه�ي

یک با موازي a١a٢ خط (ب) قسمت در می�شود. خط یک به شبیه منصف و نیست محدب شکل مرزهاي از

خط (ج) قسمت در و می�شود نامحدود ناحیه�ي یک منصف از قسمت یک و است محدب شکل مرز از پاره�خط

می�شود. نامحدود ناحیه�ي منصف، از قسمت دو و است محدب شکل مرز از پاره�خط دو با موازي a١a٢

17Thales

18Homeomorphic

19Homeomorphism

11



(ج)(ب)

a۱ a۲ a۱ a۲ a۱ a۲

(الف)

p

z۱z۲

C۱ C۱

نقطهی

منصف مختلف حالت�هاي :9.1 شکل

تنها و اگر برمی�گیرد در را نامحدود ناحیه�ي دو یا یک ترتیب به BC(a١, a٢) منصف ([35]) 3.5.1 نتیجه
باشد. C محدب شکل مرز از پاره�خط دو یا یک ترتیب به با موازي a١a٢ خط اگر

شده C١ محدب شکل مرز از پاره�خط یک با موازي a١a٢ خط می�بینید، (ب) قسمت ،9.1 شکل در همان�طورکه

نیز، را z٢ خط بگیرید. a١ آن مرکز و C١ محدب شکل در پاره�خط این از گذرنده خط هر را z١ خط است.

دو برخورد محل که p نقطه�ي هر وضعیت، این در بگیرید. a٢ مرکز و C٢ در پاره�خط این از گذرنده خط هر

می�دهد شکل را ناحیه یک ،p نقاط هندسی مکان درنتیجه، بود. خواهد منصف از نقطه یک است، z٢ و z١ خط

خط). یک (به�جاي

بدین این می�شود، نامحدود ناحیه�ي دو یا یک شامل BC(a١, a٢) منصف می�شود بیان زمانی�که بنابراین،

به�عبارت هستند. a٢ و a١ نقطه�ي دو تا یکسان فاصله�ي داراي نامحدود نواحی این از نقطه هر که است معنی

نامحدود ناحیه�ي نقطه�ي هر باشد، نامحدود ناحیه�ي آن از قسمتی و یکخط به شبیه منصف از قسمتی اگر دیگر

دارد. خط به شبیه قسمت به متعلق نقطه�ي هر که دارد را منصف از خواصی همان

ورنوي نمودار 6.1

هدف بگیرید. درنظر صفحه در نقاط از متناهی مجموعه�ي یک را P = {p١, p٢, ..., pn} مجموعه�ي

به�طوري�که شود، داده اختصاص ناحیه�اي ،pi ∈ P نقطه�ي هر به که است به�گونه�اي صفحه، تقسیم�بندي

که تقسیم�بندي به باشد. P در دیگر نقاط سایر از نزدیک�تر pi نقطه�ي به ناحیه، این به متعلق x نقطه�ي هر

12



صفحه در نقاط از مجموعه یک ورنوي نمودار :10.1 شکل

را 10.1 شکل می�شود. داده نشان V or(P ) با و می�شود گفته ورنوي20 نمودار باشد داشته را ویژگی این

جغرافیاي در کاربردهایی است، محاسباتی هندسه�ي در پرکاربرد هندسی ساختار یک که ورنوي نمودار ببینید.

دارد. دیگر زمینه�هاي از بسیاري و رباتیک نجوم، فیزیک، جمعیتی،

شود، سنجیده اقلیدسی متر با صفحه در q و p نقطه�ي دو بین فاصله�ي اگر

||pq|| =
√

(px − qx)٢ + (py − qy)٢.

نمودار در pi سلول ناحیه، این می�شود، داده اختصاص ناحیه�اي � pi ∈ P نقطه�ي هر به شد بیان همان�طورکه

نقطه�ي دو هر بین است لازم P ورنوي نمودار رسم براي می�شود. داده نشان V (pi) با و می�شود نامیده ورنوي

نمودار رأس یک منصف، خطوط سایر با برخورد محل در منصف خط هر و شود رسم دو آن منصف خط ،pi

مثلاً هستند. نقطه� دو بین منصف نیم�خط یا پاره�خط ورنوي، نمودار در یال�ها تمام بنابراین می�کند. ایجاد را

صدق ||pia|| = ||pja|| تساوي در که است �a نقاط تمام هندسی مکان با برابر pj و pi نقطه��ي دو بین یال

نیم�صفحه�هایی تمام اشتراك از حاصل ناحیه�ي V (pi) سلول یک که می�شود دیده به�راحتی بنابراین می�کنند.

ببینید. را ورنوي نمودار در سلول یک ساخت نحوه�ي می�توانید 11.1 شکل در بردارند. در را pi نقطه��ي که است

نقاط تعداد از خطی ورنوي، نمودار پیچیدگی می�کند بیان که شد خواهد مطرح زیر قضیه�ي ادامه در

است. آن سازنده مجموعه�ي

٢n − ۵ حداکثر داراي صفحه، در نقطه n از مجموعه یک ورنوي نمودار ،n ≥ ٣ براي ([24]) 1.6.1 قضیه
است. یال� ٣n− ۶ حداکثر و رأس

20Voronoi diagram
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ورنوي نمودار در سلول یک :11.1 شکل

بزرگ�ترین مفهوم است لازم می�کند، مطرح را ورنوي نمودار ویژگی اصلی�ترین که زیر قضیه�ي بیان از قبل

هیچ که است q مرکز با دایره بزرگ�ترین ،P به نسبت q خالی دایره�ي بزرگ�ترین شود. تعریف خالی21 دایره�ي
می�شود. داده نشان CircP (q) با و نمی�گیرد) (دربر ندارد خود داخل در را P از نقطه��اي

است: برقرار زیر ویژگی�هاي ،V or(P ) ،P نقاط مجموعه ورنوي نمودار براي ([24]) 2.6.1 قضیه

یا سه ،CircP (q) خالی�اش دایره�ي بزرگ�ترین اگر تنها و اگر است V or(P ) در رأس یک q نقطه یک الف)
باشد. داشته مرزش روي را P از نقطه بیش�تر

وجود منصف روي r نقطه�ي یک اگر تنها و اگر می�کند تعریف را V or(P ) یال یک pj و pi بین منصف ب)
باشد. داشته مرزش روي را pj و pi نقطه�ي دو تنها CircP (r) به�طوري�که باشد، داشته

دلونی مثلث�بندي 7.1
V or(P ورنوي( نمودار اگر شود. تعریف ورنوي نمودار استگرافدوگان22 لازم دلونی مثلث�بندي تعریف براي

هر با متناظر می�شود: تعریف صورت این به DGVD دوگان گراف شود، درنظرگرفته P نقاط مجموعه براي

وجود مشترك یال یک V or(P ) در سلول دو بین اگر دارد. وجود DGVD در رأس یک ،V or(P ) در سلول

(الف) (قسمت داشت خواهد وجود کمان یک هم DGVD در سلول دو این با متناظر رأس دو بین باشد، داشته

بین یک به یک تناظر یک و دارد V or(P ) یال هر براي کمان یک DGVD دیگر به�عبارت .(12.1 شکل

ببینید. را 12.1 شکل (الف) قسمت داشت. خواهد وجود DGVD رأس�هاي و V or(P ) محدود وجه�هاي

21Largest empty circle

22Dual graph
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DGVD
DG(P )

(الف)
(ب)

V or(P )

دلونی گراف (ب): شکل و ورنوي نمودار دوگان گراف (الف): شکل :12.1 شکل

وصل�کننده�ي کمان به�جاي و قرارگیرد pi نقطه�ي ،DGVD در V (pi) سلول با متناظر رأس به�جاي اگر

،(12.1 شکل (ب) (قسمت شود� درج pipj پاره�خط ،DGVD در V (pj) و V (pi) سلول�هاي نظیر رأس�هاي

می�شود. داده نمایش DG(P ) با و می�شود نامیده P نقاط مجموعه دلونی23 گراف حاصل، گراف

یال هر بنابراین است. V or(P ) در v رأس یک با DG(Pمتناظر ) در f وجه هر که می�شود دیده به�راحتی

باشد، V (p١), V (p٢), ..., V (pk) سلول�هاي به مجاور v اگر به�ویژه، است. v به مجاور یال یک با متناظر f

نقاط وضعیت این در که می�کند بیان 2.6.1 قضیه�ي دارد. رأس�هایش عنوان به را p١, p٢, ..., pk نقاط f آن�گاه

کم�تر f زوایاي تمام یعنی می�شوند، واقع CircP (v) خالی دایره�ي بزرگ�ترین روي (f (رئوس p١, p٢, ..., pk

است. نیز محدب است، k-ضلعی یک این�که بر علاوه f که می�شود نتیجه و شد خواهد ١٨٠◦ از

P نقاط مجموعه دلونی24 مثلث�بندي ،DG(P ) به یال تعدادي کردن اضافه از حاصل مثلث�بندي هر

به�دست هستند محدب دلونی گراف وجه�هاي آن�جایی�که از می�شود. داده نمایش DT (P ) با و می�شود نامیده

فرد به منحصر P نقاط مجموعه دلونی مثلث�بندي می�شود، مشاهده است. آسان مثلث�بندي این�چنین آوردن

باشند. عمومی25 وضعیت در نقاط که است ممکن زمانی این و باشد مثلث�بندي DG(Pیک ) اگر تنها و اگر است

خالی� دایره�ي بزرگ�ترین ،V or(P ) در q رأس هر تشخیص هنگام اگر ،2.6.1 قضیه�ي الف قسمت به استناد با

عمومی وضعیت در P نقاط مجموعه که می�شود گفته باشد، داشته مرزش روي نقطه سه دقیقاً CircP (q)

رأس�هاي تمام آن�گاه باشند، عمومی وضعیت در P نقاط مجموعه�ي اگر که می�شود دیده به�راحتی هستند.

می�کند توجیه این می�شوند. مثلث DG(P ) وجه�هاي تمام درنتیجه و بود خواهند سه درجه�ي از V or(P )

23Delaunay graph

24Delaunay Triangulation

25General Position
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شوند انتخاب تصادفی به�طور P نقاط مجموعه اگر می�نامند. P دلونی مثلث�بندي را DG(P ) اغلب چرا که

سراسر در کار راحتی براي و مطلب این به توجه با است. زیاد بسیار باشند عمومی وضعیت در این�که احتمال

هستند. عمومی وضعیت در نقاط که می�شود فرض پایان�نامه این

این در که آن�جایی از و می�شود. بیان دلونی گراف براي این�بار ورنوي، نمودار مورد در 2.6.1 قضیه ادامه، در

و می�شود دلونی مثلث�بندي همان دلونی گراف بنابراین هستند، عمومی وضعیت در نقاط شد، فرض پایان�نامه

بود. خواهد برقرار نیز دلونی مثلث�بندي براي قضیه این

باشد. صفحه در نقاط از مجموعه یک P کنید فرض ([24]) 1.7.1 قضیه

P از نقطه�اي هیچ اگر تنها و اگر هستند P دلونی گراف از وجه یک رأس�هاي pi, pj, pk ∈ P نقاط الف)
نباشد. pk و pj ،pi از گذرنده دایره�ي داخل

و pi از گذرنده دایره�اي اگر تنها و اگر می�دهند شکل را P دلونی گراف یال یک pi, pj ∈ P نقطه�ي دو ب)
برنگیرد. در را P از دیگري نقطه�ي هیچ به�طوري�که باشد داشته وجود pj

اشاره است، شده بیان زیر قضیه�ي در که دلونی مثلث�بندي در اختصاصی ویژگی یک به واقع در 1.7.1 قضیه

می�کند.

مثلث�بندي باشد. P از مثلث�بندي یک T و صفحه در نقاط از مجموعه یک P فرضکنید ([24]) 2.7.1 قضیه
نباشد. T مثلث هر محیطی دایره�ي داخل در P از نقطه�اي هیچ اگر تنها و اگر است دلونی مثلث�بندي یک T

برعکس. و است مجاز مثلث�بندي یک دلونی بندي مثلث هر که، می�کند بیان است، مهم بسیار که قضیه آخرین و

مثلث�بندي ساخت در مهمی نقش ویژگی این ببینید. 1.4.1 زیربخش در می�توانید را مجاز مثلث�بندي تعریف

دارد. می�کنند، حرکت نقاط زمانی�که آن، درست نگهداري و دلونی

یک P از T مثلث�بندي یک باشد. صفحه در نقاط از مجموعه یک P کنید فرض ([24]) 3.7.1 قضیه
باشد. P از دلونی مثلث�بندي یک T اگر تنها و اگر است مجاز مثلث�بندي

رأس ،P نقاط مجموعه از دلونی مثلث�بندي یک در شوند: بیان نیز تعاریف این است لازم بخش این پایان در

نوع دو همچنین است. نامحدود وجه به مجاور و است شده واقع مثلث�بندي غشاي روي که است رأسی غشا26،
و مثلث�بندي بین مشترك مرز که یال�هایی به داخلی28. یال و غشا27 یال دارد: وجود دلونی مثلث�بندي در یال

26Hull vertex

27Hull edge
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یال هستند، مثلث دو به مجاور و مثلث�بندي داخل در که باقیمانده یال�هاي به و غشا یال است، نامحدود وجه

است. مثلث دو شدن مجاور براي پایه یال یک داخلی، یال هر دیگر به�عبارتی می�شود. گفته داخلی

Lp-متریک�ها 8.1
v و u بین Lp-متریک فاصله�ي ،Rd فضاي به متعلق v = (v١, ..., vd) و u = (u١, ..., ud) نقطه�ي دو براي

می�شود: تعریف صورت این به

δp(u, v) = (
d∑

i=١

|ui − vi|p)١/p.

راحتی براي ادامه در می�باشد. شده شناخته اقلیدسی فاصله�ي همان L٢-متریک که می�شود دیده به�راحتی

Lp-متریک فاصله�ي ،u, v ∈ R٢ نقطه�ي دو براي بنابراین، می�شوند. گرفته درنظر صفحه در Lp-متریک�ها کار

می�شود: تعریف صورت این به v و u بین

δp(u, v) = (|u١ − v١|p + |u٢ − v٢|p)١/p.

می�شود: تعریف شکل این به و متفاوت به�طور نیز v و u بین ∞L-متریک فاصله�ي که است ذکر به لازم

δ∞(u, v) = max(|u١ − v١|, |u٢ − v٢|).

تمام هندسی مکان بگیرید، درنظر را مختصات مبدأ دارد. وجود واحد شکل یک Lp-متریک هر معرفی براي

تعریف متر آن براي را واحد هندسی شکل یک هستند، مبدأ از یک Lp-متریک فاصله�ي داراي که نقاطی

که است (L٢-متریک) اقلیدسی متر در مبدأ مرکز به دایره واحد شکل آن شده�ي شناخته مثال می�کنند.

ببینید. را (الف) قسمت 13.1 شکل است. یک با برابر مبدأ تا دایره مرز روي نقاط تمام اقلیدسی فاصله�ي

-Lp هر دایره�ي عنوان به اصطلاح در که می�آید به�دست واحد شکل این نیز Lp-متریک�ها سایر براي به�راحتی

است، دایره آن واحد شکل و است شده�تر شناخته� مترها سایر از اقلیدسی متر (چون می�شود شناخته متریک

هندسی مکان با برابر L١-متریک دایره�ي نمونه عنوان به می�شود). استفاده نیز مترها سایر در اصطلاح این از

به که ،|x|+ |y| = ١ یعنی هستند، مبدأ از یک L١-متریک فاصله�ي داراي که است u = (x, y) نقاط تمام

دایره�ي دیگر نمونه�ي ببینید. را (ب) قسمت 13.1 شکل است. شده چرخیده درجه 45 واحد مربع یک شکل

ببینید. را (ج) قسمت 13.1 شکل است. چرخش) (بدون مربع یک که است ∞L-متریک

28Interior edge

17



(۰,۱)

(۱,۰)

(۰,−۱)

(−۱,۰)

(x, y)

√
(x)۲ + (y)۲ = ۱

O

(۰,۱)

(۱,۰)

(۰,−۱)

(−۱,۰)

(x, y)

|x|+ |y| = ۱

O

(ب)(الف)

(۰,۱)

(۱,۰)(−۱,۰)

(۰,−۱)
max(|x|, |y|) = ۱

(ج)

O

(x, y)

L∞ متر دایره�ي (ج): شکل و L١ متر دایره�ي (ب): شکل اقلیدسی، متر دایره�ي (الف): شکل :13.1 شکل

فاصله�ي تابع یک اساس بر دلونی، مثلث�بندي و ورنوي نمودار 9.1

محدب
این در است. موج�ها29 گسترش دیدگاه است، شده معرفی [19] در که ورنوي نمودار ساخت براي دیدگاه یک

محدب فاصله�ي توابع براي نیز و اقلیدسی)، متر بر (علاوه دیگر مترهاي براي می�توان را ورنوي نمودار دیدگاه

برخورد نقطه از دایره�اي موج�هاي شود، انداخته راکد دریاچه�ي یک داخل به سنگ�ریزه یک اگر کرد. تعریف

شوند، انداخته دریاچه داخل به هم�زمان به�طور سنگ�ریزه n اگر می�یابند. گسترش اطراف به آب با سنگ�ریزه

n روي را ورنوي نمودار می�کنند برخورد یکدیگر با گسترش، درحین آن�ها، از حاصل موج�هاي که مکان�هایی

می�کند. تعریف آب با سنگ�ریزه�ها برخورد نقطه�ي

متر (در دایره شکل از موج شکل تغییر با می�تواند ،Lp مترهاي جمله از استاندارد، متر هر براي ورنوي نمودار

نظیر دایره�ي و Lp-متریک�ها مورد در بیش�تر توضیحات براي آید. به�دست متر آن در دایره شکل به اقلیدسی)،

به موج شکل تغییر با می�تواند نیز محدب فاصله�ي توابع براي ورنوي نمودار همچنین ببینید. را 8.1 بخش آن�ها

نسبت محدب شکل اگر می�آید. به�دست است شده تعریف آن اساس بر محدب فاصله�ي تابع که محدبی شکل

بود، نخواهد متر یک حاصل محدب فاصله�ي تابع هرچندکه مثلث) یک مثال، (براي نباشد متقارن مرکزش به

فاصله�ي تابع مورد در بیش�تر توضیحات براي شود. استفاده ورنوي نمودار یک تعریف براي می�تواند هم باز اما

ببینید. را 5.1 بخش محدب

مسائل حل براي می�تواند نیز مترها سایر اساس بر ورنوي نمودار اقلیدسی، متر اساس بر ورنوي نمودار شبیه

تعدادي شود. استفاده غیره) و کمینه پوشاي درخت�هاي همسایه�ها، نزدیک�ترین (تمام جفت نزدیک�ترین مختلف

دایره�ي بزرگ�ترین مسائل به�ویژه، دارند. وجود نیز نیستند متر لزوماً که محدبی فاصله�ي توابع براي مسائل، این از

29Expanding waves
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x

φ < ۳۰
◦

y

O

عمودي باریک لوزي :14.1 شکل

به که دیسک یک براي مسیریابی مسائل و خالی محدب شکل بزرگ�ترین مسائل به می�شوند تبدیل که خالی

می�شوند. تبدیل محدب شکل یک براي مسیریابی مسائل

متقارن و باریک لوزي یک که محدب، فاصله�ي تابع یک اساس بر دلونی، مثلث�بندي تا است نیاز 4 فصل در

که محدب، فاصله�ي تابع این با که است مناسب بنابراین شود. تعریف است، آن محدب شکل مرکز، به نسبت

براساس دلونی مثلث�بندي و ورنوي نمودار ساخت به مربوط مفاهیم ببینید)، را 5.1 (بخش هست نیز متر یک

براي محدب، فاصله�ي تابع این اساس بر منصف، ابتدا منظور بدین شود. داده شرح محدب، فاصله�ي تابع یک

از حاصل دلونی مثلث�بندي و ورنوي نمودار منصف، آن اساس بر سپس می�شود. معرفی ورنوي نمودار ساخت

می�شود. معرفی آن

آن منصف و ♢ لوزي محدب فاصله�ي تابع 1.9.1

آن مرکز به�طوري�که است ♢ باریک لوزي می�شود، تعریف آن اساس بر فاصله تابع که نظر، مورد محدب شکل

و واحد 2 طول به (بلندتر)، اصلی قطر هستند. y و x محورهاي با موازي آن قطرهاي و است شده واقع مبدأ در

ببینید. را 14.1 شکل است. ٣٠◦ از کم�تر و است ϕ آن پایینی و بالایی رأس�هاي زاویه�ي است. y محور با موازي

قطر که حالتی در لوزي همین هرچندکه، است. ٩٠◦ می�سازد x محور با لوزي اصلی قطر که زاویه�اي بنابراین

را متناظرش محدب فاصله�ي تابع می�تواند شود)، چرخیده (لوزي بسازد x محور با دیگري زوایه�ي آن اصلی

دلونی مثلث�بندي ویژگی�هاي با مشابه آن، از حاصل دلونی مثلث�بندي ویژگی�هاي تمام به�طوري�که کند، تعریف

باشد. (عمودي) اولیه لوزي فاصله�ي تابع از حاصل

q و p نقطه�ي دو منصف بگیرید، درنظر را می�شود داده نشان d♢ نماد با که ♢ محدب شکل فاصله�ي تابع

دو موقعیت به توجه با و می�شود رسم به�راحتی 5.1 بخش در شده ذکر مطالب طبق فاصله، تابع این اساس بر
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(ج)(ب)(الف)

d♢ متر در منصف متفاوت شکل�هاي :15.1 شکل

اساس بر را شکل�ها این می�توان که می�آید، به�دست آن براي مختلفی شکل�هاي هم، به نسبت q و p نقطه�ي

کرد. دسته�بندي زیر مطالب

داده انتقال به�گونه�اي pq باشد، p پاره�خط این پایینی نقطه�ي کنید فرض بگیرید، درنظر را pq پاره�خط

یا اول ربع در یا گیرد: قرار می�تواند وضعیت دو این از یکی در pq گیرد. قرار مختصات مبدأ روي p که می�شود

در اگر و ،♢ چپ سمت و بالا ضلع شیب با آن شیب شد، واقع اول ربع در اگر مختصات. صفحه�ي دوم ربع در

نتیجه�ي ببینید. را 15.1 شکل می�شود. مقایسه ♢ راست سمت و بالا ضلع شیب با آن شیب شد، واقع دوم ربع

است: زیر حالت سه از یکی آن، با متناظر لوزي ضلع شیب و pq پاره�خط شیب مقایسه�ي

♢ لوزي ضلع شیب از بیش�تر pq پاره�خط شیب الف)

♢ لوزي ضلع شیب از کم�تر pq پاره�خط شیب ب)

.♢ لوزي ضلع شیب با مساوي pq پاره�خط شیب ج)

:(15.1 (شکل می�آیند به�دست زیر متفاوت شکل سه به ترتیب به حالت سه این در منصف�ها

افقی) تقریباً خط دو و پاره�خط یک (شامل افقی خط یک به شبیه منصف الف)

عمودي) تقریباً خط دو و پاره�خط یک (شامل عمودي خط یک به شبیه منصف ب)

نامحدود. ناحیه�ي دو و پاره�خط یک شامل منصف ج)
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نامحدود اشعهی

d♢ متر اساس بر ورنوي نمودار براي خاص حالت دو :16.1 شکل

d♢ اساس بر ورنوي نمودار 2.9.1

سلول معرفی با ،d♢ محدب فاصله�ي تابع اساس بر ورنوي نمودار باشد، صفحه در نقاط از مجموعه�اي P اگر

می�شود. تعریف ،p ∈ P نقطه�ي هر نظیر

V
′

♢(p) = {x ∈ R٢ : ∀q ∈ P, d♢(x, p) ≤ d♢(x, q)}.

اول، مورد می�کند: ایجاد مشکل مورد دو در محدب، فاصله�ي تابع یک اساس بر ورنوي، نمودار براي تعریف این

این (در باشد آن به متصل نامحدود اشعه�ي یک و بسته ناحیه�ي یک شامل می�تواند V ′

♢(p) سلول که است زمانی

قسمت 16.1 شکل در V ′

♢(p) سلول مثال، براي بود). خواهد نیز دیگر سلول�هاي به متعلق اشعه آن وضعیت،

دو شامل می�تواند ،d♢ اساس بر r و p نقطه�ي دو منصف که است زمانی دوم، مورد دارد. را مشکل این (الف)

و p نظیر سلول به متعلق هم نامحدود، ناحیه�هاي این در واقع نقاط وضعیت، این در باشد. نامحدود ناحیه�ي

نمودار مورد، دو این در ببینید. را (ب) قسمت 16.1 شکل مثال، براي بود. خواهند r نظیر سلول به متعلق هم

نیز و باشد ورنوي سلول دو تنها بین مشترك مرز یال، هر به�طوري�که صفحه، از تقسیم�بندي یک لزوماً ورنوي

بود. نخواهد باشد، P از یکتا نقطه�ي یک تنها با متناظر سلول، هر داخل

ببینید) را [11 ،35] همچنین ) [33] وود31 و کلین30 توسط شده مطرح دیدگاه از مشکلات، این رفع براي

ناحیه�ي جزء بلکه بود، نخواهد V ′

♢(p) سلول به متعلق دیگر نامحدود اشعه�ي اول، مورد براي می�شود: استفاده

V
′

♢(p) سلول جزء نامحدود اشعه�ي (الف)، قسمت 16.1 شکل در مثال، براي می�شود. محسوب دیگر سلول�هاي

30Klein

31Wood
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x ∈ R٢ نقطه�ي یک دوم، مورد براي شد. خواهد محسوب V ′

♢(q) و V ′

♢(r) سلول دو بین یال بلکه بود، نخواهد
الفبایی32 ترتیب لحاظ از متناظرش نقطه�ي که سلولی به تنها دارد، قرار V ′

♢(p) سلول یک از بیش داخل در که

16.1 شکل در است). شده بیان بعدي پاراگراف در الفبایی ترتیب (تعریف می�شود منتسب است کوچک�ترین

تعلق آن سلول به نامحدود ناحیه�ي نقاط و است بوده کوچک�تر ترتیب این اساس بر r نقطه�ي (ب)، قسمت

p ∈ P نقطه�ي هر براي بعد به این از که ورنوي نمودار سلول�هاي تعریف روي دیدگاه این اعمال با است. گرفته

داده نشان V or♢(P ) با که d♢ اساس بر P نقاط مجموعه ورنوي نمودار می�شوند، داده نشان V♢(p) نماد با

وضعیت سه این از یکی در صفحه از نقطه هر به�طوري�که شد، خواهد صفحه از مناسب تقسیم�بندي یک می�شود،

به متعلق ج) یکتا، ورنوي یال یک به متعلق ب) یکتا، ورنوي سلول یک داخل به متعلق الف) داشت: خواهد قرار

یکتا. ورنوي رأس یک

است، pj از کم�تر pi الفبایی ترتیب بگیرد. درنظر را pj = (xj, yj) و pi = (xi, yi) نقطه�ي دو 1.9.1 تعریف
باشد، xi = xj اگر یا xi < xj باشند: داشته را شرایط این از یکی نقاط این y و x مولفه�هاي اگر تنها و اگر

.yi < yj آنگاه

آن ویژگی�هاي و d♢ اساس بر دلونی مثلث�بندي 3.9.1

از حاصل دلونی گراف بنابراین هستند، عمومی وضعیت در نقاط است، شده فرض پایان�نامه این در آن�جایی�که از

نشان DT ♢(P ) نماد با و بود خواهد P نقاط مجموعه از یکتا دلونی مثلث�بندي یک ،V or♢(P ) دوگان گراف

می�دهد. نشان را نقاط از نمونه یک دلونی مثلث�بندي و ورنوي نمودار 17.1 شکل می�شود. داده

مطالب طبق ،d♢ محدب فاصله�ي تابع پس است، متقارن مرکزش به نسبت ♢ چون شد، بیان همان�طورکه

و 6.1 بخش�هاي در که ویژگی�هایی بنابراین است. متر یک ،d♢ درنتیجه دارد. نیز را تقارنی خاصیت 5.1 بخش

ورنوي نمودار به تعمیم قابل شدند، بیان اقلیدسی متر در دلونی مثلث�بندي و ورنوي نمودار براي ترتیب به ،7.1

اقلیدسی، متر دایره�ي به�جاي ویژگی�ها این بیان در است کافی هستند. نیز d♢ متر در دلونی مثلث�بندي و

دو در که را ویژگی�ها این از تعدادي می�توانید 1-1 جدول در شود. جایگزین است، ♢ لوزي که d♢ متر دایره�ي

مرکز با دایره یک به ،C∞ نماد جدول این در ببینید. است، شده آورده باهم مقایسه�ي در d♢ و اقلیدسی متر

می�کند. اشاره بی�نهایت مرکز با ♢ لوزي یک به ،♢∞ نماد و بی�نهایت

32Lexicographically order
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V or�(P )

DT �(P )

(ب)(الف)

محدب فاصله�ي تابع اساس بر دلونی مثلث�بندي و ورنوي نمودار ترتیب: به (ب) و (الف) شکل�هاي :17.1 شکل
d♢

♢ لوزي یک براي متفاوت ♢-مخروط چهار :18.1 شکل

تعریف v رأس با مخروط یک خط�، نیم دو به ،♢ لوزي یک از v رأس هر به مجاور ضلع دو گسترش با

چهار ،♢ لوزي هر از بنابراین ببینید. را 18.1 شکل می�شود. نامیده ♢-مخروط مخروطی چنین می�شود.

تمام ببینید. را 18.1 شکل هستند. ♢∞ همان حقیقت در ♢-مخروط�ها است. تعریف قابل متفاوت ♢-مخروط�

اثبات به شبیه و ساده d♢ متر در 2 و 1 ویژگی�هاي اثبات هستند. اثبات قابل جدول در شده بیان ویژگی�هاي

5 ویژگی می�شوند. اثبات ادامه در 4 و 3 ویژگی .(9 و 7 فصل ،[24]) است اقلیدسی متر در ویژگی�ها همین

می�شود. داده نشان به�راحتی مثال، یک از استفاده با نیز

با ♢-مخروط یک اگر تنها و اگر می�دهند شکل را DT ♢(P ) در غشا یال یک p, q ∈ P نقطه�ي دو 2.9.1 لم
نگیرد. دربر را P از دیگري نقطه�ي هیچ به�طوري�که باشد، داشته وجود مرزش روي q و p

♢ لوزي همان واقع در مخروط این باشد. داشته وجود شرایط این با ♢-مخروط یک که کنید فرض اثبات.
فاصله�ي تابع به توجه با می�شود. فرض بی�نهایت در o نقطه�ي لوزي این مرکز بنابراین است. بی�نهایت مرکز به

معنی بدین این .d♢(o, p) = d♢(o, q) که می�شود نتیجه است)، d♢ متر دایره�ي ،♢ (لوزي ♢ لوزي محدب
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d♢ متر در DT ♢ خواص اقلیدسی متر در DT خواص
هستند مثلث یک رأس�هاي p, q, r ∈ P نقاط

هیچ p, q, r از گذرنده ♢ لوزي اگر تنها و اگر

نگیرد. دربر را P از نقطه�اي

هستند مثلث یک رأس�هاي p, q, r ∈ P نقاط

هیچ p, q, r از گذرنده دایره�ي اگر تنها و اگر

نگیرد. دربر را P از نقطه�اي

1

می�دهند شکل را یال یک p, q ∈ P نقطه�ي دو

وجود q و p از گذرنده ♢ لوزي� یک اگر تنها و اگر

از دیگري نقطه�ي هیچ به�طوري�که باشد، داشته

برنگیرد. در را P

می�دهند شکل را یال یک p, q ∈ P نقطه�ي دو

وجود q و p از گذرنده دایره�اي اگر تنها و اگر

از دیگري نقطه�ي هیچ به�طوري�که باشد، داشته

برنگیرد. در را P

2

شکل را غشا یال یک p, q ∈ P نقطه�ي دو

q و p با ♢-مخروط یک اگر تنها و اگر می�دهند

هیچ به�طوري�که باشد، داشته وجود مرزش روي

روي q و p) نگیرد دربر را P از دیگري نقطه�ي

خالی). ♢∞ مرز

شکل را غشا یال یک p, q ∈ P نقطه�ي دو

طرف یک در نقاط، تمام اگر تنها و اگر می�دهند

خالی). C∞ مرز روي ،q و p) باشند pq خط

3

اگر تنها و اگر غشاست رأس یک p نقطه�ي

باشد، داشته وجود p رأس با ♢-مخروط یک

دربر را P از دیگري نقطه�ي هیچ به�طوري�که

خالی). ♢∞ رأس p) نگیرد.

خطی اگر تنها و اگر رأسغشاست یک pنقطه�ي

طرفش یک در نقاط تمام که باشد �p از گذرنده

خالی). C∞ مرز روي p) باشند

4

باشد. غیرمحدب می�تواند مثلث�بندي غشاي است. محدب مثلث�بندي غشاي 5

d♢ و اقلیدسی مترهاي در دلونی مثلث�بندي ویژگی�هاي مقایسه�ي :1-1 جدول
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نقاط نزدیک�ترین q و p نقطه�ي دو هر و دارد قرار V or♢(P ) در q و p بین منصف روي o نقطه�ي که است

به می�شود. واقع V♢(q) و V♢(p) سلول دو بین یال روي o نقطه�ي بنابراین هستند. آن به P مجموعه�ي از

شامل نیز را o نقطه�ي که q و p بین منصف از بخشی یک می�توان همیشه ،d♢ فاصله�ي تابع پیوستگی دلیل

آن�جایی از و باشد مشترك V♢(q) و V♢(p) بین تنها منصف بخش این از نقطه هر به�طوري�که یافت، می�شود

V♢(q) و V♢(p) بین نامحدود یال یک درنتیجه می�شود. نامحدود منصف از بخش این است، بی�نهایت در o که

می�دهند. شکل را DT ♢(P ) در غشا یال یک p, q نقطه�ي دو بنابراین و دارد وجود V or♢(P ) نمودار در

شکل را DT ♢(P ) در غشا یال یک p, q ∈ P نقطه�ي دو که می�شود فرض قضیه، برگشت اثبات براي

وجود V♢(q) و V♢(p) سلول دو بین V or♢(P ) نمودار در آن با متناظر نامحدود یال یک بنابراین می�دهند.

نزدیک�ترین q و p آن�جایی�که از بگیرید، درنظر که را آن انتهایی نقطه�ي به�جز یال، این از o نقطه�ي هر دارد.

در P از دیگري نقطه�ي هیچ شامل بگذرد، q و p از به�طوري�که o مرکز به ♢ لوزي هستند، آن به P از نقاط

یک می�تواند لوزي این باشد، بی�نهایت در نقطه�اي می�تواند o آن�جایی�که از و بود نخواهد مرزش روي یا داخل

� باشد. نیز ♢-مخروط

داشته وجود p رأس با ♢-مخروط یک اگر تنها و اگر است DT ♢(P ) در غشا رأس یک p نقطه�ي 3.9.1 لم
نگیرد. دربر را P از دیگري نقطه�ي هیچ به�طوري�که باشد،

در p نظیر V♢(p) سلول بنابراین باشد. داشته وجود شرایط این با ♢-مخروط یک که کنید فرض اثبات.
است. DT ♢(P ) در غشا رأس یک p درنتیجه و است نامحدود سلول یک V or♢(P ) نمودار

رأس هر آن�جایی�که از است. DT ♢(P ) در غشا رأس یک p که می�شود فرض قضیه، برگشت اثبات براي

،2.9.1 لم طبق باشد. pq غشاي یال انتهایی نقطه�ي نیز p کنید فرض غشاست، یال یک انتهایی نقطه�ي غشا

حال نمی�گیرد. دربر را P از دیگري نقطه�ي هیچ به�طوري�که دارد، وجود مرزش روي q و p با ♢-مخروط یک

را 19.1 (شکل شود رسم است گذشته q نقطه�ي از که ♢-مخروط این از مرزي با موازي p از نیم�خطی اگر

و است pq یال از گذرنده ♢-مخروط از زیرمجموعه�اي که می�آید به�دست p رأس با ♢-مخروط یک ببینید)،

� نمی�گیرد. دربر نیز را P از نقطه�اي هیچ بنابراین

باشد. غیرمحدب می�تواند DT ♢(P ) مثلث�بندي غشاي 4.9.1 نتیجه
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p
q

غشا یال

غشا رأس

l۲||l۱

یال از گذرنده مخروط �pq

3.9.1 لم اثبات به مربوط شکل :19.1 شکل

> φ

p

r

u

q

V or�(P )

DT �(P )

غیرمحدب غشاي با DT ♢(P ) دلونی مثلث�بندي یک :20.1 شکل
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از مجموعه یک P کنید فرض ببینید. را 20.1 شکل کرد. اثبات مثال یک با می�توان را نتیجه این اثبات.
عمودي راستاي یک در u, r که باشند گرفته قرار به�گونه�اي نقاط این و باشد صفحه در p, u, r, q نقطه�ي چهار

نقطه�ي یعنی باشد. نقاط از مجموعه این محدب غشاي puq فرضی مثلث و باشند افقی راستاي یک در p, q و

باشد. ϕ از بیش�تر نیز rq و rp پاره�خط�هاي بین زاویه�ي این، بر علاوه شود. واقع فرضی مثلث این داخل در r

نیز و r, p بین منصف شد، بیان 1.9.1 زیربخش در که مطالبی طبق وضعیت، این در ببینید. را 20.1 شکل

موازي بی�نهایت در که عمودي خط دو .(20.1 (شکل می�شوند عمودي خط به شبیه دو هر ،r, q بین منصف

یک V or♢(P ) ورنوي نمودار در r نقطه�ي نظیر سلول بنابراین کرد. نخواهند قطع را یکدیگر هرگز و می�شوند

منصف نامحدود، ناحیه این وجود دلیل به نتیجه، در دارد. قرار q و p نقطه�ي دو بین که می�شود نامحدود سلول

بود نخواهد DT ♢(P ) در یال یک ،pq پاره�خط و داشت نخواهد وجود V or♢(P ) در q و p بین مشترکی

در یال دو rq و rp پاره�خط�هاي حالی�که در است). نقاط از مجموعه این محدب غشاي یال یک pq (پاره�خط

� باشد. غیرمحدب می�تواند DT ♢(P ) غشاي که داد نشان مثال این .(20.1 (شکل هستند DT ♢(P )

نقاط مجموعه روي هندسی پوشش�هاي 10.1

هندسی شبکه�هاي 1.10.1

یک ،33P نقاط متصل�کننده�ي شبکه�ي یک بگیرید، درنظر را Rd فضاي در نقطه n شامل P مجموعه�ي

نقطه�ي دو هر به�طوري�که است، E ⊆ P ×P یال�هاي مجموعه و P رأس�هاي مجموعه با G = (P,E) گراف

اقلیدسی35، گراف یک یا هندسی34 شبکه�ي یک می�شوند. متصل به�هم G در مسیر یک با p, q ∈ P

فاصله��ي با متناظر یال�ها روي وزن و اقلیدسی فضاي در نقاط با متناظر رأس�ها که است G وزن�دار گراف یک

موجود، حقیقی شبکه�هاي از زیادي تعداد واقع در هندسی شبکه�هاي است. یال آن انتهایی نقاط بین اقلیدسی

می�کنند. مدل را غیره و مخابرات شبکه راه�ها، شبکه مانند

در می�شود. گرفته نظر در کیفی معیار چندین نقاط، از مشخصی مجموعه�ي براي شبکه یک طراحی براي

33A network connecting the points of P

34Geometric network

35Euclidean graph
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است. شده بیان هندسی شبکه�هاي ارزیابی براي کیفی معیارهاي مهم�ترین از تعدادي زیر

شبکه�ها که می�شود داده ترجیح کلی حالت در می�شود. تعریف شبکه یال�هاي تعداد به�عنوان اندازه36، .1
باشند. داشته نقاط) تعداد از (خطی کوچکی اندازه�ي ممکن جاي تا

را نقاط تمام باید شبکه هر ازآن�جایی�که می�شود. تعریف شبکه یال�هاي وزن مجموع به�عنوان وزن37، .2

معیار یک وزن می�شود. کران�دار کمینه پوشاي درخت وزن با پایین از آن وزن درنتیجه کند، وصل به�هم

هستند. نظر مورد کم وزن با شبکه�هایی اغلب بنابراین، است. شبکه ساخت هزینه�ي سنجش براي خوب

وزن با (مسیر مسیر کوتاه�ترین نسبت با برابر شده، داده نقطه�ي دو براي تاخیر39 کشش38یا ضریب .3

است شبکه آن براي شده تعریف متر اساس بر نقطه دو آن فاصله�ي به شبکه، در نقطه دو بین مینیمم)

شبکه یک کشش ضریب است). نقطه دو کننده�ي متصل مستقیم خط اقلیدسی متر در فاصله این (مثلاً

از بسیاري در می�شود. تعریف شبکه در مجزا نقاط از جفت هر براي کشش ضریب بیش�ترین به�عنوان

باشد). یک باید حداقل (که شود محدود کوچک ثابت یک با شبکه کشش ضریب که است نیاز موارد،

می�شوند. نامیده t-پوشش�ها40 ،t حداکثر کشش ضریب با شبکه�ها

ثابت یک با که است نیاز اغلب و می�باشد شبکه در نقطه هر به مجاور یال�هاي تعداد بیش�ترین درجه41، .4

برعکس اما می�کند، اشاره شبکه آن کوچک اندازه�ي به شبکه، یک محدود درجه�ي شود. محدود کوچک

نیست. درست لزوماً مطلب این

کیفی معیارهاي این از ترکیبی اعمال دارد، زیادي اهمیت که آن�چه شبکه، یک طراحی زمان در کلی، حالت در

یکی می�شود. سنجیده معیارها این به نسبت شبکه، ویژگی�هاي نیز شبکه تحلیل زمان در و است شبکه روي بر

ویژگی�ها). دیگر با ترکیب (در است کم کشش ضریب با شبکه�هایی مطالعه�ي زمینه، این در مهم مسائل از

از جفت هر بین (مستقیم) سریع ارتباط یک است لازم راه�ها شبکه�ي مانند کاربردها از بسیاري در ازجمله،

36Size

37Weight

38Stretch factor

39Dilation

40t-Spanners

41Degree
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اجرا قابل بالا، هزینه�هاي خاطر به نیاز این ولی باشد) کامل گراف یک شبکه (یعنی باشد برقرار P در نقاط

پوشش�هاي مفهوم شکل�گیري به منجر کم، کشش ضریب با شبکه�هایی مطالعه�ي به نیاز بنابراین نیست. شدن

اهمیت نقاط بین کوتاه ارتباطات که زمانی شبکه�ها، براي ساختار یک واقع در پوشش�ها این می�شود. هندسی

می�کنند. فراهم را دارند

هندسی t-پوشش�هاي 2.10.1

یک بگیرید. درنظر حقیقی عدد یک را t ≥ ١ و Rd فضاي در نقطه n شامل P مجموعه�ي 1.10.1 تعریف
بین مسیر کوتاه�ترین به�طوري�که است، P رأس�هاي مجموعه با G �جهت بدون گراف یک ،P براي t-پوشش42

باشد: داشته را شرط این می�شود، داده نشان dG(p, q) نماد با که G در ،P از q و p نقطه�ي دو هر

dG(p, q) ≤ t · ||pq||.

می�شود. نامیده q و p بین t-مسیر43 یک سازد برآورده را شرط این که مسیري هر

G که است بدیهی باشد، P نقاط مجموعه براي t-پوشش یک G اگر است، t′ > t که t′ حقیقی عدد هر براي

می�شود: زیر تعریف به منجر این، است. P براي نیز ′t-پوشش یک

با اقلیدسی گراف یک را G و Rd فضاي در نقطه n شامل P مجموعه�ي کشش) (ضریب 2.10.1 تعریف
یک G به�طوري�که است t حقیقی عدد کوچک�ترین ،G کشش ضریب بگیرید. درنظر P رأس�هاي مجموعه

باشد. P از t-پوشش

P از نقطه�اي سه هیچ که شود فرض اگر درحقیقت، دارد. یال مربعی تعداد اما است، 1-پوشش یک کامل گراف

t-پوشش�ها کلی حالت در بنابراین، است. P براي 1-پوشش تنها کامل گراف سپس ندارند، قرار خط یک روي

ارتباطات با پوشش�هایی کاربردها، از بسیاري در که آن�جایی از اما می�شوند. بررسی یک از بزرگ�تر هاي t براي

مطالعه مورد یک، به نزدیک کشش ضریب با پوشش�هایی بنابراین هستند. نیاز مورد کم) کشش (ضریب سریع

با می�توان ترتیب، این به .(٠ < ε < ١) کوچک و مثبت ε مقادیر براي ،t = ١ + ε یعنی می�گیرند، قرار

(گراف ١-پوشش یک به را t-پوشش یعنی کرد، نزدیک یک به را t مقدار ،ε براي کوچک خیلی مقادیر انتخاب

کرد. نزدیک کامل)

42t-spanner

43t-path
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2 فصل

حرکت به وابسته ساختارهاي



حرکت حال در مداوم به�طور که هندسی، اشیاي از مجموعه یک در نظر مورد مشخصه�ي نگهداري براي

در می�شود. استفاده حرکت به وابسته ساختارهاي از متحرك) نقاط بین از نقطه بالاترین نگهداري (مثلاً هستند،

روش�هاي نیز و آن�ها، کارایی سنجش براي معیار تعدادي ساختارها، این براي مفهومی چهارچوب یک فصل این

نمونه دو نگهداري براي ساختارهایی نمایش با کلی، مفاهیم این می�شود. معرفی آن�ها طراحی براي اساسی

می�شوند. بررسی حرکت حال در نقاط بین از جفت نزدیک�ترین و نقطه بالاترین یعنی حرکت، به وابسته مسئله

است. شده تنظیم [5 ،6] مراجع از استفاده با فصل، این اصلی مطالب که است ذکر به لازم

تعاریف و کلی مفاهیم 1.2

مسائلی و واقعی دنیاي شبیه�سازي براي است، فیزیکی جهان نشدنی جدا بخش پویایی و حرکت آن�جایی�که از

در رویت قابل محدوده�ي تعیین انیمیشن، و رباتیک در برخورد تشخیص مانند محاسباتی، هندسه حوزه�ي در

حرکت به وابسته ساختارهاي شدن مطرح ضرورت غیره، و همراه تلفن و بی�سیم شبکه�هاي کامپیوتري، گرافیک

می�کنند. توجیه را

این سازد برآورده باید سیستم که نیازهایی مهم�ترین از یکی هوایی، ترافیک کنترل و بررسی سیستم یک در

در هستند، هواپیما جفت نزدیک�ترین کنونی لحظه�ي در هواپیما دو کدام که درخواست این به بتواند که است

با معادل واقعی دنیاي از مسئله این شود. جلوگیري هواپیماها بین احتمالی برخورد از تا دهد پاسخ زمان کم�ترین

جفت نزدیک�ترین یافتن هدف و دارد وجود حرکت حال در نقاط از مجموعه یک که است هندسی مسئله�ي این

براي می�شوند. هواپیماها با معادل حرکت حال در نقاط ترتیب بدین است. درخواست زمان لحظه هر در نقاط

محاسبه�ي برسد، نظر به است ممکن که راهی ساده�ترین جمله: از دارد وجود مختلفی راه�حل�هاي مسئله این

یک سیستم به کاربر که بار هر روش این در است. می�کند درخواست کاربر که زمان هر در جفت نزدیک�ترین

یک روي را جفت نزدیک�ترین یافتن ایستاي الگوریتم سیستم می�دهد، جفت) نزدیک�ترین (اعلام درخواست

کاربر درخواست هر روش این با می�کند. اعلام را نتیجه و اجرا نقاط)، فعلی (موقعیت ایستا داده�هاي از مجموعه

(نقاط) داده�ها تعداد هنگامی�که به�ویژه است، نامطلوب که می�برد زمان الگوریتم کامل اجراي یک�بار اندازه�ي به

بار، یک دقیقه ده هر مثلاً مشخص زمانی فاصله�هاي در که است این دارد وجود که دیگري راه�حل باشند. زیاد

شود. نگهداري بعد دقیقه�ي ده تا جفت نزدیک�ترین عنوان به نتیجه و اجرا جفت نزدیک�ترین یافتن الگوریتم

داد. پاسخ می�توان ثابت زمان یک در داد درخواست کاربر که زمان هر دقیقه�اي، ده زمانی فاصله�ي این در بنابراین
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و نیست معتبر چندان شده داده پاسخ اما است، مطلوب و کوتاه خیلی پاسخگویی زمان روش این در هرچندکه

اگر بنابراین یابد. تغییر جفت نزدیک�ترین زمانی فاصله�ي این طول در است ممکن زیرا باشد؛ نادرست می�تواند

افزایش پاسخ خطاي ولی می�یابد کاهش محاسبات تعداد هرچندکه شود، انتخاب بزرگ زمانی فاصله�ي اندازه�ي

تعداد ولی می�یابد کاهش پاسخ خطاي هرچندکه شود، انتخاب کوچک زمانی فاصله�ي اندازه�ي اگر می�یابد.

جفت نزدیک�ترین (زمانی�که می�باشد نیز بی�فایده محاسبات این از بخشی درحالی�که می�یابد، افزایش محاسبات

نکند). تغییري طولانی زمانی فاصله�ي یک در

مطلوبی راه�حل نیستند. قبول قابل شده مطرح مسئله�ي براي شده بیان راه�حل�هاي شد دیده همان�طورکه

می�گیرد. شکل زمانی فاصله�هاي هوشمندانه�ي انتخاب اساس بر شد خواهد بیان بخش3.2 در مسئله این براي که

گسسته�اي لحظه�هاي در تنها جفت نزدیک�ترین اما می�باشد زمان از پیوسته به�صورت اشیا حرکت هرچندکه

لحظات این در تنها را جفت نزدیک�ترین و تعیین را لحظات این بتوان اگر بنابراین می�کند. تغییر زمان از

نقاط، حرکت شروع از قبل است لازم لحظات این تعیین براي می�شود. برآورده نظر مورد هدف کرد، به�روزرسانی

گرفته درنظر زمان از پارامتري معادلات صورت به نقاط حرکت مسیر اگر باشد. مشخص آن�ها حرکت مسیرهاي

را لحظات این می�توان مجموع در شود، اعمال نیز است مسئله راه�حل به وابسته که دیگري پارامترهاي و شود

این در تنها و نگهداري زمان گذشت با را مسئله نتایج مناسبی ساختارهاي ایجاد با می�توان سپس کرد. تعیین

این اساس که حرکت به وابسته ساختارهاي معرفی به ادامه در کرد. به�روزرسانی را نتایج و ساختارها لحظات

می�شود. پرداخته هستند راه�حل

گرفته شکل آن به پاسخ براي مسئله که است درخواستی همان واقع در هندسی مسئله�ي یک مشخصه�ي

در را صفحه در متحرك نقاط از مجموعه یک بین از جفت نزدیک�ترین یافتن هندسی مسئله��ي مثلاً است.

یک مشخصه�هاي یا مشخصه هرچندکه است. جفت نزدیک�ترین هندسی� مسئله�ي این مشخصه�ي بگیرید. نظر

پاسخی اما جفت. نزدیک�ترین اعلام مثلاً: می�شود، درخواست یک مسئله از همواره یعنی هستند، ثابت مسئله

نزدیک�ترین مثلاً کند. تغییر می�تواند حرکت، اثر بر نقاط موقعیت تغییر و زمان گذشت با می�شود داده که

نزدیک�ترین و کرده تغییر آن�ها موقعیت نقاط، حرکت اثر بر بعد لحظه�ي در و هستند p, q نقطه�ي دو جفت

و می�شود داده مسئله یک (درخواست) مشخصه�ي به که پاسخی بنابراین می�شوند. m,n نقطه�ي دو جفت

در بنابراین می�شود. نامیده مسئله آن متحرك داده�هاي وضعیت1 تابع است نقاط کنونی وضعیت از تابعی

را لحظه آن وضعیت تابع هستند، یکدیگر به نزدیک�ترین که نقطه�اي دو لحظه، هر در جفت، نزدیک�ترین مثال

1Configuration function
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می�کنند. مشخص

هنگام هندسی مشخصه�ي یک نگهداري براي ساختار یک حرکت2 به وابسته داده�ي� ساختمان یک

که ساده هندسی روابط از مجموعه یک (1 است: شده تشکیل اصلی جزء دو از و است نقاط پیوسته�ي حرکت

استفاده با که قوانین از مجموعه یک (2 هستند. وضعیت تابع درستی براي اثباتی و نقاط وضعیت تعیین براي

می�گردد. به�روزرسانی و اصلاح مجدداً می�شود، نامعتبر اشیا حرکت دلیل به ساختار زمانی�که آن�ها، از

از بخشی یا تمام که دارد شده تعیین حرکت) (مسیر پرواز3 یکطرح متحرك، شی هر که می�شود فرض

ارزیابی زمان از توابعی با شی هر حرکت مسیر یا پرواز، طرح می�دهد. شی کنونی حرکت مورد در را اطلاعات

اشیاي بین برهم�کنش به�دلیل می�تواند پرواز طرح یک در تغییر کند. تغییر می�تواند شی یک پرواز طرح می�شود.

می�دهد، رخ حرکت حال در شی دو بین برخوردي وقتی مثال براي آید. پیش غیره و محیط حرکت، حال در

آن براي مختلف راه�حل�هاي ارائه�ي و مثال یک شرح با ادامه در شود. به�روزرسانی شی دو هر پرواز طرح باید

داده توضیح حرکت به وابسته داده�هاي� ساختمان کیفیت ارزیابی معیارهاي و تعاریف مفاهیم، این�که بر علاوه

شد. خواهد مشخص مسئله این حل براي مسابقه درخت و هرم حرکت به وابسته ساختارهاي کارایی می�شود،

توضیح و شرح با مثال یک 1.1.2

است. حرکت حال در نقاط بین از نقطه بالاترین یافتن مسئله�ي شد، خواهد بررسی زیربخش این در که مثالی

وضعیت شد، خواهند مطرح که مسائلی بهتر پیوند براي می�شود. پرداخته مثال این دقیق معرفی به ادامه در

y محور امتداد در حرکت حال در پیوسته نقطه، n از مجموعه�اي می�شود. گرفته درنظر زیر بعدي یک ساده

بعنوان را نقاط اگر آن�ها، (بزرگ�ترین است نقطه بالاترین زمان هر در که است نقطه�اي تعیین هدف، هستند.

از یکدیگر بر برهم�کنش بدون آن�ها که می�شود فرض کنند، برخورد هم با نقطه دو اگر شود). گرفته نظر در اعداد

سرعت�هاي با و دلخواه اولیه�ي پیکر�بندي یک از شروع با نقاط که می�شود فرض آن، بر علاوه می�کنند. عبور هم

این با اما ثابت (سرعت�هاي می�کند. دلالت نیز ثابت حرکت جهت به ثابت سرعت که می�کنند، حرکت ثابت

به توجه با و شده مطرح مسئله این براي متفاوت راه�حل چهار ادامه در باشند). یکدیگر از متفاوت که امکان

می�شود. بررسی راه�حل�ها این کیفیت شد خواهند معرفی که معیارهایی

2Kinetic data structure ( KDS)

3Flight plan
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ty نمودار :1.2 شکل

اول راه�حل

سپس می�کند)، اشاره زمان به و است t افقی محور (که شود رسم ty صفحه در نقاط حرکت مسیرهاي اگر

(شکل می�شود صفحه در مستقیم خط n از مجموعه یک بالایی پوشش محاسبه�ي مسئله�ي به تبدیل مسئله،

شده معرفی [29] در که غلبه و تقسیم الگوریتم با O(n log n) زمان در می�تواند بالایی پوشش این .(1.2

می�کند، تغییر وضعیت) (تابع نقطه بالاترین حرکت، طول در که دفعاتی تعداد حالت، بدترین در شود. محاسبه

بخش در که آن�چه به توجه با که است ty صفحه�ي در خطوط بالایی پوشش رئوس) (تعداد پیچیدگی با برابر

دنباله�ي طول با برابر پیچیدگی این متناظرش، داونپورت-شینزل دنباله�ي به مسئله کاهش با شد بیان 2.1

α(n) تابع رشد آن�جایی�که از و است λ٣(n) = Θ(α(n)n) ،2.2.1 قضیه�ي از استفاده با که می�شود λ٣(n)

این بالایی پوشش پیچیدگی گفت، می�توان بنابراین است، 4 عدد از کم�تر n عملی مقادیر براي و آهسته بسیار

تنها که O(n log n) زمان در را بالایی) (پوشش وضعیت تابع می�توان روش این با است. Θ(n) برابر خطوط

کرد. محاسبه است، Θ(n) یعنی آن در تغییرات تعداد حداکثر از بیش�تر لگاریتمی ضریب یک

پرواز طرح چنان�چه و است نقاط حرکت کل بودن معلوم آن اساس زیرا نیست؛ رضایت�بخش راه�حل این

دوباره باید بالایی، پوشش به�روزرسانی براي کند تغییر دیگر نقاط با برخورد دلیل به زمان گذشت با نقطه�اي

به که است استراتژي هدف، تغییر). یک براي تنها بالا (هزینه�اي شود اجرا نو از O(n log n) زمان با الگوریتم،

جاي خود در هزینه کم�ترین با و به�راحتی را پرواز طرح�هاي به�روزرسانی می�تواند و می�کند کار بر-خط4 صورت

می�شود. بررسی بعدي راه�حل و می�شود گذاشته کنار راه�حل این بنابراین دهد.

4On-line
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y

رویداد

a

b

c

d

e

y

ay − by > ۰

a

b c

d

e

by − cy > ۰

cy − dy > ۰

dy − ey > ۰

by − cy > ۰

by − cy = ۰

(الف)
(ب)

بروز (ب): شکل ،y محور روي متحرك نقاط ترتیب نگهداري به مربوط تاییدیه�هاي (الف): شکل :2.2 شکل
نقاط حرکت اثر بر رویداد یک

دوم راه�حل

شود. نگهداري بر-خط صورت به ،y محور امتداد در نقاط از شده�اي مرتب ترتیب تا می�شود سعی روش این در

شوند: تعریف زیر مفاهیم است لازم روش این بیش�تر شرح براي

زمان آن در وضعیت تابع درستی براي اثباتی زمان، هر در که قیدها، و شرایط از مجموعه�اي تاییدیه�ها5: .1
براي می�شوند. محسوب حرکت به وابسته داده�هاي ساختمان براي کلیدي ویژگی یک تاییدیه�ها، هستند.

براي جبري روابط مجموعه� (y محور روي نقاط از شده�اي مرتب ترتیب (نگهداري دوم راه�حل در نمونه،

نشان ay با ،a نقطه�ي هر y مولفه�ي اگر هستند. روش این تاییدیه�هاي نقطه، دو y مولفه�ي مقایسه�ي

از تاییدیه n− ١ شامل ،t زمان هر در تاییدیه�ها، مجموعه�ي آنگاه باشد، نزولی نقاط ترتیب و شود داده

را (الف) قسمت 2.2 شکل می�باشد. پشت�سرهم b و a نقطه�ي دو هر براي ،ay(t) − by(t) > ٠ نوع

نقطه بالاترین که ،t زمان هر در وضعیت تابع درستی براي اثباتی تاییدیه�ها این که است بدیهی ببینید.

می�باشند. است، t زمان در y محور روي

شکل می�دهد. رخ رویداد یک می�دهد)، علامت (تغییر می�شود نامعتبر تاییدیه، یک زمانی�که رویداد6: .2

به�روزرسانی باید حرکت، به وابسته داده�ي ساختمان رویداد، یک بروز زمان در ببینید. را (ب) قسمت 2.2

و درست نیز وضعیت تابع است، معتبر تاییدیه�ها تمام زمانی�که تا بماند. باقی معتبر همچنان تا شود

5Certificates

6Event
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کند تغییر است ممکن وضعیت تابع تاییدیه)، یک شدن (نامعتبر رویداد یک بروز زمان در است. معتبر

اگر اما نمی�کند. تغییر نقطه) (بالاترین وضعیت تابع (ب) قسمت 2.2 شکل رویداد در مثلاً نکند. یا

وضعیت، تابع شوند، جابه�جا c نقطه�ي با a نقطه�ي بعدي رویداد در رویداد، این از پس شکل این در

ساختارها تغییر و به�روزرسانی به منجر رویدادها، تمام دیگر، به�عبارت می�کند. تغییر نقطه بالاترین یعنی

می�دهند. تغییر نیز را وضعیت تابع که هستند آن�ها از بخشی تنها اما می�شوند،

صف یک حرکت، حال در اشیاي و حرکت به وابسته داده�هاي ساختمان بین واسطه�ي رویداد7: صف .3

مسیر از استفاده با آن) رویداد (زمان آن شدن نامعتبر زمان تاییدیه هر با متناظر است. سراسري رویداد

هر به�طوري�که است، اولویت صف یک صف این می�گیرد. قرار رویداد صف در و تعیین نقاط حرکت

گرفت. خواهد قرار صف ابتداي در داد) خواهد رخ زودتر که (رویدادي بیش�تر زمانی اولویت با رویداد

و برداشت صف از یکی یکی را رویدادها است کافی حرکت به وابسته مسئله�ي یک شبیه�سازي براي

حذف عملیات که است ذکر به لازم کرد. به�روزرسانی آن اساس بر را حرکت به وابسته داده�ي ساختمان

است. O(log n) مرتبه�ي از همواره است اولویت صف یک که رویداد صف براي درج و

هستند، پشت�سرهم y محور امتداد در اکنون که نقاط، از جفت هر براي راه�حل، این در شد دیده همان�طورکه

اطلاعات اگر (یا می�کنند. عبور هم از نقاط این که است زمانی اولین با برابر که می�شود، برنامه�ریزي رویداد یک

نقاط با مرتبط ترتیب گفت می�توان اطمینان با که زمانی، مدت براساس می�توان نبود، کامل حرکت�ها مورد در ما

ساختمان کیفیت ارزیابی براي مهم معیار چهار ادامه در زد). تقریب را رویداد یک نمی�کند، تغییر مدت این در

که شود مشخص تا می�شود بررسی نیز دوم راه�حل آن، با همزمان و می�شود معرفی حرکت به وابسته داده�هاي

ارزیابی معیارهاي معرفی در باشد” ”کم از منظور شود داده توضیح است لازم آن از قبل نه. یا دارد را معیارها این

باشد. کوچک) و ϵ > ٠ یک وجود (درصورت O(nϵ) یا ،O(Poly log(n)) مرتبه�ي به نزدیک که: است این

می�باشد. مسئله هندسی اشیاي یا نقاط تعداد n که

به وابسته ساختار روي زیر به�روزرسانی�هاي تا است نیاز رویداد، هر پردازش زمان در پاسخ�گویی8: .1
گردد: اعمال حرکت

همچنین شوند، حذف کرده�اند نادرست را ساختار درستی اثبات و شده�اند نامعتبر که تاییدیه�هایی (الف)

7Event queue

8Responsiveness
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هم از c و b عبور رویداد:

مجاورت تغییر یک

مجاورت تغییر یک

(الف)
(ب)

نقاط شده�ي مرتب ترتیب (ب): وضعیت رویداد، از قبل نقاط شده�ي مرتب ترتیب (الف): وضعیت :3.2 شکل
رویداد از بعد

گردند. حذف رویداد صف از نیز تاییدیه�ها این با متناظر رویدادهاي

همچنین شوند، اضافه هستند لازم ساختار درستی مجدد برقراري براي که جدیدي تاییدیه�هاي (ب)

گردند. اضافه رویداد صف به تاییدیه�ها این با متناظر جدید رویدادهاي

ساختار به�روزرسانی زمان رویداد، هر براي اگر است پاسخ�گو حرکت به وابسته داده�ي ساختمان یک

می�کنند اثبات را ساختار درستی که تاییدیه�هایی براي باید به�روزرسانی این کلی حالت در باشد. کم

نقطه بالاترین مسئله�ي دوم راه�حل ساختار نمونه، عنوان به گیرد. صورت وضعیت تابع براي (شاید) و

و می�دهد رخ رویداد یک زمانی�که زیرا پاسخ�گوست؛ نقاط) شده مرتب ترتیب (نگهداري y محور روي

مجاورت دو و شده نامعتبر قدیمی (تاییدیه) مجاورت دو تنها می�کنند، عبور هم از مجاور نقطه�ي دو

خواهد O(١) مرتبه�ي از عملیات این که می�شود ایجاد نقاط شده�ي مرتب لیست در جدید (تاییدیه)

رویداد صف در جدید رویداد دو و حذف رویداد صف از آن�ها با متناظر قدیمی رویداد دو همچنین بود.

ساختار بنابراین بود. خواهد O(log n) مرتبه�ي از عملیات این که ببینید)، را 3.2 شکل ) می�گردد درج

پاسخ�گوست. و کند به�روزرسانی را خودش لگاریتمی زمان در می�تواند رویداد، یک پردازش هنگام

تابع که آن�هایی یعنی خارجی10، رویدادهاي بین است لازم معیار، دومین تعریف براي کارایی9: .2

9Efficiency

10External events
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خارجی رویداد

داخلی رویداد

t۱ t۲

۱

۲

متحرك نقاط بین از نقطه بالاترین مسئله براي خارجی رویدادهاي و داخلی رویدادهاي :4.2 شکل

ساختار داخلی نیازهاي به�دلیل که آن�هایی یعنی داخلی11، رویدادهاي و می�دهند تغییر را وضعیت

4.2 شکل در مثلاً شد. قائل تمایز نمی�دهند، تغییر را وضعیت تابع اما می�شوند پردازش حرکت به وابسته

رخ t٢ زمان در که 2 شماره�ي رویداد و داخلی رویداد یک می�دهد رخ t١ زمان در که 1 شماره�ي رویداد

وضعیت تابع تعیین براي حرکت به وابسته ساختار هر آن�جایی�که از است. خارجی رویداد یک می�دهد

ساختارها این در موارد اکثر در ولی است نظر مورد خارجی رویدادهاي محاسبه�ي تنها می�شود، ایجاد

به وابسته خارجی، رویدادهاي تعداد کرد. اجتناب داخلی رویدادهاي پردازش از کامل به�طور نمی�توان

هر براي را پایین کران یک تعداد این بنابراین حرکت. به وابسته ساختار نه و است هندسی مسئله�ي

ساختارهاي درنتیجه می�کند. تعیین مسئله� وضعیت تابع نگهداري به�منظور حرکت، به وابسته ساختار

حالت، بدترین در آن�ها توسط شده پردازش رویدادهاي کل تعداد که هستند مناسب حرکتی به وابسته

رویدادها کل (نسبت باشد حالت بدترین در مسئله خارجی رویدادهاي تعداد از بزرگ�تر کمی یا نزدیک

است. کارا باشد داشته را ویژگی این که حرکت به وابسته ساختار یک باشد)، کم خارجی رویدادهاي به

نقاط شده مرتب ترتیب (نگهداري y محور روي نقطه بالاترین مسئله�ي دوم راه�حل کارایی ادامه در

اشاره زمان به t محور که شود، ty صفحه�ي در نقاط حرکت مسیر اگر می�شود. بررسی (y محور روي

از خطی آن�ها حرکت مسیر و می�کنند حرکت ثابت سرعت با نقاط که شد فرض (یادآوري: می�کند

باید رویدادها محاسبه�ي براي بنابراین است. رویداد یک معادل خط، دو بین تقاطع هر می�شود)�، زمان

صفحه�ي پیمایش الگوریتم از استفاده با که شود، محاسبه صفحه در خطوط از جفت هر بین تقاطع�هاي

11Internal events
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n
۲
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۲

Θ(n۲)
Θ(n)

( ساختار به (وابسته حالت بدترین در رویدادها کل تعداد

مسئله) به (وابسته حالت بدترین در خارجی رویدادهای تعداد

نیست کارا حرکت به وابسته ساختار

⇓

حرکت به وابسته ساختار کارایی بررسی :5.2 شکل

ساختمان است. امکان�پذیر به�راحتی [13] برون14 توسط آن شده�ي اصلاح و [9] اتمان13 و بنتلی12

فرض نمونه براي کند. پردازش را رویداد Θ(n٢) تا باشد مجبور است ممکن حرکت به وابسته داده�ي

بین برخورد Θ(n٢) حالت این در می�گذرند، آن�ها از دیگر نیم و هستند بی�حرکت نقاط، از نیمی کنید

است رویداد یک معادل کدام هر که را برخوردها این تمام باید الگوریتم و (5.2 (شکل دارد وجود خطوط

خارجی رویداد آن�ها از تا Θ(n) تنها شد بیان هم اول راه�حل در همان�طورکه درحالی�که کند، بررسی

رویدادهاي تعداد به رویدادها کل تعداد نسبت بنابراین دارند). قرار خطوط بالایی پوشش (روي هستند

ببینید. را 5.2 شکل نیست. کارا راه�حل این و می�شود نقاط تعداد از خطی حالت این در خارجی

گیرد قرار صف در می�تواند زمان از مرحله یک در که رویدادي تعداد بیش�ترین اگر فشردگی15: .3

به وابسته داده�ي ساختمان یک بنابراین شود، تعریف حرکت به وابسته داده�ي ساختمان یک اندازه�ي16
باشد. حرکت حال در اشیاي تعداد از خطی تقریباً آن اندازه�ي اگر است فشرده حرکت

زمان هر در هنگامی�که است، محلی حرکت به وابسته داده�ي ساختمان یک داده�ها17: بودن محلی .4

براي سریع دسترسی در ویژگی این باشد. کوچک است، شی هر به وابسته که صف در رویداد تعداد حداکثر

12Bentley

13Ottmann

14Brown

15Compactness

16Size

17Locality
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حرکت به وابسته هرم یک در رویداد یک بروز :6.2 شکل

آن چنان�چه شی، یک پرواز طرح به�روزرسانی هنگام زیرا است.18 مهم بسیار پرواز طرح�هاي به�روزرسانی

مولفه�هاي به�روزرسانی زمان باشد)، محلی (ساختار باشد داشته مشارکت رویدادها از کمی تعداد در شی

بود. خواهد منطقی و کم زمان یک شی، آن به مرتبط

تاییدیه دو در حداکثر نقطه هر ازآن�جایی�که گفت: می�توان دوم راه�حل حرکت به وابسته ساختار مورد در

رویداد دو به وابسته حداکثر نقطه هر بنابراین می�باشند، تاییدیه�ها با متناظر رویدادها و می�گیرد قرار (مجاورت)

می�شود نقاط تعداد از خطی نیز صف اندازه�ي این به توجه با همچنین است. محلی ساختار و می�شود صف در

کارا اما است فشرده و محلی پاسخ�گو، دوم راه�حل حرکت به وابسته ساختار بنابراین است. نیز فشرده ساختار و

می�شود. مطرح بعدي راه�حل و می�شود گذاشته کنار راه�حل این دلیل همین به نیست.

سوم راه�حل

ارزیابی معیارهاي تمام که ،y محور روي متحرك نقاط بین از نقطه بالاترین نگهداري براي ساختار سومین در

می�شوند نگهداري هرم یک در حرکت، حال در نقاط است، برقرار آن براي حرکت به وابسته ساختار یک کیفیت

زیر به�صورت هرم یک کردن حرکت به وابسته براي است. عنصر (بزرگ�ترین) بالاترین شامل هرم ریشه�ي که

که می�کند تضمین که دارد، تاییدیه یک هرم در فرزندي) پدر- (ارتباط گره دو بین اتصال هر می�شود. عمل

که می�شود، تعریف رویداد یک اتصالی، این�چنین هر با متناظر و دارد قرار پدر نقطه�ي پایین در فرزند نقطه�ي

کافی معتبر، همچنان هرم یک نگهداري و رویداد یک پردازش براي می�باشد. هم از نقطه دو این عبور زمان

سایر چنان�چه ،(6.2 (شکل شوند عوض هم با است رویداد آن به مربوط که اتصالی آن فرزند و پدر که است

هستند. مستقل کیفیت، ارزیابی معیارهاي سایر اما، می�کند. اشاره نیز آن�ها فشردگی به داده�ها، بودن محلی که شود 18توجه
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و است پیوسته نقاط حرکت که می�شود (فرض هستند معتبر هنوز زمان آن در هرم (اتصال�هاي) نامساوي�هاي

نمی��شوند). نامعتبر هم�زمان اتصالی دو هیچ این�جا در دیگر به�عبارت نمی�دهند. رخ هم�زمان رویدادي دو هیچ

هرم در (پدر-فرزندي) مجاورت رابطه�ي چهار حداکثر باید می�افتد، اتفاق هرم در عنصر دو تعویض زمانی�که

رویداد چهار و حذف رویداد صف از را مجاورت�ها این با متناظر قدیمی رویداد چهار باید همچنین �کند، تغییر

است کافی هرم، به�روزرسانی براي رویداد، دادن رخ از پس ،6.2 شکل در مثال براي گردد. درج صف در جدید

اتصال دو و de ،df اتصال چهار به مربوط رویدادهاي و تاییدیه�ها آن بر علاوه شوند، عوض هم با هرم در d و b

شوند. برنامه�ریزي مجددا جدید رویداد و تاییدیه چهار و حذف باید b گره فرزندان به مربوط

مجموعه�ي براي را عنصر بالاترین زمان هر در که می�کند، توصیف را بهحرکت19 وابسته توضیحاتهرم این
وابسته هرم اما است. واضح ساختار فشردگی و بودن محلی پاسخ�گویی، می�کند. نگهداري حرکت حال در عناصر

حرکت ثابت سرعت�هاي با نقاط که (فرضشد کند؟ پردازش باید را رویداد تعداد چه حالت، بدترین در حرکت به

نیست. این�گونه اما می�شوند، محاسبه به�راحتی و است بدیهی رویدادها تعداد که شود تصور شاید می�کنند.)

تعداد که است این است بدیهی که آن�چه می�کند، محاسبه ساختار این که رویدادهایی تعداد محاسبه�ي براي

برخورد مانند برخوردهایی براي زیرا بود؛ خواهد است، O(n٢) مرتبه�ي از که برخوردها تعداد از کم�تر رویدادها

در شده مطرح روش از می�توان رویدادها تعداد محاسبه�ي براي شد. نخواهد تعریف رویدادي 6.2 شکل در e و b

رویداد O(n log٢ n) تعداد خطی حرکت� مسیرهاي براي حرکت به وابسته هرم روش، این با کرد. استفاده [7]

به وابسته ساختارهاي کیفیت ارزیابی معیار چهار تمام و هست هم کارا ساختار این بنابراین می�کند. پردازش را

داراست. را حرکت

مسیر که فرض این تحت تنها آن بودن کارا اما است، مناسبی ساختار حرکت به وابسته هرم هرچندکه

مسیر بودن خطی غیر (امکان کلی�تري راه�حل این�که براي شد. بررسی است زمان از خطی تابعی نقاط حرکت

معرفی ساختار چهارمین شود، مطرح حرکت به وابسته مسائل در عنصر بزرگ�ترین نگهداري براي باشد) نیز نقاط

سایر در استفاده براي آن کلی چهارچوب سپس و می�شود مطرح مسئله این براي ابتدا ساختار این می�شود.

شد. خواهد مطرح حرکت به وابسته مسائل

19Kinetic heap
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چهارم راه�حل

این شود. بیان کردن حرکت به وابسته براي کلی استراتژي یک است لازم راه�حل، این کردن مطرح از قبل

سپس می�شود. اجرا هندسی مسئله�ي براي مناسب ایستاي الگوریتم یک ابتدا که است این�صورت به استراتژي

وضعیت نمایش براي تاییدیه�هایی می�شود. نگهداري مناسبی ساختارهاي در الگوریتم (خروجی�هاي) نتایج

این از هرکدام با مرتبط ادامه در هستند. نیز وضعیت تابع درستی براي اثباتی که می�شوند تعریف ساختار

(یا شد خواهد نامعتبر تاییدیه این آینده، در زمانی�که و می�گیرد قرار سراسري صف در رویداد یک تاییدیه�ها

یک به ایستاست داده�هاي براي که الگوریتم�اي که فرایند این به می�دهد. نشان را شود) نامعتبر است ممکن

دارد اهمیت بسیار می�شود. گفته حرکتکردن20 به وابسته می�شود تبدیل حرکت به وابسته داده�ي ساختمان

الگوریتم خروجی کارا و ساده راه یک از بتواند رویداد، یک بروز زمان در شده، ایجاد حرکت به وابسته ساختار که

در کند. نگهداري و تنظیم ساختار درستی دادن نشان براي را تاییدیه�ها مجموعه�ي مجدداً و کند به�روزرسانی را

بزرگ�ترین تعیین ایستاي الگوریتم محاسبات نتایج که مسابقه درخت روي گام�هایی با کلی استراتژي این ادامه

،y محور روي نقطه بالاترین یافتن مسئله�ي در که است به�ذکر لازم شد. خواهد داده نشان دارد، دربر را عدد

متغیر اعداد بین از عدد بزرگ�ترین یافتن مسئله�ي یک واقع در مسئله این و است عدد یک نقطه هر y مولفه�ي

می�شود. بیان ادامه در که است

نتایج نگهداري براي مسابقه درخت ساختار و عدد بزرگ�ترین تعیین ایستاي الگوریتم معرفی .1

بگیرید. نظر در می�کند، محاسبه (ایستا) عدد n بین از را عدد بزرگ�ترین که الگوریتم یک ابتدا آن:
مساوي، تقریباً اندازه�ي با (دلخواه) گروه دو به اعداد افراز با بازگشتی به�صورت را عدد بزرگ�ترین الگوریتم،

محاسبه بزرگ�تر عدد انتخاب براي عدد دو این مقایسه�ي سپس و گروه هر در عدد بزرگ�ترین محاسبه�ي

محاسبه�ي براي مسابقه، یک دقیقاً این شود، انداخته ساختار این بالاي به پایین از نگاهی اگر می�کند.

بزرگ�ترین می�کند، اثبات که است کرده اجرا را O(n)مقایسه الگوریتم این پایان، در است. نهایی برنده�ي

می�توان را الگوریتم این عملکرد است. اعداد بین از عدد بزرگ�ترین به�درستی است شده محاسبه که عددي

ریشه�ي با زیردرخت در واقع عدد بزرگ�ترین ،v گره هر در به�طوري�که داد، نشان دودویی درخت یک با

بنابراین می�باشد. راستش فرزند گره عدد و چپ فرزند گره� عدد مقایسه�ي از حاصل که می�گیرد قرار v

درخت درخت، این به ببینید) را (الف) قسمت 7.2 (شکل است، مقایسه یک با متناظر درخت گره هر

20Kinetization
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می�شود. گفته مسابقه21

شروع اعداد اگر حال مسابقه): درخت کردن حرکت به (وابسته رویدادها و تاییدیه�ها معرفی .2

باقی معتبر نیز عدد بزرگ�ترین می�مانند، باقی معتبر الگوریتم مقایسه�هاي زمانی�که تا کنند، تغییر به

ساختار کردن حرکت به وابسته براي بنابراین کند. تغییر آن مقدار است ممکن هرچندکه می�ماند،

برنده�هاي بین مقایسه، (این است داده انجام الگوریتم که مقایسه��اي هر براي است کافی مسابقه، درخت

درخت، گره هر یعنی است)، شده انجام دارند، قرار مسابقه درخت از معین سطح یک در که زیرگروه دو

شکل �گیرد. قرار ساختار رویداد صف در رویداد یک نیز تاییدیه هر با متناظر و �شود تعریف تاییدیه یک

یک به تبدیل عدد بزرگ�ترین تعیین ایستاي الگوریتم روند، این اجراي با ببینید. را (ب) قسمت 7.2

می�شود. گفته حرکت22 به وابسته یکمسابقه�ي ساختار این به که شد حرکت به وابسته ساختار

رویداد) یک (بروز می�شود نامعتبر تاییدیه یک زمانی�که حرکت: به وابسته مسابقه�ي کیفیت ارزیابی .3
سمت به جدید برنده�ي این سپس است. کرده تغییر آن با متناظر مقایسه�ي برنده�ي که است معنی بدین

درخت ریشه�ي به یا بخورد شکست درخت سطح یک در زمانی�که تا می�کند نفوذ مسابقه درخت بالاي

این بنابراین است، متوازن مسابقه درخت آن�جایی�که از شود. تعیین عدد بزرگ�ترین عنوان به و رسیده

از و می�رود بالا O(log n) یعنی درخت، ارتفاع اندازه�ي به حداکثر رویداد) یک به (مربوط محاسبات

باید آن�ها از ثابت تعداد (یک است لازم سطح هر در تاییدیه�ها براي تغییرات ثابت تعداد یک آن�جایی�که

به�روزرسانی بنابراین شوند)، درج آن�ها به�جاي معتبر جدید تاییدیه�هاي و حذف شدن نامعتبر به�دلیل

پاسخ�گوست. ساختار و شود انجام O(log n) زمان در و به�سادگی می�تواند رویداد یک هنگام ساختار

محلی ساختار دارد، شرکت تاییدیه درخت) (ارتفاع O(log n) در حداکثر عدد هر چون این بر علاوه

یکنواخت به�طور اعداد اگر شد. خواهد بررسی ساختار براي کارایی معیار ادامه در هست. نیز فشرده و

مسابقه�ي کنند)، حرکت ثابت سرعت�هاي با y محور روي اعداد این با متناظر نقاط (یعنی کنند تغییر

سوال این به دادن جواب براي کلیدي نکته�ي کند؟ پردازش باید را رویداد تعداد چه حرکت به وابسته

پوشش محاسبه�ي براي را غلبه و تقسیم الگوریتم یک حرکت، به وابسته مسابقه�ي که است این تشخیص

که مقایسه�هایی مثال، براي می�کند. اجرا نقاط)، حرکت (مسیرهاي ty صفحه در مستقیم خط n بالایی

21Tournament tree

22Kinetic tournament
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براي حرکت به وابسته مسابقه��ي درخت یک (ب): شکل و ایستا مسابقه��ي درخت یک (الف): شکل� :7.2 شکل
y محور روي متحرك نقاط بین از نقطه� بالاترین مسئله�ي

دقیقاً می�شود، انجام نهایی برنده�ي اعلان براي مسابقه)، درخت (ریشه�ي سطح بالا�ترین در زمان طول در

دیده به�راحتی می�شوند. نیاز خطوط از زیرگروه دو بالایی پوشش�هاي ادغام براي که هستند همان�هایی

محاسبه�ي براي غلبه و تقسیم راه اجراي بنابراین است. O(n)پوشش دو ادغام کلی هزینه�ي که می�شود

به�دست C(n) = ٢C(n/٢)+Θ(n) بازگشتی رابطه�ي از که دارد را هزینه بدترین یک بالایی، پوشش

وابسته مسابقه�ي رویدادهاي تعداد است. C(n) = O(n log n) بازگشتی رابطه�ي این جواب و می�آید

مسابقه درخت نود یک در دهنده�ها مسابقه از یکی هویت که است دفعاتی تعداد با متناسب حرکت به

شده محاسبه زیرپوشش�هاي از یکی در برخورد یک با متناظر هویتی، تغییر این�چنین هر می�کند. تغییر

تعداد بنابراین می�شود. شمرده C(n) بازگشتی معادله�ي توسط که است، غلبه و تقسیم الگوریتم توسط

می�شود. O(n log n) یعنی بازگشتی، معادله�ي جواب برابر حرکت به وابسته مسابقه�ي رویدادهاي کل

تغییر حال در اعداد از مجموعه یک از عدد بزرگ�ترین بر-خط نگهداري حرکت، به وابسته مسابقه�ي پس

است. محلی و فشرده کارا، پاسخ�گو، علاوه�برآن و می�دهد انجام به�خوبی را

حرکت به وابسته مسابقه�ي 2.2

هستند ثابت مسابقه درخت دهنده�ي تشکیل عناصر بالا، در شده معرفی حرکت به وابسته مسابقه�ي درخت در

مقدار درج و عنصر قبلی مقدار حذف با مقدار تغییر این که می�دهند مقدار تغییر رویداد، یک بروز هنگام تنها و

تغییر امکان بر علاوه می�تواند حرکت به وابسته مسابقه�ي درخت یک کلی درحالت می�شود. انجام آن جدید

کاملاً عنصري درج امکان نیز و آن) شدن (ناپدید ساختار از کامل به�طور عنصر یک حذف امکان عناصر، مقدار
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دهنده�ي تشکیل عناصر تعداد که شرط این با البته باشد، داشته نیز را آن) شدن (پدیدار ساختار در جدید

حرکت). شروع در ساختار دهنده�ي تشکیل عناصر تعداد :n) بماند باقی O(n) مرتبه�ي از زمان هر در ساختار

ناپدید اصطلاح از شود ایجاد تمایز مقدار، تغییر به مربوط درج و حذف با درج، و حذف نوع این بین این�که براي

می�شود. استفاده شدن پدیدار و شدن

ناپدید و پدیدار امکان که حرکت، شروع در تشکیل�دهنده� عنصر n با حرکت به وابسته مسابقه�ي درخت یک

ساختار این در یک�بار حداقل که متمایزي عناصر تمام تعداد اگر بگیرید. درنظر را دارد وجود آن در عناصر شدن

است. برقرار ساختار این در رویدادها کل تعداد شمارش براي زیر لم آنگاه شود، داده mنشان با داشته�اند حضور

ناپدید و پدیدار امکان که حرکتی به وابسته مسابقه�ي یک در می�تواند که رویدادهایی کل تعداد ([5]) 1.2.2 لم
(m, s+بزرگ�ترین(٢ طول به λs+٢(m) که (m)٢+O(λsاست. log n) با برابر دهد، رخ دارد، را عناصر شدن

ببینید). را 2.1 (بخش می�کند اشاره داونپورت-شینزل دنباله�ي

بنابراین می�دهد، رخ آن) مقدار (تغییر گره یک تاییدیه�ي شدن نامعتبر با رویداد هر آن�جایی�که از اثبات.
تعداد با می�شود متناسب داد، خواهد رخ حرکت به وابسته مسابقه�ي درخت یک در که رویدادهایی کل تعداد

شد. خواهد شمارش تغییرات تعداد این ادامه در کرد. خواهند تغییر درخت آن گره�هاي که دفعاتی

زیردرخت در یک�بار حداقل که متمایزي عناصر تمام تعداد اگر بگیرید. درنظر مسابقه درخت در را v گره

به (v گره (مقدار زیردرخت این در عنصر بزرگ�ترین مقدار شود، داده نشان nv با داشته�اند حضور ،v ریشه�ي با

است. کرده تغییر بار، λs+٢(nv) حداکثر یعنی عناصرش، مقدار تغییر توابع بالایی پوشش پیچیدگی اندازه�ي

(یا بازه�ي یک در می�تواند عنصر هر پس دارد، وجود عناصر شدن پدیدار و ناپدید امکان چون که شود توجه

یک براي باید بالایی پوشش که است معنی بدان این باشد. داشته حضور ساختار در زمانی مشخص بازه�هاي)

از ،λs به�جاي 2.1 بخش به توجه با پس گردد. محاسبه شده�اند، تعریف بازه�اي صورت به که توابع از مجموعه

می�شود. استفاده λs+٢

کند، اشاره هستند i سطح در که گره�هایی مجموعه�ي به Li ∑اگر
v∈Li

nv ≤ m.

با است برابر حداکثر i سطح در (رویدادها) تغییرات کل تعداد ∑بنابراین
v∈Li

λs+٢(nv) ≤ λs+٢(m).
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O(λs+٢(m) log n) با برابر رویدادها تعداد کل بنابراین O(logاست n) ارتفاع داراي درختمسابقه آن�جایی�که از

� می�شود.

و پدیدار امکان که حرکتی به وابسته مسابقه�ي ساختار براي که است بدیهی شده، بیان مطالب تمام به توجه با

لم است)، n با برابر و ثابت زمان�ها تمام در ساختار تشکیل�دهنده�ي (عناصر باشد نداشته را عناصر شدن ناپدید

بود. خواهد برقرار زیر

و پدیدار امکان که حرکتی به وابسته مسابقه�ي یک در می�تواند که رویدادهایی کل تعداد ([40]) 2.2.2 لم
است. O(λs(n) log n) با برابر دهد، رخ ندارد، را عناصر شدن ناپدید

حرکت حال در نقاط بین از جفت نزدیک�ترین 3.2

حرکت) بدون و ثابت (نقاط ایستا حالت در جفت نزدیک�ترین یافتن براي مناسبی الگوریتم�هاي هرچندکه

در بنابراین نیستند. کارا می�شوند حرکت به وابسته الگوریتم�ها این زمانی�که ولی ،[28 ،14 ،10] دارد وجود

ساختارهاي سپس می�شود، توصیف جفت نزدیک�ترین یافتن براي جدیدي، ایستاي الگوریتم ابتدا بخش، این

ساختارها این که می�شود داده نشان و می�شوند مطرح الگوریتم این خروجی نگهداري براي حرکت به وابسته

لحظه هر در و بمانند باقی معتبر همچنان خود به�روزرسانی با می�کنند حرکت صفحه در نقاط زمانی�که می�توانند

دهند. نشان به�درستی را جفت نزدیک�ترین

پیمایشصفحه ایستاي الگوریتم 1.3.2

است. قاش23◦۶٠ شش به نقطه، هر اطراف فضاي تقسیم جفت، نزدیک�ترین یافتن ایستاي الگوریتم اصلی ایده�ي

را قاش هر در همسایه نزدیک�ترین می�توان حالت این در که است بدیهی ببینید. را (الف) قسمت ،8.2 شکل

می�شود داده نشان بود. خواهد بررسی مورد نقطه�ي به نقطه نزدیک�ترین آن�ها، بین از نزدیک�ترین سپس و یافت

یک کند. تعیین را جفت نزدیک�ترین تا است کافی قاش، هر در همسایه نزدیک�ترین از تقریبی تعریف یک که

کردن حرکت به وابسته هنگام نیز و شوند محاسبه کارآمد به�صورت همسایه�ها تا می�دهد اجازه مناسب، تعریف

می�کند. کمک الگوریتم

23Wedge
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(ب)(الف)

نقطهی نفوذ pقاش

x
+۳۰

◦

−۳۰
◦

نقطه یک نفوذ قاش :8.2 شکل

مرزهاي که ،p راست سمت از یافته گسترش قاش می�شود: تعریف شکل این به p نقطه�ي نفوذ24 قاش
داده نمایش Dom(p) نماد با و می�سازند مثبت x محور با −٣٠◦ و +٣٠◦ زوایاي ترتیب به آن، پایین و بالا

را خود بالایی (مرز است باز پایین از و بسته بالا از نقطه یک نفوذ قاش (ب)). قسمت ،8.2 (شکل می�شود

نقطه، هر براي است، کافی جفت نزدیک�ترین یافتن براي نمی�شود). شامل را پایینی�اش مرز اما می�شود شامل

سمت از یافته گسترش قاش سه در (واقع است شده واقع راست�اش سمت در که آن به همسایه نزدیک�ترین

به روش این درستی یافت. را نهایی جفت نزدیک�ترین نزدیک�ترین�ها، این تمام بین از سپس و یافته را راست)

چپ�اش، سمت از یافته گسترش قاش سه در ،p دلخواه نقطه�ي به همسایه نزدیک�ترین اگر که است دلیل این

آن به نزدیک�ترین به�عنوان q نقطه�ي ،p راست سمت قاش سه مشاهده�ي زمان در هرچند آنگاه باشد، q یعنی

نقطه نزدیک�ترین به�عنوان و گرفته قرار q راست سمت در p نقطه�ي ،q مشاهده�ي هنگام ولی نمی�شود، انتخاب

می�شود. انتخاب آن به

l عمودي خط با چپ به راست سمت از را صفحه که صفحه�اي25، پیمایش روش از است کافی بنابراین

نقاط روي پیمایش بنابراین ببینید. را دو) فصل ،[24]) بیش�تر توضیحات براي کرد. استفاده می�کند، پیمایش

می�رسد، p نقطه�ي به پیمایشصفحه عمودي خط زمانی�که و می�شود انجام چپ سمت به صفحه راست سمت از

آن راست سمت از یافته گسترش قاش سه بررسی ،p نقطه�ي به راست سمت از نقطه نزدیک�ترین یافتن براي

در که دیگر قاش دو براي و می�شود اجرا است Dom(p) که قاش�اي براي تنها الگوریتم اما است. کافی نقطه

وضعیت در را قاش دو این از کدام هر صفحه، ±۶٠◦ چرخش بار دو با می�توان هستند، Dom(p) پایین و بالا

بار سه قاش سه این از استفاده براي الگوریتم دیگر به�عبارتی کرد. اجرا مجدداً را الگوریتم و داد قرار Dom(p)

صفحه روي هم یک�بار و +۶٠◦ چرخش با صفحه روي یک�بار چرخش، بدون صفحه روي یک�بار می�شود: اجرا

24Dominance wedge

25Plane sweep
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a

p

p

a

p
b

(ب)(الف)

1.3.2 لم اثبات شکل :9.2 شکل

p نقطه�ي دو بین فاصله�ي ||pq|| و p مرکز و r شعاع با دایره�اي Circ(p, r) بخش، این در .−۶٠◦ چرخش با

در باشد یکسان آن�ها x مولفه�ي که درصورتی (یا باشد q چپ سمت در p اگر همچنین می�دهد. نشان را q و

می�شود. داده نمایش p ≺ q با ویژگی این راحتی براي باشد)، q پایین

دست از بدون باشد. برقرار هم a ≺ b ویژگی و باشند S نقاط مجموعه بین از جفت نزدیک�ترین (a, b) اگر

در شده�اي چرخیده ±۶٠◦ صفحه�ي نباشد، برقرار این اگر b؛ ∈ Dom(a) می�شود فرض مسئله کلیت دادن

می�گیرد. قرار Dom(a) در b که می�شود گرفته نظر

که p مانند سومی نقطه�ي هر براي آنگاه ،b ∈ Dom(a) و S در جفت نزدیک�ترین (a, b) اگر 1.3.2 لم
نمی�������������شود. واقع Dom(p) در b نقطه ،a ≺ p

9.2 شکل در کمان این که باشد، Circ(a, ab) ∩Dom(a) کمان از نقطه هر می�تواند b نقطه�ي اثبات.
پس است، a ≺ p آن�جایی�که از شود، واقع Dom(p) در b که شود گرفته خلف فرض اگر است. مشخص

علاوه�برآن گیرد. قرار Circ(a, ab) ∩Dom(a) کمان و a از گذرنده عمود خط بین ناحیه در باید p نقطه�ي

نیز Circ(a, ab) ∩Dom(a) کمان پایین و بالا از گذرنده ،±٣٠◦ باز خطوط بین ناحیه�ي در باید p نقطه�ي

بود. نخواهد برقرار b ∈ Dom(p) شرط گیرد قرار −٣٠◦ خط پایین یا +٣٠◦ خط بالاي p نقطه (اگر باشد

رنگ تیره (ناحیه�ي شود واقع آن در می�تواند p نقطه که ناحیه�اي بنابراین ببینید). را (الف) قسمت ،9.2 شکل

با این و ap < ab نتیجه در می�گیرد. قرار Circ(a, ab) دایره�ي داخل در کاملاً (ب)) قسمت ،9.2 شکل در

� است. متناقض (a, b) بودن جفت نزدیک�ترین

،Dom(a) در S از نقطه چپ�ترین سمت آنگاه ،b ∈ Dom(a) و S در جفت نزدیک�ترین (a, b) اگر 2.3.2 لم
است. b نقطه�ي
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بگیرید درنظر .b′ ̸= b و باشد Dom(a) در S نقطه�ي چپ�ترین سمت b
′ کنید فرض خلف) (فرض اثبات.

هستند، جفت نزدیک�ترین (a, b) آن�جایی�که از باشد. هم از (a, b) جفت نزدیک�ترین فاصله�ي ،r = ||ab||

ناحیه این شود، واقع است Circ(a, r) از خارج که ناحیه�اي در باید b′ بنابراین باشد. r از بیش�تر باید ab′ پس

حاصل مثلث در باید پس است، b به Dom(a)نسبت در S از نقطه چپ�ترین سمت b
′ چون می�شود. نامیده A

می�شود نامیده B ناحیه این گیرد. قرار ،b از گذرنده عمود خط چپ سمت صفحه�ي نیم اشتراكDom(a)با از

ناحیه�ي اشتراك از حاصل C ناحیه�ي ببینید. را (الف) قسمت ،10.2 شکل است. متساوي�الاضلاع مثلث یک که

،b از نقطه دورترین (ب). قسمت ،10.2 شکل در رنگ تیره ناحیه�ي همان بگیرید. نظر در را B ناحیه�ي و A

Dom(a) مرزهاي با b از گذرنده عمود خط برخورد حاصل که است q نقطه یا p نقطه ،C ناحیه�ي در واقع

می�گیرند). قرار Circ(a, r) داخل در می�شوند، عمود Dom(a) مرزهاي به b از که خط�هایی پاره (زیرا است

△ abp مثلث .pb ≥ qb یعنی است، دورتر b از p نقطه�ي که می�شود فرض مسئله کلیت دادن دست از بدون

سینوس�ها، قانون از استفاده با بگیرید. نظر در را

pb/ab = pb/r = sin(∠pab)/sin(∠apb) = sin(∠pab)/sin۶٠◦

طبق چون طرفی از و bb′ ≤ r می�شود، نتیجه پس bb′ ≤ pb چون و pb ≤ r پس ،∠pab ≤ ۶٠◦ چون

(b, b
′
) یعنی ،bb′ < r پس ،b′ ̸= p که می�شود نتیجه است، باز خود پایینی مرز به نسبت Dom(a) تعریف،

� است. متناقض (a, b) بودن جفت نزدیک�ترین با این و هستند جفت نزدیکترین

a

q

p

b

b
′

a

۶۰
◦

b

q

p

۶۰
◦

۶۰
◦

(ب)(الف)

2.3.2 لم اثبات شکل :10.2 شکل

مرز روي که S نقاط� از مجموعه�اي به�صورت آن ماکسیماي نقاط مجموعه� ،p نقطه�ي هر ∪براي
q ∈ S

p ≺ q

Dom(q)
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p




Cands(p) Maxima(p)

lcand(p)

lcand(p) نقطه�ي و p نقطه�ي کاندیداي و ماکسیما نقاط مجموعه� :11.2 شکل

سمت نقاط تمام مجموعه، این دیگر، به�عبارت می�شود. داده Maxima(p)نمایش با و می�شود تعریف هستند،

نقاط مجموعه می�شود. شامل را نشده�اند واقع p راست سمت در دیگري نقطه�ي هیچ نفوذ قاش در که p راست

نشان Cands(p) با و می�شود Maxima(p)∩Dom(p)تعریف مجموعه�ي به�صورت p نقطه�ي براي کاندید
ببینید. را 11.2 شکل می�شود. داده نمایش lcand(p) با مجموعه این نقطه�ي چپ�ترین سمت می�شود. داده

،b ∈ Dom(a) و باشند نقاط جفت نزدیک�ترین (a, b) هرگاه گفت، می�توان 2.3.2 و 1.3.2 لم�هاي به توجه با

است. (a, lcand(a)) به�صورت جفت نزدیک�ترین که می�شود نتیجه این، از است. b = lcand(a) آنگاه

جفت: نزدیک�ترین یافتن براي پیمایشصفحه ایستاي الگوریتم

لیست (هرچندکه کن. اولیه مقداردهی تهی با را y حسب بر شده مرتب نقاط شامل Maxima لیست .1

زیر حلقه�ي تکرار هر شروع در بعدي، گام�هاي در اما است تهی الگوریتم اجراي شروع در Maxima

بود.) خواهد Maxima(p) نقاط شامل p نقطه�ي هر براي

کن: تکرار چپ به راست از p ∈ S نقطه�ي هر براي .2

.Cands(p) = Maxima ∩Dom(p) بده قرار (الف)

بده. قرار lcand(p) در را Cands(p) از نقطه چپ�ترین سمت (ب)

کن. پاك Maxima لیست از را Cands(p) نقاط (ج)

کن. درج y مولفه اساس بر درستش محل در Maxima لیست در را p نقطه (د)

می�شود اجرا بار سه (±۶٠◦ چرخش�هاي با صفحه چرخشو بدون (صفحه شده ذکر جهت سه براي الگوریتم این

که (S مجموعه نقاط تعداد n) است (p, lcand(p)) جفت n شامل مجموعه هر می�کند. تولید مجموعه سه و

٣n بین از الگوریتم اجراي بار سه از پس به�عبارتی می�گیرد. دربر را جفت نزدیک�ترین مجموعه، سه این از یکی

51



می�شود. تعیین جفت نزدیک�ترین آمده به�دست جفت

الگوریتم: زمانی مرتبه�ي تحلیل
صفحه راست سمت از را نقاط الگوریتم این شود. اجرا O(n log n) زمان در می�تواند صفحه پیمایش الگوریتم

با S نقاط مرتب�سازي پس می�شوند. ترتیب≻پیمایش اساس بر نقاط به�عبارتی می�کند. پیمایش چپ سمت به

پیاده�سازي متوازن دودویی درخت ساختار با Maxima لیست می�برد. زمان O(n log n) شده، گفته ترتیب

راهنماي به�منظور دودویی درخت داخلی نودهاي در این�که بر علاوه آن به متعلق نقاط تمام به�طوري�که می�شود،

داخلی نود هر مقدار منظور (بدین می�گیرند. قرار نیز برگ�ها �در y اساس بر شده مرتب می�گیرند، قرار جستجو

درخت) عمق اندازه�ي (به لگاریتمی زمان بنابراین می�گیرد.) قرار چپ�اش زیردرخت برگ راست�ترین سمت در

.[22] است نیاز ساختار این در حذف و درج جستجو، عملیات انجام براي

زیرا دارد، نیاز Maxima ساختار روي O(log n) دودویی جستجوي زمان دو به Cands(p) محاسبه�ي

ساختار روي یکجستجو با است کافی پس Maximaاست. نقاط از سرهم پشت زیردنباله�ي یک Cands(p)

با و یافت را Cands(p) مجموعه در نقطه بالاترین ،Dom(p) بالایی مرز خط معادله�ي به�کمک Maxima

در نقطه پایین�ترین ،Dom(p) پایینی مرز خط معادله�ي به�کمک Maxima ساختار روي مشابه جستجویی

مجموعه�ي در Maximaرا ساختار در نقطه دو این بین نقاط تمام سپس یافت. نیز را Cands(p) مجموعه�ي

داد. قرار Cands(p)

تنها Maxima از نقطه�اي هر چون اما می�برد، زمان |Cands(p)| اندازه�ي �به lcand(p) کردن پیدا

که زمانی، کل بنابراین می�شود، حذف Maxima ساختار از سپس و می�گیرد قرار Cands() به�عنوان یک�بار

نقاط حذف می�شود. O(n) برابر است لازم کاندید مجموعه�هاي کل نقاط چپ�ترین سمت کردن پیدا براي

بنابراین می�برد. O(log n) زمان نقطه هر براي درستش، مکان در p نقطه�ي درج Maximaو از Cands(p)

می�شود. O(n log n) برابر کل اجراي زمان

کردن حرکت به وابسته 2.3.2

به وابسته صفحه، پیمایش ایستاي الگوریتم است لازم هستند، مداوم حرکت داراي S مجموعه�ي نقاط زمانی�که

الگوریتم عملکرد نتیجه�ي نگهداري براي مناسبی داده�ي ساختمان (الف) تا: است نیاز منظور بدین شود. حرکت

است نیاز تاییدیه�ها از مجموعه یک به همچنین (ب) شود. تعیین ایستا) الگوریتم (خروجی صفحه پیمایش

خروجی (الف) مورد براي است. معتبر نقاط مجموعه فعلی وضعیت براي داده ساختمان آن که دهد نشان تا
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p

q

q
′

ماکسیما نمودار در p نقطه مقصدهاي q′ و q نقاط :12.2 شکل

تاییدیه نوع 3 نیز (ب) مورد براي می�شود. تعریف ادامه در که ماکسیماست نمودار صفحه، پیمایش الگوریتم

شد. خواهند معرفی

نظر در را می�شود q∈Maxima(p)Dom(q)∪واقع از خارج Dom(p)که مرز از بخشی ،p نقطه�ي هر براي

نقطه�ي ،S از p نقطه�ي هر می�کند. تعریف را ماکسیما26 نمودار نقاط تمام براي مرزها این اجتماع بگیرید.
Dom(q

′
) و Dom(q) مرزهاي به p از پاره�خط�ها این که است ماکسیما نمودار در پاره�خط دو چپ انتهایی

p مقصدهاي q′ و q که می�شود گفته و هستند Maxima(p) در نقطه دو q′ و q به�طوري�که شده�اند، ختم

است شده ختم آن Dom مرز به p بالایی پاره�خط که q به ببینید. را 12.2 شکل هستند. ماکسیما نمودار در

می�شود. گفته پایینی مقصد است شده ختم آن Dom مرز به p پایینی پاره�خط که q′ به و بالایی مقصد

حال در نقاط موقعیت که شوند معرفی تاییدیه�هایی است لازم الگوریتم، کردن حرکت به وابسته براي

مرتب ترتیب سه بگیرد. شکل تاییدیه�ها این با متناظر رویدادها از صفی نیز و کنند بیان هم به نسبت را حرکت

نقاط ترتیب و شده�اند تصویر x محور روي زمانی�که S نقاط ترتیب می�شوند: استفاده تاییدیه�ها به�عنوان شده

خاص ترتیب یک در نقطه هر شده�اند. تصویر می�سازند، x محور با ±۶٠◦ زاویه�ي که خطوطی روي زمانی�که

براي تاییدیه یک و چپ همسایه�ي براي تاییدیه یک می�گیرد. قرار وضعیتش دادن نشان براي تاییدیه دو در

وجود تاییدیه��ها از متفاوت لیست سه دیگر به�عبارتی یا خاص ترتیب سه نقاط، براي طرفی از راست. همسایه�ي

الگوریتم کردن حرکت به وابسته براي همچنین است. تاییدیه شش به متعلق حداکثر نقطه، هر بنابراین دارد.

به وابسته مسابقه�ي درخت یک است، نیاز نیز دیگر عنصر یک به بدهد را جفت نزدیکترین به�طوري�که ایستا،

آن) با متناظر فاصله�ي (کم�ترین جفت نزدیک�ترین تعیین براي را الگوریتم اجراي سه�بار از حاصل نتایج تا حرکت

در بیش�تر توضیحات براي شد. خواهد نیاز درخت این داخلی گره�هاي براي تاییدیه�هایی بنابراین کند. نگهداري

ببینید. را 2.2 بخش حرکت به وابسته مسابقه�ي مورد

برسند به�هم حرکت اثر در ،−۶٠◦ یا +۶٠◦ خطوط روي نقطه دو تصویر که می�دهد رخ رویداد یک زمانی

26Maxima diagram
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+۶۰
◦

−۶۰
◦

x محور

رویداد +۶۰
◦

رویداد −۶۰
◦

رویداد x

متفاوت رویداد نوع سه :13.2 شکل

نوع سه تعریف به منجر این ببینید. را 13.2 شکل آن�ها) ترتیب تاییدیه شدن (نامعتبر کنند. عبور هم از و

مرزهاي تمام نیز و هم با ()Domها بالایی مرزهاي تمام ماکسیما نمودار در که بگیرید نظر (در می�شود: رویداد

موازیند). باهم ()Domها پایینی

می�شوند. جابه�جا هم با و می�رسند، به�هم x محور روي نقطه دو تصویر زمانی�که رویداد: x .1

(زمانی�که می�شوند جابه�جا هم با و می��رسند به�هم +۶٠◦ خط روي نقطه دو تصویر رویداد: +۶٠◦ .2

می�شوند). جابه�جا هم با و می��رسند به�هم نقطه دو ()Domهاي پایینی مرزهاي

(زمانی�که می�شوند جابه�جا هم با و می��رسند به�هم −۶٠◦ خط روي نقطه دو تصویر رویداد: −۶٠◦ .3

می�شوند). جابه�جا هم با و می��رسند به�هم نقطه دو ()Domهاي بالایی مرزهاي

تاییدیه لیست (سه باشند نقاط براي برابر ترتیب سه داراي صفحه در S نقاط از مختلف شکل دو اگر 3.3.2 لم
یکسان شکل دو در lcand(p) و Cands(p) ،Maxima(p) ،p نقطه�ي هر براي آنگاه شکل)، دو در یکسان

است.

p نقطه�ي هر براي می�شود. بررسی لم درستی ،≺ ترتیب به چپ به راست از ،S نقاط روي استقرا با اثبات.
شده�اند. مرتب y ترتیب Maxima(p)به در نقاط و است یکسان شکل دو Maxima(p)در که می�شود فرض

که می�شود داده نشان سرانجام و هستند یکسان شکل دو در هم lcand(p) و Cands(p) که می�شود اثبات

است. یکسان شکل دو در ،(p′ ≺ p) شود پردازش باید p از بعد که نقطه�اي ،p′ براي Maxima(p
′
)

همه براي یکسان +۶٠◦ ترتیب� آن�جایی�که از است. یکسان شکل دو در Maxima(p) که می�شود فرض

در یکسان پایینی مقصد p نقطه که می�شود نتیجه دارد، وجود شکل دو Maxima(p)در نقاط جمله از و نقاط
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ماکسیما نمودار صریح پیاده�سازي هنگام ساختار پاسخ�گویی عدم :14.2 شکل

نقاط جمله از و نقاط همه�ي براي یکسان −۶٠◦ ترتیب� آن�جایی�که از نیز و دارد Maxima(p) نسخه دو هر

نسخه دو هر در هم یکسان بالایی مقصد p نقطه�ي که می�شود نتیجه دارد، وجود شکل دو در Maxima(p)

Maxima(p)هستند از نقاطی Cands(p) مجموعه�ي به متعلق نقاط آن�جایی�که از Maxima(p)دارد. از

هم x ترتیب� چون و است یکسان شکل دو در Cands(p) بنابراین شده�اند. واقع p نقطه�ي مقصد دو بین که

مجموعه�ي می�شود. یکسان شکل دو در هم lcand(p) درنتیجه است، یکسان شکل دو در نقاط همه�ي براي

مقصدش دو بین p درج سپس و ،Cands(p) نقاط حذف با Maxima(p) مجموعه�ي از Maxima(p
′
)

� است. یکسان شکل دو در هم Maxima(p
′
) بنابراین می�آید؛ به�دست

براي دیگر به�عبارتی کرد. گسسته زمان�هاي به تبدیل را نقاط پیوسته�ي حرکت می�توان بالا لم از استفاده با

بلکه کرد، به�روزرسانی را الگوریتم ساختارهاي لحظه هر در که نیست لازم الگوریتم کردن حرکت به وابسته

تابع لحظه هر در می�توان تاییدیه) یک (نامعتبرشدن رویداد یک بروز لحظه�هاي در ساختارها به�روزرسانی با تنها

کرد. نگهداري به�درستی را حرکت حال در نقاط براي جفت) نزدیک�ترین این�جا (در مسئله وضعیت

خطی تعداد یک تحت می�تواند رویداد یک زمان در شود، پیاده�سازي صریح به�صورت اگر ماکسیما نمودار

این در همان�طورکه ببینید. را 14.2 شکل بکشد. طول خطی زمان آن به�روزرسانی و گیرد قرار تغییرات از

براي را تغییرات از تعداد O(n) باید ماکسیما نمودار ،+۶٠◦ رویداد این دادن رخ با است شده مشخص شکل

براي بود. نخواهد پاسخ�گو دیگر حرکت به وابسته داده�ي ساختمان حالت این در کند. اعمال خود به�روزرسانی

O(log n) به نیاز تنها که ضمنی داده�ي ساختمان یک با می�تواند ماکسیما نمودار در تغییرات مشکل، این رفع

براي کمکی داده�ي ساختمان دو منظور، بدین شود. پیاده�سازي دارد، رویداد هر در خود به�روزرسانی براي زمان

نام همین با که Cands(p) نقاط نگهداري براي داده� ساختمان یک می�شود. نگهداري p ∈ S نقطه�ي هر

معرفی کامل به�طور ادامه در که Parents(p) داده�ي ساختمان یک و شد خواهد معرفی نیز Cands(p)

می�گردد.
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شده مرتب دنباله�ي یک صورت به و می�گیرد دربر Dom(p)را اشتراكMaxima(p)با Cands(p) .1

نقاط این براي که ترتیبی با Cands(p) نقاط براي ترتیب (این می�باشد. y مولفه�ي اساس بر نقاط از

در دنباله این دارد.) تفاوت نقاط x ترتیب با ولی است یکسان دارد وجود ±۶٠◦ جهت�هاي امتداد در

را به�روزرسانی و جستجو معمول عملیات درخت این که است، شده ذخیره متوازن دودویی درخت یک

درخت ریشه�ي و دارد درخت در پدرش به اشاره�گر یک درخت گره هر علاوه�برآن، می�کند. پشتیبانی

به�طوري�که p ∈ S نقطه�ي می�تواند q ∈ S نقطه�ي هر بنابراین می�کند. اشاره p نقطه�ي به Cands(p)

،Cands() درخت یک در داخلی گره هر همچنین کند. پیدا O(log n) زمان در را q ∈ Cands(p)

Cands(p)ریشه�ي بنابراین می�کند، ذخیره خود با زیردرختشرا در (xترتیب (به نقطه سمتچپ�ترین

درخت از بخشی به�عنوان می�توانند پدر اشاره�گرهاي کرد. خواهد ذخیره خود با را lcand(p) نقطه�ي

درخت در به�روزرسانی عملیات زمان با حالت این در به�روزرسانی عملیات زمان و شوند نگهداري استاندارد

برقرار روند این نیز چپ�ترین� سمت فیلدهاي براي همچنین است. یکسان محدوده�ي داراي استاندارد

فیلدهاي می�شود، عوض نقاط xترتیب زمان�که هر که می�کند تضمین الگوریتم، از بخشی چنان�که است.

�شوند. نگهداري به�درستی نیز چپ�ترین سمت

می�کند. ذخیره را است ماکسیما نمودار در آن�ها براي مقصد یک p که نقاطی تمام Parents(p) .2

نمودار در چپ سمت از که است یال�هایی با) متناظر (نقاط از شده مرتب دنباله�ي یک Parents(p)

دارند، برخورد Dom(p) با یال�ها که ترتیبی طبق دنباله، این دارند. برخورد Dom(p) با ماکسیما

و p بالاي نقاط به می�تواند دنباله باشد. y ترتیب با متناظر که ندارد نیازي ترتیب این است. شده مرتب

شکل می�شوند. داده نشان Parentsb(p) و Parentsa(p) با ترتیب به که شود. تقسیم p پایین نقاط

،Parentsa(p) عناصر تمام از یافته گسترش پایینی یال�هاي براي مقصد Dom(p) ببینید. را 15.2

هر در است. Parentsb(p) عناصر تمام از یافته گسترش بالایی یال�هاي براي مقصد همچنین و

Dom(p) با آن�ها یال�هاي که (ترتیبی نقاط ترتیب Parentsb(p) و Parentsa(p) زیردنباله�ي دو

متوازن دودویی یکدرخت در Parents(p)دنباله�ي است. یکسان اشان xترتیب با است) کرده برخورد

دو هر براي به�طوري�که می�شود. داده قرار پدرش به اشاره�گري درخت گره هر براي نیز و می�شود ذخیره

،q ∈ Parents(p) به�طوري�که را p نقطه می�توان ماکسیما، نمودار در q نقطه�ي از یافته گسترش یال

یافت. لگاریتمی زمان در
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Parentsb(p) و Parentsa(p) دسته�ي دو به آن تقسیم�بندي و Parents(p) نقاط مجموعه :15.2 شکل

p

q

p

q

u

v

Cands مجموعه�هاي در تغییر و رویداد x یک :16.2 شکل

از به�ویژه، می�شوند. استفاده الگوریتم کردن حرکت به وابسته در که هستند داده�هایی ساختمان تنها این�ها

نشان زیر الگوریتمی طرح نمی�شود. استفاده شد، توصیف ایستا الگوریتم در که Maxima داده ساختمان

،lcand() فیلدهاي نیز و Parents() ،Cands() شده واقع تاثیر تحت ساختارهاي تمام چه�طور که می�دهد

شوند. به�روزرسانی می�افتد)، اتفاق رویداد x (یک می�شود عوض باهم q و p نقطه�ي دو x موقعیت زمانی�که

q چپ سمت در p) p ≺ q ،q و p شدن عوض از قبل که می�شود فرض مسئله، کلیت دادن دست از بدون

است q بالاي p زمانی�که (شبه�کد است q پایین p شدن عوض لحظه�ي در که می�شود فرض علاوه�برآن، است).

ببینید. را 16.2 شکل می�رود). به�کار مشابه به�طور

رویداد xیک دادن رخ هنگام ساختارها به�روزرسانی

بده: انجام آنگاه ،Parentsb(q) به متعلق به�ویژه ،p ∈ Parents(q) اگر .1

الحاق Cands(p) بالاي به را آن و کن جدا را است Dom(p) داخل که Cands(q) از بخشی (الف)

کن.

Parentsa(u) از را q نقطه�ي باشد. آن Parentsa به متعلق q که باشد نقطه�اي u که فرضکن (ب)

کن. درج Parentsa(p) در را آن و کن حذف
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دنباله، این بودن غیرتهی درصورت بگیر، درنظر را (الف) گام از ،Cands(q)یافته�ي تغییر دنباله�ي (ج)

Parentsb به متعلق q که بگیر نقطه�اي را v این�صورت غیر در بگیر، آن نقطه�ي پایین�ترین را v

کن. درج Parentsb(v) در را آن و کن حذف Parentsb(q) از را p باشد. آن

اگر باشد. Cands(q
′
) به متعلق q و Cands(p

′
) به متعلق p که باشند نقاطی q′ و p′ کن فرض .2

کن. به�روزرسانی Cands(p
′
) درخت در q و p از شروع با را lcand(p′

) آنگاه ،p′
= q

′

می�شود، تعریف جداگانه نقطه هر براي که Parents() ،Cands() کمکی داده�ي ساختمان دو از استفاده با

پیاده�سازي هنگام در شده ذکر مشکل و دارد نیاز درخت) (ارتفاع لگاریتمی زمان به تنها ساختارها این به�روزرسانی

که الحاق28 و جداسازي27 عملیات با 1.(الف) گام مانند است کافی زیرا می�شود؛ برطرف ماکسیما نمودار صریح

رویداد x یک بروز با که آن�جایی از کرد. به�روزرسانی را ساختارها ،[22] می�شوند انجام لگاریتمی زمان در

که شد خواهد اثبات زیر لم با ادامه، در می�دهند، دست از را خود درستی و شده نامعتبر ساختار از قسمت�هایی

مجدداً و شد خواهد به�روزرسانی به�درستی ساختار شده، نامعتبر ساختار به�روزرسانی براي بالا شبه�کد اجراي با

داد. خواهند نشان را وضعیت تابع درستی به�روزرسانی، از پس تاییدیه�ها مجموعه�ي

فیلدهاي و ،Parents() ،Cands() ساختارهاي به�روزرسانی براي شده ذکر رویه�ي انجام از بعد 4.3.2 لم
براي را ماکسیما نمودار حرکت، به وابسته ساختار می�شوند، عوض هم با نقطه دو x ترتیب زمانی�که lcand()

هستند. درست نیز lcand() فیلدهاي و می�دهد نمایش به�درستی S در نقاط فعلی شکل

را ماکسیما نمودار رویداد) x یک دادن (رخ آن�ها x تعویض باشد، p براي مقصد یک q اگر اثبات.
به Cands(q) از هستند، Dom(q) ∩Dom(p) به متعلق که Maxima(q) نقاط به�ویژه، می�دهد. تغییر

بین اتصال، جدید نقطه�ي به�طوري�که می�گیرد؛ جدید مقصد یک p نقطه�ي می�شوند. داده انتقال Cands(p)

می�گیرد. مقصد یک عنوان به را p ،q همچنین می�شود. واقع Dom(q) داخل جدیدش، مقصد و p از پاره�خط

از که هستند یال�هایی می�کنند تغییر که ماکسیما نمودار یال�هاي تنها دارد. دسترسی تغییرات این به 1 گام

نمی�کند-بنابراین تغییر {p, q} چپ یا راست نقاط براي مقصدي یافته�اند-هیچ گسترش q و p راست سمت

است. کافی ماکسیما نمودار به�روزرسانی براي 1 گام عملیات

27Split

28Join
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Parents() و Cands() فیلدهاي به�روزرسانی به نیاز بدون رویداد x دو :17.2 شکل

Cands()فیلدهاي و نمی�کند تغییر ماکسیما نمودار آنگاه نباشد، دیگري براي مقصدي کدام هیچ q و p اگر

به نیازي که رویداد x دو شکل، این در ببینید. را 17.2 شکل ندارند. به�روزرسانی به نیاز Parents() و

اجرا آن�ها براي شبه�کد 1 گام و شده�اند داده نشان ندارند، Parents() و Cands() فیلدهاي به�روزرسانی

یک اگر کند. تغییر است ممکن lcand() فیلد یک نه، یا �کند تغییر ماکسیما نمودار صورت هر در نمی�شود.

چپ�ترین، سمت فیلدهاي که شد مطمئن است لازم ،p, q ∈ Cands(u) که باشد داشته وجود u نقطه�ي

درخت آن در q و p با مرتبط مقایسه�ي هر به�طوري�که می�شوند، به�روزرسانی Cands(u) دودویی درخت در

براي می�کند. برآورده را این 2 گام که شود lcand(u) تغییر باعث است ممکن این می�گردد؛ محاسبه مجدداً

لازم هستند، Cands() مجموعه�ي یک به متعلق q و p که ،17.2 شکل (الف) قسمت براي 2 گام اجراي نمونه،

� است.

پیاده�سازي q و p نقاط براي ◦۶٠+رویداد یک بروز زمان در را حرکت به وابسته ساختار به�روزرسانی زیر شبه�کد

حالت دو رویداد این براي است. q چپ سمت در p که می�شود فرض مسئله، کلیت دادن دست از بدون می�کند.

:(18.2 شکل ) دارد وجود

شود، وارد Dom(p) به q .1

گردد. خارج Dom(p) از q .2

رویداد +۶٠◦ یک دادن رخ هنگام ساختارها به�روزرسانی

بده: انجام ببینید. را 18.2 شکل می�شود. وارد Dom(p) به q اول، مورد در

بده: انجام سپس p ∈ Parentsa(q) اگر .1

و کن حذف Cands(v) از را q باشد. آن Cands به متعلق q که باشد نقطه�اي v کنید فرض (الف)

کن. درج Cands(p) در
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میشود وارد Dom(p) به q

میشود خارج Dom(p) از q

رویداد +۶٠◦ یک :18.2 شکل

بودن غیرتهی صورت در بگیر. درنظر را دارد قرار p راست سمت در که Parentsb(q) دنباله�ي (ب)

بگیر نقطه�اي را t این�صورت غیر در بگیر. درنظر دنباله این از نقطه چپ�ترین سمت را t نقطه�ي آن

Parentsb(q) نقاط براي x ترتیب این�که به توجه (با باشد. Parentsa(t) به متعلق q که

Parentsa(q) از را p می�کنند.) برخورد Dom(q) با آن�ها یال�هاي که ترتیبی با است برابر

کن. درج Parentsa(t) در را آن و کن حذف

را شده�اند واقع (p چپ سمت در درنتیجه (و t چپ سمت در که Parentsb(q) از زیردنباله�اي (ج)

کن. الحاق Parentsb(p) پایین به را آن�ها و کن جدا

بده: انجام ببینید. را 18.2 شکل می�شود. خارج Dom(p) از q دوم، مورد در

بده: انجام آنگاه q ∈ Cands(p) اگر .1

Parentsa(t) از را p نقطه�ي باشد. آن Parentsa به متعلق p که باشد نقطه�اي t کن فرض (الف)

کن. درج Parentsa(q) در را آن و کن حذف

کن جدا را کرده�اند برخورد Dom(p) با q پایین در آن�ها یال��هاي که Parentsb(p) از نقاطی (ب)

کن. الحاق Parentsb(q) بالاي به را آن�ها و

این بودن غیرتهی درصورت بگیر. درنظر را (ب) گام از Parentsb(p) یافته�ي تغییر دنباله�ي (ج)

p که بگیر نقطه�اي را v این�صورت غیر در بگیر. آن از نقطه� راست�ترین سمت را v نقطه��ي دنباله،

کن. درج Cands(v) در را آن و کن حذف Cands(p) از را q باشد. آن Cands به متعلق

می�دهند، دست از را خود درستی و شده نامعتبر ساختار از قسمت�هایی رویداد +۶٠◦ یک بروز با که آن�جایی از

ساختار شده، نامعتبر ساختار به�روزرسانی براي بالا شبه�کد اجراي با که شد خواهد اثبات زیر لم با ادامه، در
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نشان را وضعیت تابع درستی به�روزرسانی، از پس تاییدیه�ها مجموعه�ي مجدداً و شد خواهد به�روزرسانی به�درستی

داد. خواهند

فیلدهاي و Parents() ،Cands() ساختارهاي به�روزرسانی براي شده ذکر رویه�ي انجام از بعد 5.3.2 لم
نمودار حرکت، به وابسته ساختار می�شوند، عوض هم با +۶٠◦ ترتیب در S از نقطه دو زمانی�که lcand()

هستند. درست نیز lcand() فیلدهاي و می�دهد نمایش به�درستی S فعلی شکل براي را ماکسیما

سپس ،p ̸∈ Parentsa(q) اگر بگیرید. نظر در را می�شود وارد Dom(p) به q که اول مورد اثبات.
به�روزرسانی و نمی�دهد قرار تاثیر تحت را ماکسیما ◦۶٠+نمودار ترتیب در q و pتعویض و q ̸∈ Maxima(p)

نیست. لازم هم داده�اي ساختمان هیچ

هر q و p تعویض می�کند. تغییر q و p همسایگی در فقط ماکسیما نمودار باشد، p ∈ Parentsa(q) اگر

به�روزرسانی به نیاز p پایینی مقصد تنها بلکه نمی�دهد تغییر را شده�اند واقع آن راست سمت در که p مقصد دو

مقصد به�عنوان q که نقاطی آن تنها ،p چپ سمت نقاط بین از می�کند. برآورده را این 1.(ب) گام که دارد

1.(ج) گام که دهند تغییر p به را مقصدهایشان تا دارند نیاز ( Parentsb(q) اعضاي (یعنی، است بالایی�اشان

q که v نقطه��ي براي نیز و می�شود) وارد آن به q (چون p براي Cands() مجموعه می�کند. برآورده را این

فیلدهاي می�کند. برآورده را این 1.(الف) گام که می�کند. تغییر می�شود، خارج آن Cands() مجموعه�ي از

به�طوري�که می�شوند، به�روزرسانی اصلاحات سایر با هم�زمان Cands() دودویی درخت�هاي در چپ�ترین� سمت

ساختار این�که براي Parents() و Cands() لیست�هاي �شوند. نگهداري درست lcand(v) و lcand(p)

می�شوند، نگهداري به�درستی ساختارها این چون و هستند کافی کنند، مشخص را ماکسیما نمودار ترکیبی

می�شود. نگهداري به�درستی هم ماکسیما نمودار بنابراین

اول مورد در تغییرات برعکس ماکسیما نمودار تغییرات می�شود، خارج Dom(p) از q که دوم مورد در

شود. برعکس اول مورد در به�روزرسانی به مربوط عملیات است کافی مورد، این به�روزرسانی رویه�ي براي است.

� است. درست هم دوم مورد در به�روزرسانی رویه�ي بنابراین

است واضح است. +۶٠◦ ترتیب در نقطه دو تعویض با مشابه −۶٠◦ ترتیب در نقطه دو تعویض براي رویه

دارد، lcand() و ،Parents() ،Cands() کمکی داده�هاي ساختمان روي به�روزرسانی اعمال از هرکدام که

شامل را متوازن دودویی درخت روي استاندارد عملیات ثابتی تعداد هرکدام زیرا می�کشد؛ طول O(log n) زمان

می�شوند.
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فاصله�ي ٣n روي حرکت به وابسته مسابقه�ي درخت یک حرکت، به وابسته داده�ي ساختمان عنصر آخرین

می�کند). اضافه حرکت به وابسته ساختار به را تاییدیه ٣n (این است (p, lcand(p)) جفت�هاي با متناظر

شامل را جفت نزدیک�ترین الگوریتم، اجراي طول در لحظه هر در حرکت به وابسته مسابقه�ي درخت ریشه�ي

در متناظرش فاصله�ي به آن از اشاره�گري می�کند، تغییر Cands(p) ساختار در lcand(p) زمانی�که می�شود.

یک آن به�دنبال و می�دهد تغییر را مسابقه درخت در فاصله آن که دارد وجود حرکت به وابسته مسابقه�ي درخت

زمان�هاي شود. جفت نزدیک�ترین تغییر به منجر است ممکن که می�گیرد صورت مسابقه درخت در به�روزرسانی

است. شده گفته 2.2 بخش در که است همان حرکت، به وابسته مسابقه�ي درخت این در تغییرات به مربوط

نزدیک�ترین نگهداري براي شده معرفی حرکت به وابسته ساختار که شد خواهد اثبات زیر قضیه�ي در ادامه، در

در شده معرفی کیفیت ارزیابی معیارهاي تمام زمان، گذشت با صفحه، در متحرك نقاط مجموعه بین از جفت

دارد. را فصل این ابتداي

فشرده پاسخ�گو، کارا، جفت، نزدیک�ترین یافتن مسئله�ي براي حرکت به وابسته داده�ي ساختمان 6.3.2 قضیه
است. محلی و

تعداد به رویدادها کل تعداد نسبت براي بالا کران یک است لازم ساختار بودن کارا بررسی براي اثبات.
بالا کران یک و خارجی رویدادهاي تعداد براي پایین کران یک منظور بدین شود. محاسبه خارجی رویدادهاي

می�شود. محاسبه رویدادها کل تعداد براي

پایین کران یک است، زمان از شبه�جبري توابع به�صورت S مجموعه�ي نقطه�ي n حرکت مسیر زمانی�که

بگیرید؛ درنظر را خط یک روي حرکت حال در نقطه�ي n می�شود. مربعی تقریباً خارجی رویدادهاي تعداد براي

حرکت مسیر شود، رسم صفحه در مکان-زمان نمودار یک در زمان، از لحظه هر در خط، روي نقطه هر مکان اگر

هم به خط این روي نقطه دو بار هر که است بدیهی آمد. خواهد به�دست زمان از پارامتري صورت به نقطه آن

در خط، این روي برخورد این طرفی، از بود، خواهند آن�ها کنونی، جفت نزدیک�ترین برخورد)، (یک می�رسند

بنابراین بود. خواهد مکان-زمان نمودار در نقطه دو این شده�ي رسم حرکت مسیر بین تقاطع یک با معادل واقع

مسیرهاي بین برخوردهاي تعداد برابر حداقل می�کنند، تغییر که جفت�هایی نزدیک�ترین تعداد که گفت می�توان

و می�شوند نزدیک هم به نقطه دو که هستند حالت�هایی زیرا می�شود؛ استفاده حداقل از است. نقاط حرکت

ندارند. برخوردي باهم ولی می�شوند کنونی جفت نزدیک�ترین

مربوط داده رخ رویدادهاي تعداد مجموع است، لازم رویدادها کل تعداد براي بالا کران یک محاسبه�ي براي
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مسابقه�ي درخت به مربوط رویدادهاي تعداد و شده) معرفی رویداد نوع (سه ترتیب تاییدیه�ي لیست سه به

شود. محاسبه حرکت به وابسته

نیاز −۶٠◦ و +۶٠◦ ،x محور رویدادهاي تعیین براي ترتیب تاییدیه�ي لیست سه شد، دیده که همان�طور

زیربخش در که همان�طور شوند. نگهداري حرکت حال در نقاط براي شده مرتب لیست سه باید بنابراین است.

ترتیب تغییر دفعات تعداد با برابر نقاط شده�ي مرتب لیست هر براي رویدادها تعداد شد، بیان دوم راه�حل ،1.1.2

نقاط، از جفت هر آن�جایی�که از و است نقاط حرکت مسیرهاي بین برخوردها تعداد یعنی لیست�ها، این در نقاط

دو هر براي پس ببینید)؛ را 1.1 (بخش �دارند برخورد باهم بار ثابت تعداد یک تنها شبه�جبري، حرکت�هاي تحت

خواهد O(n٢) ترتیب لیست سه از هرکدام در نقاط) تمام (براي رویدادها کل تعداد و رویداد ثابت تعداد نقطه

بود.

O(n٢) شود، lcand فیلد تغییر به منجر ترتیب، رویدادهاي از عمده�اي بخش پردازش اگر حالت بدترین در

با متناظر فاصله�هاي آن�جایی�که از می�دهد؛ رخ الگوریتم اجراي طول در lcand() فیلدهاي براي تغییر بار

متناظر که عناصر این به�روزرسانی تعداد پس می�سازند را مسابقه درخت عناصر (p, lcand(p)) جفت�هاي

.(m ∈ O(n٢) 1.2.2 لم از استفاده براي (یعنی شد. خواهد O(n٢) برابر است lcand فیلدهاي تغییر با

تعداد باید 1.2.2 لم از استفاده با حرکت، به وابسته مسابقه�ي درخت رویدادهاي کل تعداد محاسبه�ي براي

جفت�هاي با متناظر فاصله�هاي تغییرات یعنی مسابقه، درخت عناصر تغییرات توابع پایینی پوشش روي رأس�هاي

شده�اند، فرض s حداکثر درجه�ي با زمان از شبه�جبري نقاط حرکت مسیر چون شود. محاسبه (p, lcand(p))

بدیهی (این می�شود ٢s حداکثر درجه�ي با زمان از شبه�جبري توابع به�صورت نیز مسیرها از هرجفت بین فاصله�ي

رویدادهاي تعداد ،1.2.2 لم از استفاده با بنابراین بود). خواهد ٢s درجه�ي حداکثر داراي فاصله، مربع زیرا است؛

گفت می�توان 2.2.1 قضیه�ي از استفاده با به�راحتی که می�شود O(λ٢s+٢(n
٢) log n) با برابر مسابقه درخت

تابعی هر رشد از و آهسته به�شدت آن رشد که است تابع یک β(n) که است O(n٢β(n) log n) مرتبه�ي از که

حداکثر کارایی بررسی به مربوط نسبت براي بالا کران یک بنابراین است؛ کم�تر لگاریتمی توابع جمله از

≤ O(n٢β(n) log n) +O(n٢)

O(n٢)
= O(β(n) log n) ∈ O(log٢ n)

است. کارا شده معرفی حرکت به وابسته داده�ي ساختمان پس است.

lcand فیلد درست به�روزرسانی و تعیین براي که Parents() و Cands() شده معرفی ساختارهاي

این به�روزرسانی براي که عملیاتی طرفی از شدند. پیاده�سازي متوازن دودویی درخت�هاي با هستند، نقطه هر
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دیده رویداد نوع هر به مربوط شبه�کدهاي در همان�طورکه است، لازم رویداد نوع یک وقوع هنگام ساختارها

عملیات این از هرکدام که است، جستجو و درج حذف، الحاق، جداسازي، عملیات ثابت تعداد یک شامل شد،

حرکت به وابسته مسابقه�ي درخت شد، دیده 2.2 بخش در که طور همان می�شوند. انجام O(log n) زمان در

به منجر رویداد یک پردازش حالت، بدترین در زیرا است O(log٢ n) پاسخ�گویی زمان داراي و است پاسخ�گو

در رویداد تعداد O(log n) برنامه�ریزي و درخت ساختار روي عملیات تعداد درخت) (ارتفاع O(log n) انجام

است. پاسخ�گو شده معرفی حرکت به وابسته داده�ي ساختمان بنابراین می�شود. درخت رویداد صف

تاییدیه�ي� ٣n−٣ هر براي رویداد یک دارد: وجود هرزمان در رویداد صف در رویداد O(n)تعداد تنها آن�جا

حرکت به وابسته مسابقه�ي درخت داخلی هرگره براي که مقایسه تاییدیه�ي O(n) هر براي رویداد یک و ترتیب

است. فشرده شده معرفی حرکت به وابسته داده�ي ساختمان بنابراین می�شود. تعریف

براي که مقایسه تاییدیه�ي O(log n) و ترتیب تاییدیه�ي شش حداکثر به S مجموعه�ي از p نقطه�ي هر

آن lcand فیلد تعیین به�منظور Cands() درخت هر داخلی گره�هاي در چپ�ترین سمت فیلدهاي نگهداري

درخت در تاییدیه� O(log n) در حداکثر نقطه هر که می�شود داده نشان ادامه در دارد. تعلق هستند، درخت

براي Cands() مجموعه�هاي این�که به توجه با باشد. داشته شرکت می�تواند نیز حرکت به وابسته مسابقه�ي

یعنی هستند، S نقاط مجموعه از افراز یک باهم Cands() مجموعه�هاي (تمام یکدیگرند از مجزا کاملاً نقاط

مجموعه�ي یک در تنها چرخشصفحه هر در نقطه هر بنابراین است)، تهی Cands() مجموعه�ي دو هر اشتراك

باشد نیز خود Cands() مجموعه�ي در نقطه چپ�ترین سمت حالت، بهترین در اگر و می�شود ظاهر Cands()

(یکی می�شود (p, lcand(p)) جفت سه به متعلق حداکثر نقطه، هر که گفت می�توان آنگاه ،(lcand (یعنی

چرخش هر براي یکی متفاوت، q سه حداکثر براي lcand(q) ،p نقطه�ي هر دیگر، به�عبارتی چرخش). هر براي

به وابسته مسابقه�ي درخت در رویداد تعداد O(log n) در (p, lcand(p)) فعال جفت هر ازطرفی و است؛

قرار تاییدیه O(log n) حداکثر در نقطه هر شده، بیان مطالب تمام به توجه با درنتیجه دارد. شرکت حرکت

� است. محلی شده معرفی حرکت به وابسته داده�ي ساختمان و دارد
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3 فصل

بر دلونی مثلث�بندي در توپولوژیکی تغییرات
L∞ متر اساس



بر صفحه، در نقاط از مجموعه یک دلونی مثلث�بندي نگهداري براي که می�دهد نشان [16] مقاله�ي در چیو1

رویداد O(n٢.α(n)) باید می�کنند، حرکت ثابت سرعت�هاي با آن نقاط که هنگامی ،L١ و L∞ مترهاي اساس

4 فصل در شده معرفی حرکت به وابسته پوشش تحلیل براي مطلب، این تعمیم از آن�جایی�که از شود. بررسی

حاصل نتایج سپس و می�شود بیان فصل این در رویداد، تعداد این آمدن به�دست چگونگی شد، خواهد استفاده

می�شود. داده تعمیم است، شده معرفی 1.9.1 زیربخش در که d♢ متر به

مقدماتی مفاهیم 1.3

منحصربه�فرد محیطی دایره�ي یک صفحه در P نقاط مجموعه دلونی مثلث�بندي از مثلث هر ،3.7.1 قضیه�ي طبق

مرزش روي را نقطه سه تنها مثلث هر محیطی دایره�ي یعنی نمی�گیرد. دربر را P از دیگري نقطه�ي هیچ که دارد

به مجاور دیگري نقطه�اي نقاط، حرکت اثر در زمانی�که بگیرید. درنظر را محیطی�اش دایره�ي با مثلث یک دارد.

می�شوند واقع دایره یک مرز روي مجاور مثلث دو از نقطه چهار یعنی می�گیرد، قرار دایره این مرز روي مثلث، این

تغییرات تعداد که می�شود داده نشان بخش این در است. داده رخ توپولوژیکی2 تغییر یک که می�شود گفته

سرعت�هاي با نقاط زمانی�که ،L١ و L∞ مترهاي اساس بر صفحه، در نقطه n دلونی مثلث�بندي در توپولوژیکی

است تابعی شد، بیان 2.1 بخش در همان�طورکه α(n) که است، O(n٢α(n))� با برابر می�کنند، حرکت ثابت

است. کوچک ثابت یک ،n عملی مقادیر براي و می�کند رشد آهسته بسیار که

را می�کند حرکت ثابت سرعتی با نقطه هر به�طوري�که صفحه، در نقاط از مجموعه یک دلونی مثلث�بندي

می�کند)، (تغییر می�کند حرکت پیوسته به�طور نقاط، حرکت با نیز مثلث�بندي این هرچندکه بگیرید. درنظر

گسسته زمان�هاي در تنها می�کنند، ایجاب را دلونی مثلث�بندي به�روزرسانی به نیاز که توپولوژیکی تغییرات اما

با نقاط زمانی�که دلونی، مثلث�بندي در (رویداد) توپولوژیکی تغییرات تعداد چه است: این سوال می�دهد. رخ

می�دهد؟ رخ می�کنند، حرکت ثابت سرعت�هاي

نقطه�ي چهار به بگیرید. درنظر را به�هم مجاور مثلث دو متحرك، نقاط با دلونی مثلث�بندي یک براي

و 1.4.1 زیربخش مطالب به باتوجه می�شود. گفته سلول یا چهارتایی یک مثلث، دو این دهنده�ي تشکیل

دو به مجاور یال شدن غیرمجاز از قبل درست لحظه�اي که می�شود دیده به�راحتی مثلث�بندي نقاط حرکت

1Chew

2Topological change
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(ب)(الف)

L∞ متر اساس بر آن با متناظر دلونی مثلث�بندي (ب): شکل و ورنوي نمودار (الف): شکل :1.3 شکل

رخ توپولوژیکی تغییر (یک می�گیرند قرار دایره یک روي سلول آن نقطه�ي چهار هر سلول)، یک (قطر مثلث

روي سلول یک نقطه�ي چهار که زمان�هایی است کافی یال یک شدن غیرمجاز تشخیص براي بنابراین می�دهد).

صورت زمان�ها این در مثلث�بندي به�روزرسانی و شوند تعیین توپولوژیکی) (تغییرات می�گیرند قرار دایره یک

نقاط زمانی�که گفت، می�توان خلاصه به�طور می�شود. انجام شده غیرمجاز یال چرخش با به�روزرسانی این گیرد.

که گسسته�اي زمان�هاي در به�جز می�شوند حفظ (یال�ها) مجاورت�ها تمام می�کنند، حرکت دلونی مثلث�بندي

کرد. حفظ همچنان را ساختار یال چرخش با مواقع این در است کافی و می�دهند رخ توپولوژیکی تغییرات

وجود خالی دایره�ي بزرگ�ترین یک دلونی مثلث�بندي یال هر براي شد، بیان 1.7.1 قضیه در همان�طورکه

∞L-متریک، دایره�ي شد، بیان 8.1 بخش در همان�طورکه گیرد. قرار آن مرز روي یال انتهایی نقاط که دارد،

بخش، این براي است. شده چرخیده درجه 45 مربع یک مذکور دایره�ي L١-متریک، براي و است مربع یک

استفاده ∞L-متریک از ادامه در بنابراین است. مهم شکل ماهیت چون هستند، ارز هم متریک L١ و L∞

و L∞ ورنوي نمودار مثال یک براي را 1.3 شکل است. آسان�تر نشده چرخیده مربع�هاي رسم چون می�شود،

استاندارد دلونی مثلث�بندي و L∞ دلونی مثلث�بندي بین تفاوت یک ببینید. متناظرش L∞ دلونی مثلث�بندي

مثلث�بندي را اولیه�اش نقاط مجموعه محدب غشاي لزوماً L∞ دلونی مثلث�بندي می�شود: دیده شکل در L٢

در گوشه نقاط با مربع یک حصار در دلونی مثلث�بندي که می�شود فرض نمایش، سازي ساده براي نمی�کند.

کل فرض: این با ببینید. را 2.3 شکل می�شود. ساخته (∞,−∞) و (−∞,−∞) ،(−∞,∞) ،(∞,∞)

بیرونی مرز روي نقاط براي که خاص�اي موارد با داشتن سروکار از می�توان بنابراین، می�شود؛ مثلث�بندي صفحه

کرد. اجتناب می�افتد، اتفاق دلونی، مثلث�بندي
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بی�نهایت در شده اضافه نقطه�هایی با ،L∞ متر اساس بر دلونی مثلث�بندي همان :2.3 شکل
(۱) (۲) (۳) (۴)

(۷)(۵) (۶)

کند. حرکت آن نقطه�ي یک تنها چنان�چه ،L∞ متر اساس بر دلونی مثلث�بندي در تغییرات :3.3 شکل

توپولوژیکی تغییرات تعداد شمارش 2.3
می�کنند، ثابتحرکت سرعت با اولیه نقاط� زمانی�که دلونی مثلث�بندي در توپولوژیکی تغییرات تعداد بخش، این در

اولیه نقاط از یکی تنها زمانی�که می�دهد رخ ساده مثال یک براي که تغییرات�اي 3.3 شکل شد. خواهد تعیین

یک روي نقطه چهار زمانی�که تنها یال�ها) (چرخش تغییرات که کنید توجه می�دهد. نشان را می�کنند حرکت

زمانی تنها تغییر یک دیگر، به�عبارت است). مربع یک L∞ دایره این�جا در (که می�دهد رخ می�گیرند قرار دایره

باشد. داشته وجود دارد قرار مرزش روي نقطه چهار که خالی مربع یک که می�دهد رخ

ببینید. را 4.3 شکل (ب) و (الف) قسمت�هاي غیرگوشه4. یال و گوشه3 یال دارد: وجود دلونی یال نوع دو

3Corner edge

4Non-corner edge
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گوشه غیرگوشهیال یال

(ج)(ب)(الف)

p

متناظر برخورد نزدیک�ترین (ج): شکل غیرگوشه، یال یک و گوشه یال یک (ب): و (الف) شکل�هاي :4.3 شکل
p نقطه�ي براي گوشه یال یک با

وجود است یال انتهایی نقاط از یکی روي آن گوشه یک و می�گذرد یال انتهایی نقاط از که خالی مربع یک اگر

نامیده غیرگوشه یال باقیمانده دلونی یال�هاي می�شود. نامیده گوشه یال یک دلونی یال آن آنگاه باشد داشته

در دهد اندازه تغییر و بلغزد می�تواند می�شود واقع یال یک روي که خالی مربع یک که کنید توجه می�شوند.

L∞ دلونی مثلث�بندي یک در یال�ها بیش�تر بنابراین، بماند. باقی یال انتهایی نقاط با تماس در همچنان حالی�که

به�راحتی هستند. گوشه یال�هاي 2.3 شکل دلونی مثلث�بندي در یال�ها تمام چنان�که آن هستند. گوشه یال�هاي

دلونی یال یک اگر زیرا دارد؛ تماس خالی مربع در هم به مقابل ضلع�هاي با غیرگوشه یال یک که می�شود دیده

نشان تا کرد کوچک را خالی مربع می�توان باشد، داشته تماس خالی مربع ضلع یک یا هم به مجاور ضلع� دو با e

دارد، تماس خالی مربع یک هم به مقابل ضلع�هاي با e یال زمانی�که حتی است. گوشه یال یک e که دهد

اگر است غیرگوشه یکیال دلونی یال یک است. گوشه یال یک e که داد نشان مربع لغزاندن با می�توان اغلب

مثلث�بندي دیگر نقاط توسط گیرد، قرار مربع گوشه در یال انتهایی نقطه�ي این�که از قبل خالی مربع لغزیدن

دارد. را بازدارنده نقاط این از جفت یک غیرگوشه یال هر ببینید. را 4.3 شکل (ب) قسمت شود. متوقف

بنابراین است. غیرگوشه یال یک در تغییر یا گوشه، یال یک در تغییر معادل دلونی، مثلث�بندي در تغییر هر

دلونی مثلث�بندي تغییرات کل تعداد براي کران یک حقیقت، در شود، تعیین کران یک یال�ها تغییرات براي اگر

می�شود. تعیین گوشه یال�هاي تغییرات تعداد براي کران یک ادامه، در است. شده تعیین نیز

گوشه یال�هاي تغییرات شمارش 1.2.3

یال�هاي مجموعه در تغییر O(n٢α(n)) ثابت، سرعت با حرکت داراي صفحه، در نقطه n براي 1.2.3 قضیه
دارد. وجود گوشه

دارد. وجود گوشه�اش یال�هاي در تغییر O(nα(n)) ،p اولیه�ي نقطه�ي هر براي که می�شود داده نشان اثبات.
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چهار که کنید توجه می�آورد. به�دست را قضیه در شده ذکر کران نقاط، تمام براي تغییرات این مجموع سپس

متناظر گوشه�ي یال مسئله، کلیت دادن دست از بدون دارد. وجود مربع گوشه�ي چهار با متناظر گوشه یال نوع

می�شود. گرفته نظر در مربع چپ سمت پایین گوشه�ي با

یک چپ سمت پایین گوشه�ي ابتدا یافت. p اولیه نقطه�ي براي را گوشه یال می�توان ،t ثابت زمان یک در

برخورد نقطه تعدادي با زمانی�که تا خالی، مربع آن سپس و می�شود داده قرار p نقطه�ي روي کوچک، خیلی مربع

می�کند) برخورد نقطه�اي با که می�شود (فرض می�کند برخورد آن با مربع که نقطه�اي اولین می�شود. بزرگ کند،

مثلث�ها از استفاده با گوشه، یال یافتن براي دیدگاه این ادامه، در می�کند. مشخص را p براي کنونی گوشه�ي یال

بیان بعدي قسمت�هاي در کار این (دلیل می�شود شکافته مثلث دو به مربع و می�شود طرح نو از مربع، جاي به

هر سپس می�شود، گرفته نظر در p اولیه نقطه�ي روي مثلث دو هر ببینید. را 4.3 شکل (ج) قسمت می�شود).

برخورد نزدیک�ترین کنند. برخورد نقطه یک با هرکدام زمانی�که تا می�شوند بزرگ مستقل به�طور آن�ها، از کدام

گرفته نظر در مثلث دو از یکی تنها ادامه، در می�کند. تعیین را p براي گوشه یال برخورد) دو حداکثر بین (از

قرار p روي آن، پایین گوشه�ي و ایجاد مثلث از نسخه یک ،(̸= p) q نقطه�ي هر براي بالایی. مثلث می�شود،

می�شود؛ داده اختصاص q نقطه�ي هر به مقدار یک می�شود. بزرگ کند لمس را q زمانی�که تا و می�شود داده

سنجیده مقدار این به�عنوان می�تواند حاصل مثلث وتر طول نمونه، (براي است حاصل مثلث اندازه�ي q مقدار

با مرتبط مقدار بنابراین، نمی�کند، برخورد نقاط از زیادي تعداد با یافته گسترش مثلث که کنید توجه شود).

می�شود. فرض بی�نهایت آن�ها

را زمان از تابعی این که می�کند تغییر q هر با مرتبط مقدار نقاط، پیوسته حرکت به�دلیل زمان گذشت با

مرتبط مقدار پس است ثابت) (سرعت خطی حرکت داراي نقطه هر چون می�کند. تعریف q نقطه�ي هر براي

نقطه�ي یک آن�جایی�که از و می�کند تغییر زمان از خطی تابعی به�صورت نیز مثلث) وتر طول نمونه (براي آن با

حضور مثلث در زمان از بازه�اي (در شود خارج آن از دیگر زمانی و شده وارد مذکور مثلث به زمانی می�تواند q

پاره�خط یک به شبیه آن، با مرتبط مقدار تغییرات تابع ،q منحصربه�فرد نقطه�ي هر براي درنتیجه باشد)، داشته

تغییرات تابع که بود این نیز گوشه، یال یافتن براي مثلث�ها گسترش� و مثلث دو به مربع تبدیل دلیل شد. خواهد

تغییرات تابع می�شد، استفاده مربع از (اگر می�شود پاره�خط یک به شبیه مثلث یک در q هر با مرتبط مقدار

با q نقطه�ي هر براي تغییرات تابع این اگر بنابراین، می�شد). چندجمله�اي یک به شبیه q هر با مرتبط مقدار

از مشابه مجموعه�ي یک شد. خواهد پاره�خط n حداکثر از مجموعه یک به�صورت نتیجه شود، رسم زمان گذشت

متناظر p براي گوشه یال شد، بیان قبلاً همان�طورکه ازطرفی، می�آید. به�دست نیز پایینی مثلث براي پاره�خط�ها
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گوشه یال پس می�آید. به�دست مربع) یک (معادل مثلث دو هم�زمان کردن بزرگ با که است برخوردي اولین با

گوشه، یال در تغییر یک و است مثلث دو هر پاره�خط�هاي از ترکیبی مجموعه�ي پایینی پوشش با متناظر p براي

است. پایینی پوشش در شکست نقطه�ي یک با متناظر

محاسبه آن�ها پایینی پوشش پیچیدگی که توابعی از هرکدام اگر ،2.1 بخش در شده ذکر مطالب به توجه با

برابر پایینی پوشش پیچیدگی آنگاه باشند، بازه یک روي شده تعریف ،s درجه�ي از چندجمله�اي تابعی می�شود

،2.2.1 قضیه�ي طبق و s = ١ این�جا در بنابراین می�شود. O(λs+٢(n))

O(λs+٢(n)) = O(λ٣(n)) = O(nα(n)).

این حداکثر و است O(nα(n)) پیچیدگی داراي پاره�خط، O(n) از مجموعه یک براي پایینی پوشش بنابراین

گوشه�ي چهار در می�تواند ،pنقطه�ي هر آن�جایی�که از دارد. وجود pنقطه�ي گوشه�ي یال یک براي تغییرات تعداد

می�شود. برابر چهار تغییرات، تعداد این پس باشد)، داشته متمایز گوشه�ي یال (چهار گیرد قرار مربع یک متمایز

کل براي درنتیجه شود. بررسی باید تغییر O(nα(n)) تعداد نیز p نقطه�ي هر گوشه�ي یال�هاي تمام براي پس

� شود. بررسی باید تغییر O(n٢α(n)) نقطه)، n) نقاط

غیرگوشه یال�هاي تغییرات شمارش 2.2.3

یال در تغییر یک یا گوشه، یال در تغییر یک با متناظر دلونی، مثلث�بندي در تغییر هر که می�شود یادآوري

یال�هاي تغییرات براي کران یافتن آمد، به�دست گوشه یال�هاي تغییرات براي کران یک که حالا است. غیرگوشه

است. آسان و آن با مرتبط غیرگوشه،

دارد. قرار گوشه یال چهار از متشکل سلول یک در دلونی، مثلث�بندي غیرگوشه�ي یال هر که می�شود ادعا

یال انتهایی نقاط روي که خالی�اي مربع غیرگوشه، یال یک براي که می�آید به�دست مشاهده این از مطلب، این

جهت خلاف در مربع اگر بلغزد. دور خیلی به نمی�تواند بازدارنده، نقطه�ي دو با برخورد به�دلیل می�شود، واقع

وجود به�طوري�که شود کوچک می�تواند مربع که می�شود دیده به�راحتی شود، لغزانده بازدارنده نقاط این از یکی

تنها سلول، یک عمر طول مدت در ببینید. را 5.3 شکل کند. تایید بازدارنده نقطه�ي هر براي را گوشه یال دو

با نقاط چون که: است دلیل این به این، یال). (چرخش می�شوند جابه�جا یکدیگر با سلول آن قطر دو بار، O(١)

حداکثر نیز نقطه دو هر فاصله�ي تغییرات تابع پس هستند)، یک درجه�ي (از می�کنند حرکت ثابت سرعت�هاي

یک روي زمانی سلول، یک دهنده�ي تشکیل نقطه�ي چهار از مجموعه یک طرفی از بود. خواهد دو درجه�ي از

71



e
e

e

گوشه یال چهار از متشکل سلول یک در ،e غیرگوشه�ي یال هر گرفتن قرار :5.3 شکل

یال انتهایی نقطه�ي دو بین فاصله�ي با برابر غیرمجاور نقطه�ي دو بین فاصله�ي که می�گیرند قرار (مربع) دایره

این فاصله�ي تغییرات توابع بین برخورد نقطه�ي یک معادل زمان، این شود. سلول این در مثلث دو به مجاور

نقطه دو حداکثر دو، درجه�ي از فاصله تابع دو بین برخورد نقاط تعداد طرفی از است. زمان حسب بر نقاط

تعداد یک حداکثر آن نقاط شود، بررسی سلول یک براي نیز ممکن حالت�هاي تمام اگر بنابراین بود. خواهد

وجود صفر زمان در یعنی حرکت شروع در سلول O(n) طرفی از گرفت. خواهند قرار دایره یک روي بار، ثابت

به�وجود گوشه یال�هاي تغییر به�دلیل زمان، گذشت با نیز جدید سلول O(n٢α(n)) ،1.2.3 قضیه�ي طبق دارد.

یال براي شد بیان همان�طورکه و داشت خواهد وجود متفاوت سلول O(n٢α(n)) مجموع در بنابراین، می�آیند.

می�آید، به�دست زیر قضیه�ي درنتیجه داد. خواهد رخ تغییر بار ثابت تعداد یک نیز سلول هر غیرگوشه�ي

تعداد بگیرید. درنظر را می�کنند حرکت صفحه در ثابت سرعت�هاي با که نقطه n از مجموعه یک 2.2.3 قضیه
داد. خواهد رخ ( L١ (یا L∞ متر اساس بر نقاط مجموعه این دلونی مثلث�بندي در تغییر O(n٢α(n))

d♢ متر به نتایج تعمیم 3.3
جمله: از شود داده تعمیم مختلف راه چندین از می�تواند شد، مطرح که روشی

محدب فاصله�ي تابع هر براي روش، این می�رود. به�کار نیز L١ و L∞ بجز دیگر، فاصله�هاي براي روش .1

می�توان بالا روش از استفاده با همچنین می�رود. به�کار نیز باشد چندضلعی یک آن محدب شکل که

یک آن محدب شکل که محدب فاصله�ي تابع یک اساس بر دلونی مثلث�بندي یک براي که داد نشان

می�کنند، حرکت ثابت سرعتی با هرکدام آن، سازنده�ي نقطه�ي n مجموعه�ي و است k-وجهی چندضلعی

را کدم6 و چیو5 توسط ،[18 ،17] مقالات بیش�تر، جزئیات براي دارد. وجود تغییر O(k۴n٢α(n))

5Chew
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ببینید.

حرکت است، کافی می�ماند. باقی معتبر نیز پیچیده�تر حرکت�هاي براي آمده به�دست کران مشابه، به�طور .2

دایره یک روي بار، ثابت تعداد یک از بیش نقطه�اي چهار هیچ که باشد شده محدود به�گونه�اي اولیه نقاط

است متري دایره�ي بلکه نیست، استاندارد دایره�ي این�جا، در دایره از منظور که کنید توجه نگیرند. قرار

می�کند. تعریف را محدب فاصله�ي تابع که محدبی شکل یا می�کند استفاده مسئله که

در را بود نیز متر یک و شد معرفی 1.9.1 بخش زیر در ،♢ لوزي شکل اساس بر که ،d♢ محدب فاصله�ي تابع

سرعت�هاي با آن نقاط زمانی�که نیز، d♢ متر اساس بر دلونی مثلث�بندي براي ،1 نکته�ي به توجه با بگیرید. نظر

به توجه با و می�شود O(nλ٢+١(n)) = O(n٢α(n)) با برابر توپولوژیکی تغییرات تعداد کنند، حرکت ثابت

تغییرات تعداد و برقرار مشابه به�طور نتایج باشند، s درجه�ي از شبه�جبري حرکت�هاي داراي نقاط اگر ،2 نکته�ي

است. O(nλs+٢(n)) با برابر ،2.2.1 قضیه�ي طبق توپولوژیکی،

دارايحرکت�هاي نقاط زمانی�که ،d♢ اساسمتر بر دلونی مثلث�بندي براي توپولوژیکی تغییرات تعداد 1.3.3 نتیجه
است. O(nλs+٢(n)) با برابر هستند، s درجه�ي از شبه�جبري

73



74



4 فصل

صفحه در حرکت به وابسته پوششهندسی یک



معرفی صفحه در نقطه n از مجموعه یک براي خطی، اندازه�ي با ساده ١-پوشش + ε یک فصل این در

می�شود فرض شود. نگهداري کارا به�صورتی می�تواند می�کنند، حرکت آن نقاط زمانی�که پوشش این می�شود.

به لازم ببینید). را 1.1 (بخش می�شوند توصیف s حداکثر درجه�ي از شبه�جبري توابع با نقاط حرکت مسیر که

است. شده تنظیم [2] همکارانش و آبام1 مقاله�ي اساس بر فصل این مطالب که است ذکر

مرتبط کارهاي 1.4
ببینید. را 10.1 بخش می�توانید پوشش�ها مورد در بیش�تر جزئیات براي بگیرید. درنظر را ١-پوشش + ε یک

می�کند، تغییر زمان از پیوسته به�طور پوشش باشند، زمان از پیوسته�اي حرکت داراي پوشش نقاط که هنگامی

یکε+١-پوشش زمان�ها تمام در همچنان تا داشت، خواهد به�روزرسانی به نیاز مشخصی لحظه�هاي در تنها اما

از پاسخ�گویی، و کارایی که آن�جایی از می�شوند. نامیده رویداد لحظات این که شد بیان 2 فصل در بماند. باقی

که است پوششی طراحی هدف، هستند، حرکت به وابسته ساختارهاي کیفیت ارزیابی براي معیارها مهم�ترین

تعداد ایده�ال، حالت در شد، بیان 2 فصل در همان�طورکه باشد. کم آن، پاسخ�گویی زمان نیز و رویدادها تعداد

پوشش�ها، براي باشد. است لازم ساختار نگهداري براي که رویدادهایی تعداد کم�ترین به نزدیک باید رویدادها

خطی به�صورت که نقاط از تایی n مجموعه�هاي زیرا باشد؛ O(n٢) باید رویدادها تعداد که است معنی بدین این

شود پردازش رویداد Ω(n١)/٢ + ε)٢) باید ١-پوشش + ε هر براي که دارند، وجود می�کنند حرکت صفحه در

باشد. چندلگاریتمی باید ایده�ال حالت در نیز پاسخ�گویی زمان .[27]

در را متحرك نقاط از ١-پوشش + ε یک می�شود چگونه که دادند نشان [27] در همکارانش و گائو2

پاسخ�گویی زمان و رویدادها تعداد اما است. O(n/εd) اندازه�ي داراي آن�ها پوشش کرد. نگهداري Rd فضاي

ذکر به لازم نیست. خوشایند چندان که است وابسته هم از پوشش نقاط مجموعه پراکندگی3 میزان به آن�،
به پوشش، در نقطه دو بین فاصله�ي بیش�ترین نسبت با برابر می�شود، داده نشان ρ با که پراکندگی، که است

به�صورت نقاط حرکت مسیر این�که فرض با آن�ها پوشش است. پوشش همان در نقطه دو بین فاصله�ي کم�ترین

در آن به�روزرسانی براي نیاز مورد زمان و است رویداد O(n٢ log ρ) داراي هستند، کم درجه�ي از جبري توابع

است. O(log ρ/εd) نیز مذکور رویدادهاي

1Abam

2Gao

3Spread
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اساس بر صفحه، در نقاط از مجموعه یک دلونی مثلث�بندي که می�دهد نشان [15] مقاله�ي در چیو4

براي که می�دهد نشان [16] مقاله�ي در همچنین او است. √١٠ کشش ضریب با پوشش یک ،L١ متر

خطی)، حرکت (مسیرهاي می�کنند حرکت ثابت سرعت�هاي با آن نقاط که هنگامی مثلث�بندي، این نگهداري

ضریب اگر که است مشخص ببینید. را 3 فصل شود. بررسی توپولوژیکی) (تغییر رویداد O(n٢.α(n)) باید

کران به توجه با رویدادها)، تعداد براي کران همین حفظ (با یابد بهبود ١ + ε به √١٠ از چیو پوشش کشش

حرکت تحت پوشش، کاراي نگهداري براي رویداد تعداد این ١-پوشش، + ε یک در رویدادها تعداد براي پایین

بود. خواهد قبولی قابل و مناسب تعداد نقاط،

این اخیراً .[32] می�آید به�دست 2.42-پوشش یک شود، استفاده اقلیدسی متر در دلونی مثلث�بندي از اگر

هرچند .[23] است یافته بهبود 2.33-پوشش به دارند قرار محدب موقعیت در نقاط که خاصی موارد براي نتیجه،

رویدادها تعداد روي شده شناخته مرز بهترین اما است، L١ متر از کم�تر متر این در پوشش کشش ضریب که

به نقاط حرکت مسیر این�که فرض با ،[4] است O(n٢.λs(n)) با برابر اقلیدسی متر در دلونی مثلث�بندي براي

کارا ساختار زیرا نیست؛ مناسب چندان رویداد تعداد این است. s درجه�ي حداکثر با چندجمله�اي توابع صورت

نمی�باشد.

که حرکت به وابسته ١-پوشش + ε یک ساخت براي که دریافت را نکته این می�توان مطالب این تمام از

ضریب مناسب، روش یک با طرفی از و برد بهره L١ متر در رویدادها مناسب تعداد از �نحوي به باید باشد، نیز کارا

مثلث�بندي یک به�جاي شد، خواهد بیان فصل این در که همان�طور منظور، بدین داد. کاهش را پوشش کشش

استفاده است، L١ متر به مشابه که دیگري متر در دلونی مثلث�بندي� مناسبی تعداد اجتماع از ،L١ متر در دلونی

هست، نیز پاسخ�گو و کارا که خطی اندازه�ي با ١-پوشش + ε یک روش، این با که شد خواهد دیده می�شود.

شد. خواهد معرفی پوشش این ادامه در می�آید. به�دست

مناسب ایستاي پوشش یک 2.4

در بگیرید. نظر در (٠ < ε < ١) شده داده مثبت ثابت یک را ε و صفحه در نقطه n از مجموعه یک را P

پوشش اندازه�ي و کشش ضریب سپس و می�شود، معرفی P از پوشش یک ساخت براي جدیدي الگوریتم ابتدا

می�شود. بررسی
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φ
i · ϕ

φ︸ ︷︷ ︸
۲

y

x

(ب)(الف)

است .چرخیده i · φ اندازه�ي به که ♢٠ لوزي (ب): شکل ،♢٠ اولیه�ي لوزي (الف): شکل :1.4 شکل

پوشش ساخت 1.2.4

می�شود، تعریف باریک لوزي تعداد O(١/ε٢) از D مجموعه�ي یک ابتدا است. ساده کاملاً پوشش ساخت

بعداً همان�طورکه البته، هستند. ♢٠ ثابت اولیه�ي لوزي یک از شده�اي چرخیده نسخه�هاي لوزي�ها، این که

ایجاد محدب فاصله�ي تابع یک D از لوزي هر بود. نخواهد فرد به منحصر ♢٠ اولیه�ي لوزي شد، خواهد مشخص

تابع اساس بر را P نقاط مجموعه از دلونی مثلث�بندي یک می�توان بنابراین ببینید)، را 1.9.1 (زیربخش می�کند

اجتماع که می�شود ثابت ببینید). را 3.9.1 (زیربخش کرد محاسبه D در لوزي هر با متناظر محدب فاصله�ي

دقت با ایده این ادامه، در می�باشد. P نقاط مجموعه براي +١-پوشش εیک دلونی، مثلث�بندي O(١/ε٢) این

شد. خواهد بررسی بیش�تري

در بعداً همان�طورکه آن اندازه�ي که بگیرید، نظر در ثابت زاویه�ي یک را ϕ می�شود. تعریف ♢٠ لوزي ابتدا

کند. تولید را ١-پوشش + εیک تا می�شود تعیین ε از تابعی به�صورت شد، خواهد داده توضیح 2.2.4 زیربخش

و چپ�ترین سمت هستند. y و x محورهاي با موازي آن قطرهاي و است شده واقع مبدأ در ♢٠ لوزي مرکز

قطر که قطر، این است. 2 با برابر افقی قطر طول و هستند، ϕ زاویه�ي داراي لوزي رأس�هاي راست�ترین سمت

ببینید. را 1.4 شکل (الف) قسمت می�شود. نامیده اصلی5 قطر است لوزي بلندتر

عدد یک براي می�شود. تعریف شده، چرخیده لوزي�هاي از مجموعه�اي به�صورت ،D مجموعه ادامه، در

جهت خلاف در ،i · φ زاویه�ي اندازه�ي به مبدأ حول که ♢٠ لوزي به می�کند اشاره ♢i لوزي ،i > ٠ صحیح

تعیین 2.2.4 زیربخش در که است ε به وابسته مقداري φ < ϕ آن در که است، شده چرخیده ساعت عقربه�هاي

به�طوري�که است، D = {♢i : ٠ ≤ i < k} مجموعه�ي بنابراین ببینید. را 1.4 شکل (ب) قسمت شد. خواهد

می�باشد. k = ٢π/φ

توضیحات براي می�کند. تعریف را di : R٢ × R٢ → R محدب فاصله�ي تابع یک ،♢i ∈ D لوزي هر

فاصله�ي تابع بگیرید. نظر در را p, q ∈ R٢ نقطه دو ببینید. را 5.1 بخش محدب فاصله�ي تابع مورد در بیش�تر

5Main diagonal
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1

p

q

︸ ︷︷ ︸︸ ︷︷ ︸
s

می�گیرد. قرار آن مرز روي q نقطه�ي شود، بزرگ ،s معیار ضریب اندازه به ♢٠ لوزي اگر :2.4 شکل

انتقال به�گونه�اي ♢i لوزي از نسخه یک ابتدا می�شود: محاسبه شکل این به نقطه، دو این براي ♢i لوزي محدب

،p به نسبت di(p, q) محدب فاصله�ي تابع مقدار سپس قرارگیرد. ،p نقطه�ي روي آن مرکز که می�شود داده

آن مرز روي q نقطه�ي یابد، (انقباض) انبساط ضریب، آن اندازه�ي به لوزي اگر که معیاري ضریب با است برابر

با است. شده بیان 5.1 بخش در و است ساده معیار ضریب این محاسبه�ي ببینید. را 2.4 شکل می�گیرد. قرار

فاصله�ي تابع بنابراین است، متقارن مرکزش به نسبت ♢i لوزي که آن�جایی از بخش، همان مطالب به توجه

از نسخه هر ادامه، در دارد. را متر این دایره�ي نقش ،♢i لوزي این�جا در که کنید توجه است. متر یک di محدب

معیار سپس و گیرد قرار مسئله نظر مورد نقطه�ي روي آن مرکز که می�شود داده انتقال به�گونه�اي که ،♢i لوزي

محدب فاصله�ي تابع یک di که آن�جایی از می�شود. نامیده i-لوزي یک می�شود) منقبض یا (منبسط می�شود

را 9.1 بخش بیش�تر توضیحات براي ساخت. آن اساس بر را دلونی مثلث�بندي و ورنوي نمودار می�توان است،

می�شود. داده نشان DT i(P ) با ،di محدب فاصله�ي تابع اساس بر P نقاط مجموعه دلونی مثلث�بندي ببینید.

وجود i-لوزي یک اگر تنها و اگر است DT i(P ) در یال یک (p, q) یال ،p, q ∈ P نقطه دو هر براي بنابراین

دربر را P از دیگري نقطه�ي هیچ i-لوزي این و گیرند قرار آن مرز روي q و p نقاط به�طوري�که باشد، داشته

اساس بر DT i دلونی مثلث�بندي�هاي اجتماع از پوشش آن�جایی�که از مرزش). روي نه و داخلش در (نه نگیرد

و می�شود نامیده P نقاط مجموعه لوزي-دلونی6 پوشش بنابراین می�شود، حاصل ٠ ≤ i < k براي ،di متر

تنها و اگر است DDS(P ) در یال یک (p, q) مطالب این به توجه با می�شود. داده نشان DDS(P ) نماد با

باشد. DT i در یال یک (p, q) که باشد داشته وجود �iاي اگر

پوشش اندازه�ي و کشش ضریب تحلیل 2.2.4

شرط�هاي که شوند انتخاب به�گونه�اي φ و ϕ زاویه�هاي اگر که �شد خواهد ثابت زیربخش این در

(cosϕ− sinϕ) ≥ ١)/١ + ε) (1-4)

6Diamond-Delaunay spanner
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و

(sin(ϕ/٢)/ sin(φ/٢)) ≥ ١ + ٢/ε (2-4)

با می�توانند شرط�ها این بود. خواهد P نقاط مجموعه براي ١-پوشش + ε یک DDS(P ) آنگاه باشند، برقرار

فرض همواره آیند. به�دست φ = ٢ arcsin ε٢

۴(١+ε)(٢+ε)
و ϕ = arcsin ε

٢(١+ε)
به�صورت φ و ϕ زوایاي تنظیم

.φ < ϕ که می�شود

.٠ < ϕ <
π

۶
آنگاه باشد برقرار ϕ = arcsin ε

٢(١+ε)
اگر 1.2.4 مشاهده

بنابراین، است، صعودي تابع یک (٠, π/٢) بازه در arcsin تابع و ε

١)٢ + ε)
<

١
٢
آن�جایی�که، از اثبات.

٠ < ϕ = arcsin
ε

١)٢ + ε)
< arcsin

١
٢
=

π

۶
.

�

برقرار 2-4 و 1-4 شرط دو φ = ٢ arcsin ε٢

۴(١+ε)(٢+ε)
و ϕ = arcsin ε

٢(١+ε)
انتخاب با 2.2.4 مشاهده

است.

رابطه�ي بنابراین است، برقرار ٠ < ϕ <
π

۶
رابطه�ي ،1.2.4 مشاهده�ي به توجه با اثبات: اول قسمت اثبات.

می�شود: اثبات صورت این به 1-4 شرط و بود خواهد برقرار نیز cosϕ ≥ ١ − sinϕ

ϕ = arcsin ε
٢(١+ε)

sinϕ =
ε

١)٢ + ε)

٢ sinϕ− ١ =
ε

١ + ε
− ١

١ − ٢ sinϕ =
١

١ + ε

١ − sinϕ− sinϕ =
ε

١ + ε

cosϕ− sinϕ ≥ ١
١ + ε

.

80



α

p
q

r

z
β

γ

3.2.4 مشاهده�ي به مربوط شکل :3.4 شکل

sinϕ = رابطه�ي اثبات، اول قسمت از و ١
٢
< cos(ϕ/٢) < ١ رابطه�ي ،1.2.4 مشاهده�ي از اثبات: دوم قسمت

شرط ،sinϕ = ٢ sin(ϕ/٢) cos(ϕ/٢) مثلثاتی رابطه�ي نیز و روابط این به توجه با است. برقرار ε

١)٢ + ε)

می�شود: اثبات صورت این به 2-4

φ = ٢ arcsin ε٢

۴(ε+٢)(١+ε)

sin(φ/٢) =
ε٢

۴(ε+ ١)(٢ + ε)

sin(φ/٢) cos(ϕ/٢) ≤ ε٢

۴(ε+ ١)(٢ + ε)

١
sin(φ/٢) cos(ϕ/٢)

≥ ۴(ε+ ١)(٢ + ε)

ε٢

ε

١)٢ + ε)

sin(φ/٢) cos(ϕ/٢)
≥ ٢(ε+ ٢)

ε

sinϕ

٢ sin(φ/٢) cos(ϕ/٢)
≥ ε+ ٢

ε

sin(ϕ/٢)
sin(φ/٢)

≥ ١ + ٢/ε.

�

راست�ترین سمت z نقطه�ي و چپ�ترین سمت p نقطه�ي به�طوري�که بگیرید، درنظر ٠-لوزي یک را ♢ لوزي

نیز r نقطه�ي و باشد لوزي این در p به غیرمجاور یال روي نقطه یک ،q نقطه�ي کنید فرض باشند. آن رأس�هاي

ببینید. را 3.4 شکل باشد. q نقطه�ي راست سمت در و ♢ به متعلق دلخواه نقطه�اي
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است: برقرار شده معرفی نقاط با ٠-لوزي در زیر رابطه�ي دو 3.2.4 مشاهده
.||qr|| ≤ ||qz|| (ب): و ||pr|| ≤ ||pz|| (الف):

شده داده نشان 3.4 شکل در α با که ∠zpr زاویه�ي براي بگیرید. درنظر را zpr مثلث الف): قسمت اثبات.
کسینوس�ها، قانون طبق .

√
٣

٢
< cosα ≤ ١ بنابراین است. برقرار ٠ ≤ α < ϕ <

π

۶
رابطه�ي است،

||pr|| = ||pz|| · cosα ≤ ||pz||.

به زاویه دو این بگیرید. درنظر را ∠qpr و ∠qpz زاویه�ي دو ترتیب به qpr و qpz مثلث دو در ب): قسمت

کسینوس�ها، قانون طبق شده�اند. داده نشان 3.4 شکل در γ و β نمادهاي با ترتیب

||qr|| = ||pq|| · cos γ , ||qz|| = ||pq|| · cos β

نتیجه، در است. برقرار نیز ٠ < β ≤ γ < ϕ <
π

۶
رابطه�ي و

cos γ ≤ cos β

||pq|| · cos γ ≤ ||pq|| · cos β

||qr|| ≤ ||qz||.

�

شکل کرد. اثبات را زیر لم می�توان 3.2.4 و 1.2.4 مشاهده�هاي و شده ذکر فرض�هاي از استفاده با به�راحتی حالا

ببینید. را 4.4

مرز روي نقطه یک q و ♢ رأس چپ�ترین سمت p اگر باشد. ٠-لوزي یک ♢ که کنید فرض ([2]) 4.2.4 لم
r ∈ ♢ نقطه�ي هر براي آنگاه باشد. φ/٢ حداکثر می�سازد، ♢ اصلی قطر با pq که زاویه�اي که طوري به ♢

است، برقرار زیر رابطه�ي

||pr||+ (١ + ε) · ||rq|| ≤ (١ + ε) · ||pq||.

در �باشد. ♢ رأس راست�ترین سمت z کنید فرض شود. واقع q راست سمت در r اول: حالت اثبات.
طبق همچنین هستند، برقرار ||qr|| ≤ ||qz|| و ||pr|| ≤ ||pz|| روابط که شد، بررسی 3.2.4 مشاهده�ي

بنابراین، ببینید. را (الف) قسمت 4.4 شکل .∠qpz ≤ φ/٢ لم، فرض
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≤ ϕ/۲
φ/۲

p
q

r

z

≤ ϕ/۲

p
q

r

r
′

(ب)(الف)

4.2.4 لم دوم و اول حالت�هاي اثبات براي ترتیب به (ب): و (الف) شکل�هاي :4.4 شکل

||pr||+ (١ + ε) · ||rq|| ≤ ||pz||+ (١ + ε) · ||zq||

≤ ||pq||+ ||zq||+ (١ + ε) · ||zq||

≤ ||pq|| ·
(

١ +
||zq||
||pq||

+ (١ + ε) · ||zq||
||pq||

)

≤ ||pq|| ·
(

١ +
sin(φ/٢)
sin(ϕ/٢)

+ (١ + ε) · sin(φ/٢)
sin(ϕ/٢)

)

= ||pq|| ·
(

١ + (٢ + ε) · sin(φ/٢)
sin(ϕ/٢)

)

≤ ||pq|| ·
(

١ +
٢ + ε

١ + ٢/ε

)

= (١ + ε) · ||pq||.

را r و q که ،ϕ باز زاویه�ي و ،p رأس با مخروط یک این�صورت در نشود. واقع q راست سمت در r دوم: حالت

را r′ ببینید. را (ب) قسمت 4.4 شکل داشت. خواهد وجود ،q به تا است، p به نزدیک�تر ،r و می�گیرد دربر

است، pqr مثلث در یال بزرگ�ترین ،||pq|| جایی�که آن از بگیرید. درنظر pq روي r عمود تصویر

||rq|| ≤ ||rr′||+ ||r′
q|| = ||rr′||+(||pq||−||pr′||) ≤ (||pq||−(cos∠qpr−sin∠qpr)||pr||).

بنابراین، است، برقرار ٠ < ϕ < π
۶ و ∠qpr ≤ ϕ آن�جایی�که، از

||pr||+ (١ + ε) · ||rq|| ≤ ||pr||+ (١ + ε)(||pq|| − (cosϕ− sinϕ)||pr||) ≤ (١ + ε) · ||pq||.

�

با ،DDS(P ) در q تا p از مسیر یک به�عنوان ،q ∈ P نقطه�ي یک تا ،p ∈ P نقطه�ي یک از یک(ε+١)-مسیر

83



یک(ε+١)-مسیر و ،pr یال الحاق از که می�کند بیان ،4.2.4 لم می�شود. تعریف (١+ε) · ||pq|| حداکثر طول

نشان استقرا با تا شد خواهد استفاده مطلب، این از می�آید. به�دست q به p از ١)-مسیر + ε) یک ،q به r از

دارد. وجود ١)-مسیر + ε) یک نقاط، از جفت هر بین که شود داده

x مثبت محور با −→pq که بگیرید زاویه�اي را α(p, q) و صفحه در نقطه جفت یک را q و p 5.2.4 مشاهده
و یال�اش، روي نقطه یک q آن، رأس چپ�ترین سمت p که را (i ∈ {٠, ..., k − ١}) i-لوزي�اي اگر می�سازد.

دارد: را زیر خواص آنگاه بگیرید، درنظر شود، حداقل آن براي |α(p, q)− i · φ| مقدار

|α(p, q)− i · φ| ≤ φ/٢ الف)

دارد. قرار i-لوزي در p به مجاور غیر یال یک روي حتماً q ب)

منظور می�شود، حداقل i-لوزي، براي |α(p, q)− i · φ| مقدار می�شود، گفته زمانی�که الف): قسمت اثبات.
یکi-لوزي اصلی قطر که زوایه�اي طرفی از می�شود. حداقل i-لوزي، اصلی قطر و −→pq بین زاویه�ي که است این

ابتداي در ،φ زاویه�ي انتخاب به بسته بلکه، باشد. داشته نمی�تواند پیوسته�اي مقدار هر می�سازد، xمثبت محور با

دو بین دلخوا�هی، زاویه�ي هر بنابراین، می�باشد. φ از ضرایبی به�صورت و گسسته، آن مقادیر پوشش، ساخت

مجموعه�ي به متعلق j یک ،α(p, q) زاویه�ي براي نتیجه، در می�گیرد. قرار φضرایب از متوالی گسسته�ي مقدار

بدان این است. برقرار (j − ١) · φ ≤ α(p, q) ≤ j · φ رابطه�ي به�طوري�که دارد، وجود {٠, ١, ..., k − ١}

بنابراین، است. گرفته قرار j-لوزي اصلی قطر و j)-لوزي − ١) اصلی قطر بین ،pq پاره�خط که است معنی

انتخاب i-لوزي به�عنوان دلخواه، به یکی j-لوزي، یا لوزي -(j − ١) آنگاه، باشد، قطر دو این نیم�ساز pq اگر

در .|α(p, q) − i · φ| = φ/٢ حالت، این در بنابراین است، φ متوالی، قطر دو بین زاویه�ي چون و شود می

آن به قطرش که لوزي آن است. دورتر دیگري از و نزدیک�تر دو این از یکی به که است بدیهی این�صورت غیر

.|α(p, q)− i · φ| < φ/٢ بنابراین، می�شود، انتخاب i-لوزي به�عنوان است، نزدیک�تر

همواره، بنابراین باشد. داشته قرار i-لوزي در ،p به مجاور یال روي q که کنید فرض خلف) (فرض ب): قسمت

همین الف قسمت با تناقض در این، که .|α(p, q)− i · φ| = ϕ/٢ نتیجه، در .|α(p, q)| = ϕ/٢ + i · φ

.|α(p, q)− i ·φ| ≤ φ/٢ < ϕ/٢ می�کنند: بیان که است، بخش ابتداي در φ < ϕ اولیه�ي فرض و مشاهده

�

(n/ε٢)Oاست. اندازه�ي با P براي DDS(Pیک(ε+١)-پوشش ) لوزي-دلونی پوشش ([2]) 6.2.4 قضیه
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جفت هر براي که شود داده نشان باید ،DDS(P ) کشش ضریب براي کران، یک تعیین به�منظور اثبات.
فاصله�ي روي استقرا با این، دارد. وجود DDS(P ) در q به p از ١)-مسیر + ε) یک ،(p, q) ∈ P × P نقاط

می�سازد x مثبت محور با −→pq که زاویه�اي ،(p, q) جفت یک براي می�شود. اثبات ||pq|| یعنی ،q و p اقلیدسی

می�شود. داده نشان α(p, q) با

متعلق i نقطه�ي باشند. P در اقلیدسی فاصله�ي لحاظ از جفت نزدیک�ترین (p, q) کنید فرض استقرا: پایه�ي
دست از بدون بگیرید. درنظر شود، حداقل |α(p, q) − i · φ| مقدار آن، با به�طوري�که ،{٠, ..., k − ١} به

مرزش روي q و pرأس چپ�ترین سمت با ٠-لوزي یک را ♢ بنابراین می�شود. فرض i = ٠ مسئله، کلیت دادن

شده واقع ♢ در p به غیرمجاور یال یک روي حتماً q ،5.2.4 مشاهده�ي از (ب) قسمت به توجه با بگیرید. درنظر

است. برقرار ||qr|| < ||pq|| رابطه�ي ،r ∈ ♢ نقطه�ي هر ازاي به سینوس�ها، قانون از استفاده با بنابراین است،

در برگیرد. در را P از دیگري نقطه�ي هیچ نمی�تواند ♢ بنابراین است، جفت نزدیک�ترین (p, q) آن�جایی�که از

می�کند. اثبات را استقرا پایه�ي این، است. DT ٠(P ) در یال یک (p, q) نتیجه،

که می�کند بیان استقرا فرض بگیرید. درنظر را نیست جفت نزدیک�ترین که ،(p, q) جفت یک استقرا: گام
(١ + ε) · ||st|| حداکثر طول با ،DDS(P ) در مسیر یک ،||st|| < ||pq|| که، P در (s, t) جفت هر براي

مقدار که می�شود فرض مسئله کلیت دادن دست از بدون شد، مطرح استقرا پایه�ي در چنان�چه دارد. وجود

می�شود. حداقل i = ٠ به�ازاي ،|α(p, q)− i · φ|

شامل را P از دیگري نقطه�ي هیچ و باشد، pرأسش چپ�ترین سمت به�طوري�که کوچک، ٠-لوزي یک را ♢

٠-لوزي یک ،♢ و باشد، آن رأس چپ�ترین سمت همچنان p که به�گونه�اي می�شود، بزرگ ♢ بگیرید. نشود،

نقطه�ي بیش�تر) یا (یک تعدادي به بار اولین براي ♢ زمانی�که تا می�یابد ادامه کردن بزرگ این بماند. باقی

را P از دیگري نقطه�ي هیچ به�طوري�که مرزش، روي r و p با ٠-لوزي یک کار، این با کند. برخورد r ∈ P

یک درنتیجه، و است، DT ٠(P ) در یال یک ،(p, r) که است معنی بدین این می�شود. ایجاد نمی�گیرد، دربر

حداقل، به یال یک باید p سپس کند، برخورد نقطه، چندین با هم�زمان ♢ (اگر است. نیز DDS(P ) در یال

مرحله همین در مسئله r = q اگر کرد.) خواهد پیدا ادامه یال آن اساس بر بحث و باشد، داشته آن�ها از یکی

می�یابد. ادامه بحث این�صورت غیر در می�شود. اثبات

به توجه با وضعیت این در که کنید توجه کند. برخورد q با ♢ زمانی�که تا می�یابد، ادامه ♢ کردن بزرگ

قرار ♢ داخل در r و می�شود، واقع ♢ در p به غیرمجاور یال یک روي q ،5.2.4 مشاهده�ي از (ب) قسمت

گرفت نتیجه و برد به�کار را استقرا فرض می�توان این�جا در .||rq|| < ||pq|| بنابراین .(r ∈ ♢) می�گیرد
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DDS(P ) در r به p از یال یک برآن علاوه دارد. وجود DDS(P ) در q به r از ١)-مسیر + ε) یک که

مقدار که آن�جایی از و است q به r از ١-مسیر + ε یک و pr یال شامل q و p بین مسیر بنابراین دارد. وجود

با زاویه� یک −→pq بردار ،5.2.4 مشاهده�ي از (الف) قسمت طبق است، حداقل i = ٠ براي |α(p, q) − i · φ|

یک که گرفت نتیجه و برد به�کار را 4.2.4 لم می�توان درنتیجه می�سازد، اصلی قطر با φ/٢ حداکثر اندازه�ي

است. ١ + ε پوشش کشش ضریب که می�کند اثبات این دارد. وجود q و p نقطه�ي دو بین ١-مسیر + ε

ساخت نحوه�ي براي 7.1 بخش مطالب و ورنوي نمودار یال�هاي تعداد براي 1.6.1 قضیه�ي به توجه با

مثلث�بندي هر اندازه�ي بنابراین دارد. یال ٣n−۶ حداکثر نیز DT i(P ) هر ورنوي، نمودار از دلونی مثلث�بندي

توجه با است، |D| با برابر که دلونی، مثلث�بندي�هاي این تعداد محاسبه�ي براي می�شود. O(n) مرتبه از دلونی

رابطه�ي به

φ =
٢π
|D|

= ٢ arcsin
ε٢

۴(١ + ε)(٢ + ε)

یعنی، arcsin تابع مکلورن بسط است کافی

arcsinx = x+
١
۶
x٣ +

٣
۴٠

x۵ + ...

بسط، این جمله�ي بزرگ�ترین بنابراین ٠ < x =
ε٢

۴(١ + ε)(٢ + ε)
< ١ که آن�جایی از بگیرید، درنظر را

می�شود، x همان یعنی اول، جمله�ي برابر

٢π
|D|

= ٢ arcsin ε٢

۴(١+ε)(٢+ε)

π

|D|
>

ε٢

۴(١ + ε)(٢ + ε)

|D| < ۴π · (١ + ٢/ε٢ + ٣/ε)

|D| ∈ O(١/ε٢).

یعنی، می�شود. DT i(P ) دلونی مثلث�بندي�هاي این اندازه�هاي مجموع با برابر پوشش اندازه�ي درنتیجه،

|DDS(P )| = |D| ·O(n) = O(n/ε٢).

�
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نقاط حرکت پوششتحت نگهداري 3.4

P نقاط زمانی�که قبلی، بخش در شده معرفی ایستاي پوشش چگونه که می�شود داده نشان بخش این در

دلونی مثلث�بندي�هاي اجتماع لوزي-دلونی پوشش ازآن�جایی�که شود. نگهداري می�کنند حرکت پیوسته به�طور

جداگانه) (به�طور دلونی مثلث�بندي�هاي است کافی می�کنند، حرکت نقاط زمانی�که پوشش نگهداري براي بود،

مثلث�بندي�هاي نگهداري است، شده مطالعه [30] گیباس و کاراولاس توسط آن�چه�که اساس بر شوند. نگهداري

غیرمجاز آن یال یک که زمانی مثلث�بندي به�روزرسانی براي زیرا است؛ ساده کاملاً نقاط حرکت تحت دلونی

کل معتبرماندن براي محلی) (به�روزرسانی یال آن به مربوط تاییدیه�هاي اصلاح تنها رویداد)، یک (بروز می�شود

فاصله�ي تابع به نسبت دلونی مثلث�بندي�هاي که حقیقت این است. کافی سراسري) (به�روزرسانی مثلث�بندي

است کافی دلونی، مثلث�بندي یک نگهداري براي بنابراین نمی�کند. تفاوتی خیلی است شده تعریف di محدب

غیرمجاز صورت در و کرد نگهداري مناسبی ساختار در را آن�ها با متناظر تاییدیه�هاي و مثلث�بندي یال�هاي تمام

داد. انجام را لازم اصلاحات یالی، شدن

روي بیش�تر جزئیات و می�شود انجام چه�طور نگهداري که می�شود توصیف ادامه در بحث شدن کامل براي

فرض سادگی براي است. شده بیان 2.3 بخش در متحرك نقاط از L١-متریک در دلونی مثلث�بندي ساختار

یکi-لوزي مرز روي P از نقطه چهار این�که به�ویژه، خاص7، موارد و هستند عمومی وضعیت در نقاط که می�شود

چنین متوالی، رویداد دو بین زمانی فاصله�ي در هیچ�گاه و می�دهند رخ رویدادها زمان در تنها گیرند، قرار یکسان

داد. نخواهد رخ مواردي

اقلیدسی متر با مشابه تقریباً ،d♢ متر در دلونی مثلث�بندي خواص شد بیان ،3.9.1 زیربخش در همان�طورکه

ببینید.) را 1-1 (جدول شد استفاده ♢ لوزي یعنی متر، این دایره�ي از مثلث�بندي ویژگی�هاي بیان در تنها بود،

دلونی مثلث�بندي ویژگی�هاي تمام می�توان به�راحتی بنابراین است، d♢ متر با هم�ارز ساده انتقال یک با di متر

ویژگی�ها این معرفی به ادامه در کرد. بیان di متر براي ،♢ لوزي به�جاي i-لوزي جایگزینی با را، d♢ متر در

می�شود. پرداخته

مجموعه یک دلونی مثلث�بندي می�شود، استفاده اقلیدسی متر از زمانی�که شد، بیان 4.1 بخش در چنان�چه

و است متفاوت غشا نمایش DT i(P ) براي اما می�شود. P محدب غشاي از مثلث�بندي یک با برابر P نقاط از

می�شود. تعریف دقیق�تر غشا این ادامه در .(4.9.1 (نتیجه�ي باشد غیرمحدب می�تواند

7Degeneracies
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p
q

v u

(ب)(الف)

u و v و غشا یال یک (p, q) (ب): شکل i-لوزي، یک براي متفاوت i-مخروط چهار (الف): شکل :5.4 شکل
غشا رئوس

رأس با مخروط یک ♢ i-لوزي یک از v رأس هر مشابه، به�طور شد، بیان 3.9.1 زیربخش در همان�طورکه

نامیده i-مخروط�ها مخروط�هایی چنین می�کند. تعریف نیم�خط� دو به v به مجاور یال دو گسترش با را، v

اگر تنها و اگر است P di-غشا رأس یک p ∈ P نقطه�ي یک ببینید. را (الف) قسمت 5.4 شکل می�شوند.

(p, q) نقاط جفت یک و نگیرد دربر را P از دیگري نقطه�ي هیچ که باشد داشته وجود pرأس با یکi-مخروط

هیچ که باشد داشته وجود مرزش روي q و p با i-مخروط یک اگر تنها و اگر می�دهند شکل را غشا یال یک

رأس هر نیز و است همبند P di-غشا ببینید. را (ب) قسمت 5.4 شکل نگیرد. دربر را P از دیگري نقطه�ي

محدود وجه�هاي از مجموعه یک و نامحدود وجه یک به را صفحه di-غشا، بنابراین است. خارجی وجه روي آن

خواهد غشا این محدود وجه�هاي از مثلث�بندي یک و di-غشا شامل DT i(P ) دلونی مثلث�بندي می�کند. افراز

می�گیرد. شکل داخلی یال�هاي با محدود وجه�هاي مثلث�بندي که بود

تغییر DT i(P ) دلونی مثلث�بندي چه�زمانی می�کنند. کردن حرکت به شروع نقاط که کنید فرض حالا

یکی تاییدیه، نوع دو تغییراتی چنین تعیین براي دارد، وجود مثلث�بندي در یال نوع دو ازآن�جایی�که می�کند؟

معرفی تاییدیه نوع دو این ادامه در می�شود. تعریف DT i(P ) داخلی یال�هاي براي یکی و غشا یال�هاي براي

می�شود. داده توضیح می�شود، نیاز تاییدیه�ها این شدن نامعتبر زمان در آن�چه�که مورد در و می�شوند

دو را s و r نقاط است. مثلث دو به مجاور (p, q) داخلی یال هر رویدادها، بین در داخلی: یال تاییدیه�هاي
NotInDiamond تاییدیه�ي دو (p, q) داخلی یال براي درنتیجه بگیرید. درنظر مثلث دو این دیگر رأس

می�گذرد r و q ،p از که است فردي به منحصر i-لوزي از خارج s که می�کند تایید یکی که می�شود تعیین

s و q ،p از که است منحصربه�فردي i-لوزي از خارج r که می�کند تایید مشابه، به�طور نیز دیگري و دارد قرار

انجام یال چرخش یک می�شود نامعتبر تاییدیه�اي چنین یک زمانی�که ببینید. را 6.4 شکل دارد. قرار می�گذرد
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r
p

s q

r
p

s
q

s رأس NotInDiamond تاییدیه�ي شدن نامعتبر :6.4 شکل

p
q

s۱

s۲
p

q

s۱

s۲

r

r

(p, q) غشاي یال به مربوط ،r رأس NotInCone تاییدیه شدن نامعتبر :7.4 شکل

(s, r) یال با را (p, q) یال ،sرأس NotInDiamond تاییدیه�ي شدن نامعتبر هنگام در نمونه براي می��شود.

می�شود. جابه�جا

غشاي یال چهار حداکثر به مجاور نیز و مثلث یک حداکثر به مجاور (p, q) غشا یال هر غشا: یال تاییدیه�هاي
انتهایی نقاط را s١, ..., sk و باشد) داشته وجود که صورتی (در مثلث این سوم رأس را r نقطه�ي است. دیگر

اشاره مجاور غشاي یال�هاي تعداد به k ≤ ۴ به�طوري�که بگیرید، درنظر (p, q) یال به مجاور غشاي یال�هاي

و باشد نداشته وجود (p, q) یال به مجاور مثلثی یعنی باشد. �siها از یکی r که هست امکان (این می�کند.

از خارج s١, ..., sk و r که می�کنند تایید که است نیاز NotInCone تاییدیه�ي پنج حداکثر بنابراین (k ≤ ۵

زمانی�که نمی�گیرد. دربر را P از دیگري نقطه�ي هیچ و می�گذرد q و p از که هستند منحصربه�فردي i-مخروط

دارد: وجود حالت دو رویداد)، یک (بروز می�شود نامعتبر NotInCone تاییدیه�ي یک

نامعتبر است) آن ضلع یک (p, q) یال که مثلثی سوم رأس ) r رأس براي NotInCone تاییدیه�ي .1

(7.4 (شکل شود.

یک طریق از q یا p به مجاور رأس ) ١ ≤ i ≤ ۴ به�طوري�که si رأس براي NotInCone تاییدیه�ي .2

(8.4 (شکل شود. نامعتبر غشا) یال
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p
q

s۱

s۲

r

p

q

s۱

s۲

r

(p, q) غشاي یال به مربوط ،s١ رأس NotInCone تاییدیه شدن نامعتبر :8.4 شکل

براي کرد، نگهداري مثلث�بندي رأس�هاي از حلقوي لیست با می�توان را مثلث�بندي غشاي به�این�که توجه با

می�شود: انجام زیر عمل�هاي 2 و 1 حالت�هاي براي ترتیب به مثلث�بندي به�روزرسانی

و �می�شود درج مثلث�بندي غشاي رئوس لیست در متناظرش مکان در غشا، رأس یک به�عنوان r رأس .1

(7.4 (شکل �می�شود. حذف مثلث�بندي از (p, q) یال

یال و �می�شود حذف مثلث�بندي غشاي رئوس لیست در متناظرش مکان از بود غشا رأس یک که q .2

(8.4 (شکل می��شود. درج مثلث�بندي در (si, p)

حرکت به وابسته پوشش تحلیل 4.4
براي ،(L١ (یا L∞ متر اساس بر دلونی مثلث�بندي در توپولوژیکال تغییرات تعداد که شد، داده نشان 3 فصل در

بیان 3.3 بخش در است. O(n٢α(n)) با برابر خطی) (حرکت می�کنند حرکت ثابت سرعت�هاي با که نقاطی

d♢ (درحقیقت، است. برقرار نیز d♢ محدب فاصله�ي تابع اساس بر دلونی مثلث�بندي براي کران همین که شد

حرکت مسیرهاي داراي نقاط زمانی�که شد بیان سپس است.) di با هم�ارز مناسب انتقال یک بردن به�کار از بعد

(نتیجه�ي می�شود O(nλs+٢(n)) برابر رویدادها تعداد براي کران نیز هستند، s حداکثر درجه�ي از شبه�جبري

تعداد داراي است، لوزي-دلونی (ε٢/١)Oمثلث�بندي تعداد اجتماع که نیز لوزي-دلونی پوشش بنابراین .(1.3.3

می�شود. O((n/ε٢) · λs+٢(n)) مرتبه از رویدادهایی

رویدادها از صف یک در آن) با متناظر رویداد (زمان آن شدن نامعتبر زمان تاییدیه، هر براي است لازم

شود، انجام بیشینه8 هرم یک با می�تواند رویدادها براي اولویت صف پیاده�سازي شود. ذخیره زمانی، اولویت با

ریشه�ي در می�دهد) رخ دیگر رویدادهاي تمام از (زودتر دارد بیش�تري زمانی اولویت که رویدادي به�طوري�که

8Max heap
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نیاز آن در جدیدي رویداد درج و هرم از رویداد آن حذف به (که رویداد هر پردازش بنابراین می�گیرد. قرار هرم

از داشت، دسترسی نیز آینده در رویدادها سایر به زمانی لحاظ از درست ترتیب یک با بتوان به�طوري�که دارد)،

یک تاییدیه�ي یا داخلی یال یک تاییدیه�ي هرزمان�که که، شد بررسی همچنین بود. خواهد O(log n) مرتبه�ي

ادامه، در کرد. به�روزرسانی عملیات) ثابت تعداد (یک O(١) زمان در را پوشش می�توان می�شود نامعتبر غشا یال

می�شود. نتیجه زیر قضیه�ي

رویداد هر می�تواند صفحه در نقطه n از مجموعه یک حرکت به وابسته لوزي-دلونی پوشش ([2]) 1.4.4 قضیه
تعداد همچنین کند. پردازش رویداد) صف به�روزرسانی O(logبراي n) زمان (به�علاوه�ي ،O(١) زمان در را

هستند، s حداکثر درجه�ي از شبه�جبري حرکت مسیرهاي داراي نقاط این�که فرض با پوشش، این رویدادهاي

است. O(nλs+٢(n)) با برابر

می�شود. حاصل زیر اصلی نتیجه�ي ،6.2.4 قضیه�ي با نتیجه این ترکیب از

پارامتر یک ε کنید فرض بگیرید. درنظر را صفحه در متحرك نقطه�ي n از P مجموعه�ي ([2]) 2.4.4 نتیجه
به�طوري�که کرد، نگهداري P براي حرکت به وابسته ١-پوشش + ε یک می�توان آنگاه باشد. شده داده مثبت

باشد، داشته را زیر ویژگی�هاي

باشد؛ O(n/ε٢) زمان�ها تمام در پوشش یال�هاي تعداد .1

نیز O(log n) زمان به این�، بر علاوه� باشد، O(١) با برابر رویداد هر براي ساختار به�روزرسانی هزینه�ي .2

است؛ نیاز رویداد صف به�روزرسانی براي

رویدادها تعداد هستند، s حداکثر درجه�ي از شبه�جبري حرکت مسیرهاي داراي نقاط این�که فرض با .3

باشد. O(nλs+٢(n)) با برابر

کارایی، پاسخ�گویی، شده�اند: معرفی حرکت به وابسته ساختارهاي کیفیت ارزیابی براي معیار چهار ،2 فصل در

با و پاسخ�گوست حرکت به وابسته پوشش ،2.4.4 نتیجه�ي از 2 ویژگی طبق داده�ها. بودن محلی و فشردگی

وابسته پوشش یک رویدادهاي تعداد است، شده مطالعه [27] در همکارانش و گائو توسط آن�چه�که به توجه

در خارجی رویدادهاي تعداد به رویدادها کل تعداد نسبت درنتیجه است، Ω(n٢) پایین کران داراي حرکت به

تابعی هر رشد از و است آهسته به�شدت آن رشد که است تابع یک β(n)) شد، خواهد لگاریتمی وضعیت بدترین
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است.) کم�تر لگاریتمی توابع جمله از
O(nλs+٢(n))

Ω(n٢)
=

O(n٢β(n))

Ω(n٢)
= O(β(n)) ∈ O(log n).

کیفیت ارزیابی مهم�تر معیار دو پوشش هرچندکه است. نیز کارا حرکت، به وابسته لوزي-دلونی پوشش بنابراین

مرتبط تاییدیه Ω(n) به می�تواند متحرك نقطه�ي یک زیرا نیست؛ محلی اما کارایی)، و (پاسخ�گویی داراست را

O(n/ε٢) با برابر رویداد صف� اندازه�ي زیرا دارد؛ نیز را فشردگی معیار پوشش که است ذکر به لازم .[30] باشد

است.
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5 فصل

فضاي در حرکت به وابسته پوششهندسی یک
Rd



این می�شود. معرفی Rd در نقطه n مجموعه�ي براي حرکت به وابسته ١-پوشش + ε یک فصل این در

حرکت مسیر که می�شود فرض شود. نگهداري کارا به�صورتی می�تواند می�کنند، حرکت آن نقاط زمانی�که پوشش

مطالب که است ذکر به لازم ببینید). را 1.1 (بخش می�شوند توصیف محدود درجه�ي از شبه�جبري توابع با نقاط

است. شده تنظیم [1] برگ2 دي و آبام1 مقاله�ي اساس بر فصل این

مقدمه 1.5

فصل در شده معرفی پوشش که باشد این برسد، ذهن به Rd فضاي در پوشش ساخت براي که راهی اولین شاید

بالاتر ابعاد در دلونی مثلث�بندي از استفاده کار این لازمه�ي اما شود، داده تعمیم Rd فضاي به صفحه، براي 4

نخواهد به�دست خطی اندازه�ي با پوشش یک دیگر و بود خواهد یال مربعی تعداد داراي صورت این در که است

وضعیت، بدترین در و ندارد هم را داده�ها بودن محلی معیار ،4 فصل در شده معرفی پوشش این بر علاوه آمد.

پوشش دیگر، دیدگاه یک از فصل این در بنابراین داشت. خواهد نیاز زمان O(n) به نقطه یک پرواز طرح تغییر

نیز محلی نظر، مورد مطلوب ویژگی�هاي داشتن بر علاوه که شد خواهد معرفی (d ≥ ٢) Rd فضاي در جدیدي

در است O(١/ε) مرتبه�ي از ε به آن وابستگی ،d = ٢ براي مثلاً است. کم�تر هم ε به آن وابستگی و هست

است. O(١/ε٢) مرتبه�ي از 4 فصل پوشش براي که صورتی

در t-پوشش�ها ساختار با شوند. بیان نکاتی است لازم پوشش، ساخت براي جدید دیدگاه معرفی از قبل

یک از را t-پوشش یک می�توان که است این پوشش�ها ساخت براي توجه قابل نکته�ي شدید. آشنا 10.1 بخش

گراف یک از t-پوشش یک زمانی�که .(1 فصل ،[26]) ساخت گراف یک از را آن این�که یا ساخت نقاط مجموعه

گراف آن یال�هاي از زیرمجموعه�اي آن یال�هاي اما است گراف رأس�هاي همان آن رأس�هاي می�شود، ساخته

خواهد معرفی ادامه در که می�شود ساخته G کامل اقلیدسی گراف یک از t-پوشش فصل این در بود. خواهند

شد.

اگر است اقلیدسی گراف یک G = (P,E) وزن�دار گراف یک شد، بیان 10.1 بخش در که همان�طور

با برابر E از یال هر وزن و باشند Rd اقلیدسی فضاي از زیرمجموعه�اي ،P مجموعه�ي یعنی آن، رأس�هاي

کامل اقلیدسی گراف یک G اقلیدسی گراف فصل این در باشد. یال آن انتهایی نقطه�ي دو بین اقلیدسی فاصله�ي

1Abam

2de Berg
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θ = ۲۲.۵◦

σ۱

σ۲

σ۱۶

|T C| = ۲π/θ ∈ O(۱/θ)

T C = {σ۱, σ۲, ..., σ۱۶}

کانونی مخروطهای مجموعه

y

x

p

σ۱(p) : pنقطهی به σ
۱
یافتهی انتقال مخروط

θ = ٢٢٫ ۵◦ براي و صفحه در کانونی مخروط�هاي :1.5 شکل
�

یک ،G از یکt-پوشش داشت. خواهد Eوجود در یال یک ،P از نقطه دو هر به�ازاي یعنی می�شود. گرفته درنظر

dS(p, q) ≤ t · ||pq|| رابطه�ي p, q ∈ P نقطه�ي دو هر براي به�طوري�که است، G از S = (P,ES) زیرگراف

می�کند. اشاره S در q و p بین مسیر کوتاه�ترین به dS(p, q) که است، برقرار

مناسب ایستاي پوشش یک 2.5
جدیدي الگوریتم ابتدا در باشد. شده داده مثبت ثابت یک ε و Rd در نقطه n از مجموعه یک P کنید فرض

حرکت نقاط که حالتی در پوشش این نگهداري روش سپس و می�شود معرفی P از پوشش یک ساخت براي

می�شود. بیان می�کنند

θ-گراف دیدگاه اساس بر پوشش ساخت 1.2.5

فرض می�شود: مطرح شکل این به دیدگاه این .[31 ،21] می�باشد θ-گراف دیدگاه اساس بر پوشش ساخت

ناحیه�ي می�شود: تعریف شکل این به θ-مخروط و است (ε به (وابسته مناسب کوچک ثابت یک θ می�شود

آن، داخل در و مخروط رأس از صادرشده اشعه�ي دو هر زاویه�ي به�طوري�که غیرموازي، نیم�فضاي d اشتراك

همه�ي رأس به�طوري�که بگیرید، درنظر مجزا θ-مخروط�هاي از مجموعه یک را T C مجموعه�ي باشد. θ حداکثر

باشد). مخروط�ها مرز می�تواند تنها آن�ها اشتراك (ناحیه�ي بپوشانند را Rd فضاي کل هم، با و باشد مبدأ آن�ها

این 1.5 شکل در می�توانید نمونه، (به�عنوان می�شود گفته کانونی3 مخروط�هاي T C به متعلق مخروط�هاي به

3Canonical cones
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تعداد (یعنی است |T C| ∈ O(١/θd−١) که می�شود ثابت ببینید). ،θ = ٢٢٫ ۵◦ براي و صفحه در را مخروط�ها

براي است. آمده [37] کتاب 5 فصل در اثبات این است)، O(١/θd−١) مرتبه�ي از مجموعه این مخروط�هاي

که اشعه O(١/θ) رسم با می�توانند کانونی مخروط�هاي صفحه)، در نقاط (براي است d = ٢ زمانی�که نمونه،

ببینید. را 1.5 شکل آیند. به�دست است، θ حداکثر متوالی اشعه�ي دو هر بین زاویه�ي و می�شوند صادر مبدأ از

p نقطه�ي روي آن رأس که σ یافته�ي انتقال نسخه�ي ،p ∈ Rd نقطه�ي یک و σ ∈ T C مخروط یک براي

ببینید. را 1.5 شکل می�شود. داده نشان σ(p) نماد با است، شده منطبق

می�شود. ساخته p ∈ P نقطه�ي هر براي یال |T C| حداکثر کردن اضافه با ،P نقاط مجموعه براي θ-گراف

p به نقطه نزدیک�ترین که ،q ∈ P ∩ σ(p) نقطه�ي به p نقطه�ي ،σ ∈ T C مخروط هر براي که، صورت بدین

نزدیک�ترین از منظور می�شود). وصل آن�ها از یکی� به دلخواه به نبود، منحصربه�فرد q (اگر می�شود متصل است،

نقطه نزدیک�ترین که σ(p) داخل از نقطه��اي کردن پیدا زیرا نیست؛ اقلیدسی متر لحاظ از نزدیک�ترین نقطه،

اساس بر بعدي، دو مرتب�سازي به نیاز صفحه، در نقاط براي نمونه، (براي است هزینه�بر باشد p به (اقلیدسی)

مسئله، زمانی�که نیز، آن نگهداري این، بر علاوه و شود) مشخص p به نقطه نزدیک�ترین تا است y و x مولفه�ي

تغییر θ-گراف، ساخت هنگام در نقطه، نزدیک�ترین تعریف در بنابراین است. سخت می�شود حرکت به وابسته

عنوان به یال�هایش از یکی ،σ ∈ T C هر براي منظور، بدین شوند. حل مشکلات این تا می�شود ایجاد اندکی

σ(p) نماینده�ي یال روي q عمودي تصویر تا p فاصله�ي عنوان به ،distσ(p, q) و می�شود انتخاب نماینده4 یال
فاصله�ي لحاظ از p به نقطه نزدیک�ترین که q ∈ σ(p) نقطه�ي یک به p اتصال به�جاي اکنون می�شود. تعریف

شکل می�شود. وصل باشد، داشته را مقدار کم�ترین distσ(p, q) به�طوري�که q نقطه�ي یک به p است، اقلیدسی

چنین یک منظور می�شود صحبت σ(p) در p به نقطه نزدیک�ترین از که هرجا بخش این در ببینید. را 2.5

است. نقطه�اي

،٠ < θ < ٢π/٩ و cos θ− sin θ ≥ ١)/١ + ε) که شود انتخاب به�گونه�اي θ زاویه�ي اگر روش این در

ببینید). را [31 ،21] (همچنین ببینید. را [37] کتاب 5 فصل یکε+١-پوششمی�شود، حاصل، θ-گراف آنگاه

و داشت خواهند هم با مستقیم رابطه�ي ε ثابت و θ زاویه�ي که است مشخص شرط�ها، این به توجه با بنابراین

وضعیت این در .(θ → ٠) می�شود کوچک�تر نیز θ زاویه�ي آنگاه ،(ε → ٠) شود انتخاب کوچک�تر εثابت هرچه

روش، این با θ-گراف که شود ثابت آن از استفاده با بعداً تا می�شود بیان زیر لم ادامه در است. ١ + ε ∼ ١ + θ

می�کند. تولید را ١-پوشش + ε یک

4Representative edge
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نماینده یال

p
q

r

p مرکز به دایرهای کمان

distσ(p, q)

است. p نقطه� به نزدیک�ترین distσ فاصله لحاظ از q نقطه�ي :2.5 شکل
�

cos ٢θ− sin ٢θ ≥ ١)/١ + ε) رابطه�ي و θ-مخروط�ها از مجموعه یک T C که کنید فرض ([1]) 1.2.5 لم
به�طوري�که باشند، σ(p) به متعلق نقطه دو r و q و مخروط یک σ ∈ T C که کنید فرض همچنین باشد. برقرار

آنگاه باشد، distσ(p, r) ≤ distσ(p, q)

||pr||+ (١ + ε) · ||rq|| ≤ (١ + ε) · ||pq||.

می�شود: گرفته نظر در حالت دو براي اثبات اثبات.

و است θ از کوچک�تر qpr زاویه�ي ،pqr مثلث در ببینید. را (الف) قسمت 3.5 شکل :||pq|| ≥ ||pr|| الف)
حاصل نتیجه این ،||pq|| ≥ ||pr||فرض از نیز و مطلب این از بنابراین است، کوچک زاویه�ي یک نیز θ

رابطه�ي و ||pq|| ≥ ||qr|| بنابراین است. مثلث این یال بزرگ�ترین (p, q) یال که می�شود

cos∠qpr − sin∠qpr = ||pr||
||pq||

− ||qr||
||pq||

< ١

حاصل زیر نتیجه�ي ،pqr مثلث در مثلثی نامساوي رابطه�ي همچنین و رابطه این به توجه با است. برقرار

می�شود:

||rq|| ≤ ||pq|| − ||pr||

≤ ||pq|| − (cos∠qpr − sin∠qpr)||pr||.

بنابراین،

||pr||+ (١ + ε) · ||rq|| ≤ ||pr||+ (١ + ε) · (||pq|| − (cos θ − sin θ)||pr||)

≤ (١ + ε) · ||pq||,
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p
q

r
p

q

r
pqr مثلث یال بزرگترین

(ب)(الف)

≤ θ

π/۲− θ ≤

.1.2.5 لم اثبات به مربوط شکل :3.5 شکل
�

زیرا

cos θ − sin θ ≥ cos ٢θ − sin ٢θ ≥ ١)/١ + ε).

رابطه�ي ،distσ(p, r) ≤ distσ(p, q) آن�جایی�که از :||pq|| < ||pr|| ب)
∠prq > π/٢ − ∠qpr (1-5)

از این، بر علاوه ببینید.) صفحه در حالت این نمایش براي را (ب) قسمت 3.5 (شکل است. برقرار

رابطه�ي هستند، σ(p) داخل در pr و pq پاره�خط�هاي آن�جایی�که

٠ ≤ ∠qpr ≤ θ (2-5)

رابطه�ي ،1-5 رابطه�ي در ∠qpr جاي�گذاري با می�توان ،2-5 رابطه�ي به توجه با حال شد. خواهد برقرار

π/٢ − θ ≤ ∠prq ≤ π/٢ (3-5)

sin∠prq رابطه�ي≤ نیز 3-5 رابطه�ي از و sin∠qpr ≤ sin θ رابطه�ي 2-5 رابطه�ي از آورد. به�دست را

پس، می�شود. نتیجه cos θ

||rq||/||pq|| = sin∠qpr/ sin∠prq ≤ sin θ/ cos θ

بنابراین، است. برقرار

||pr||+ (١ + ε) · ||rq|| ≤ ||pq||+ ||rq||+ (١ + ε) · ||rq||

= (١ + (٢ + ε)(||rq||/||pq||))||pq||

≤ (١ + (٢ + ε)(sin θ/ cos θ))||pq||.
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نامساوي این .(١ + (٢ + ε)(sin θ/ cos θ)) ≤ ١ + ε شود: داده نشان است کافی لم اثبات براي

صورت: این به یابد. کاهش (cos θ − sin θ)/(cos θ + sin θ) ≥ ١)/١ + ε) به به�سادگی می�تواند

١ + (٢ + ε)

(
sin θ

cos θ

)
≤ ١ + ε ∼ cos θ + (٢ + ε) sin θ

cos θ
≤ ١ + ε

∼ cos θ + (٢ + ε) sin θ ≤ (١ + ε) cos θ

∼ cos θ + sin θ + (١ + ε) sin θ ≤ (١ + ε) cos θ

∼ cos θ + sin θ ≤ (١ + ε)(cos θ − sin θ)

∼ cos θ − sin θ

cos θ + sin θ
≥ ١

١ + ε
.

بود: خواهد برقرار زیر روابط ،cos ٢θ − sin ٢θ ≥ ١)/١ + ε) فرض به توجه با

(cos θ − sin θ)/(cos θ + sin θ) = (cos٢ θ − sin٢ θ)/(cos θ + sin θ)٢

= (cos ٢θ)/(١ + sin ٢θ)

≥ (cos ٢θ − sin ٢θ)/(١ + sin ٢θ − sin ٢θ)

≥ cos ٢θ − sin ٢θ

≥ ١)/١ + ε)

�

q به p از ١-مسیر + ε یک ،q به r از ١-مسیر + ε یک به pr یال الحاق با که می�کند اشاره این به 1.2.5 لم

می�باشد.) (١ + ε) · ||pq|| حداکثر طول با مسیر یک ،q به p از ١-مسیر + ε یک (یادآوري: می�آید. به�دست

نزدیک�ترین به p نقطه�ي هر اگر که شود داده نشان استقرا، روش با و آن کمک به ادامه، در تا شد مطرح لم این
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p
۱

p
۳

pn

p
۴

p
۲

است. n− ١ θ-گراف، در p١ نقطه�ي درجه�ي :4.5 شکل
�

زاویه�ي یک بعد، به این�جا از می�آید. به�دست ١-پوشش + ε یک شود، متصل مخروط�هایش از هرکدام در نقطه

مجموعه�ي یک همچنین می�شود، تعیین cos ٢θ − sin ٢θ ≥ ١)/١ + ε) و θ = Ω(ε) فرض�هاي تحت θ

می�گردد. تعیین نیز |T C| = O(١/θd−١) = O(١/εd−١) اندازه�ي با θ-مخروط�ها از T C

در p١ نقطه�ي نمونه، براي باشد. زیاد خیلی می�تواند رئوس درجه که است این θ-گراف روش معایب از یکی

حداقل آن درجه�ي و است شکل در شده داده نشان مخروط n− ٢ رأس�هاي به نقطه نزدیک�ترین ،4.5 شکل

هنگام به�ویژه زیاد)، (درجه�ي موضوع این آید، به�دست θ-گراف روش با +١-پوشش، ε هنگامی�که است. n−٢

p٢ و p١ زمانی�که می�شود: مشکل این بروز باعث می�کنند)، حرکت نقاط (زمانی�که پوشش حرکت به وابسته

جابه�جا هم با مخروط�هایشان نماینده�ي یال� روي نقاط این (تصویر می�کنند عوض را ترتیب�شان 4.5 شکل در

با ٣ ≤ i ≤ n براي pip١ یال�هاي رویداد، این پردازش براي است لازم می�دهد، رخ رویداد یک یعنی می�شود)،

ساختار این و است نیاز رویدادي چنین یک به پاسخ براي Ω(n) زمان به بنابراین شوند. جایگزین pip٢ یال�هاي

θ-گراف جمله از دارد، وجود θ-گراف از انواعی مشکل، این رفع براي بود. نخواهد پاسخ�گو حرکت به وابسته

حرکت هنگام آن�ها از حاصل پوشش�هاي نگهداري اما است، کم نقطه� هر درجه�ي آن�ها، در که ،[12] مرتب�شده5

جدید راه یک از θ-گراف، دیدگاه اصلاح با می�توان چطور که می�شود داده توضیح ادامه در است. سخت نقاط

آورد. به�دست را O(logd n) درجه�ي حداکثر با پوشش یک

CSPDها از پوشش ساخت 2.2.5

مزدوج مخروط است لازم آن از قبل شود. تعریف مخروط-مجزا6 جفت�هاي تجزیه�ي مفهوم است لازم ابتدا

را 5.5 شکل شود. تعریف p نقطه�ي به نسبت σ(p) تصویر به�عنوان می�شود، داده نشان σ(p) نماد با که ،σ(p)

5Ordered θ-graph

6Cone-Separated Pairs Decomposition
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p σ(p)σ(p)

σ(p) مزدوج مخروط :σ(p) :5.5 شکل
�

مخروطها اشتراک ناحیهی رأس

v
u

zAi Bi




z نقطه�ي انتخاب :6.5 شکل
�

ببینید.

تجزیه�ي یک باشد. مخروط یک σ ∈ T C و Rd در نقاط از مجموعه یک P کنید فرض ([1]) 2.2.5 تعریف
مجموعه�ي یک ،σ به نسبت P براي می�شود، داده نمایش CSPD با اختصار به که مخروط-مجزا، جفت�

Ψσ و هستند P از زیرمجموعه�هایی Biها، و Aiها به�طوري�که است Ψσ = {(A١, B١), ..., (Am, Bm)}

است: خواص این داراي

(Ai, Bi) ∈ Ψσ منحصربه�فرد جفت یک است، q ∈ σ(p) به�طوري�که p, q ∈ P نقطه�ي دو هر براي .1

است. q ∈ Bi و p ∈ Ai به�طوري�که دارد، وجود

و q ∈ σ(p) رابطه�ي ،q ∈ Bi و p ∈ Ai نقطه�ي دو هر براي و (Ai, Bi) ∈ Ψσ جفت هر براي .2

است. برقرار p ∈ σ(q) رابطه�ي درنتیجه

داشته وجود z ∈ Rd نقطه�ي یک باید ،i هر براي شود: بیان شکل این به شهودي به�صورت می�تواند 2 شرط

انتخاب شکل این به می�تواند z نمونه، براي باشند. برقرار Bi ⊂ σ(z) و Ai ⊂ σ(z) روابط به�طوري�که باشد،

اشتراك ناحیه��ي بگیرید. درنظر را است Ai به متعلق رأس هر p که σ(p) یافته�ي انتقال مخروط�هاي تمام شود:

انتخاب z نقطه�ي به�عنوان می�توان را مخروط این رأس که بود، خواهد جدید مخروط یک نیز مخروط�ها این
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مخروط�ها) اشتراك (ناحیه�ي رنگ تیره ناحیه�ي رأس می�تواند z نقطه�ي شکل، این در ببینید. را 6.5 شکل کرد.

نقطه�ي و کرد جابه�جا کمی را رأس این می�توان نگیرند قرار مرز روي v و u مانند نقاطی این�که براي ولی باشد،
محدوده7 جستجوي روش�هاي از استفاده با می�توان چطور که شد خواهد بیان ادامه در گرفت. z را جدید

شود. ظاهر (Ai, Bi) جفت O(logd n) در تنها p ∈ P نقطه�ي هر به�طوري�که آورد، به�دست CSPD یک

کانونی مخروط یک از یافته�اي انتقال نسخه�هاي ،١ ≤ i ≤ n براي σ(pi) مخروط�هاي که می�شود یادآوري

بیش�تر اطلاعات براي شد، خواهد استفاده چندبعدي ي8 درختمحدوده� ساختار از ادامه در هستند. σ ∈ T C

محدوده�ي درخت یک ،Tσ که کنید فرض ببینید. را [24] کتاب از 5 فصل می�توانید ساختار این مورد در

واقع (σ(pi)) یافته�اي انتقال مخروط�هاي چنین یک در که P از نقاطی تمام گزارش براي که باشد چندبعدي

محدوده درخت d سطح در v گره کانونی9 زیرمجموعه�ي ،B(v) کنید فرض باشد. شده ساخته شده�اند،

شده�اند. ذخیره v ریشه�ي با زیردرخت در که ،P نقاط از زیرمجموعه�اي می�شود: تعریف شکل این به که باشد،

خواهد B(v) مجزاي کانونی زیرمجموعه�ي O(logd n) اجتماع شده، پرسش10 مخروط یک داخل نقاط آنگاه

شود. واقع B(v) کانونی زیرمجموعه�ي O(logd n) در می�تواند p ∈ P نقطه�ي هر این، بر علاوه بود.

مخروط هر براي می�شود: عمل طریق این به ،Tσ محدوده�ي درخت روي از Ψσ تجزیه�ي یک ساخت براي

در v گره هر همراه به آن با همزمان و می�شود اجرا Tσ درخت روي پرسش یک ،١ ≤ i ≤ n به�طوري�که σ(pi)

زیرمجموعه�اي می�شود: تعریف شکل این به A(v) که می�شود، ذخیره آن A(v) مجموعه�ي ،Tσ درخت d سطح

زیرمجموعه�هاي از یکی عنوان به B(v) مجموعه�ي ،σ(pi) مخروط با پرسش هنگام که ،pi ∈ P نقاط از

داخل در ،v ریشه�ي با زیردرخت در شده ذخیره نقاط تمام دیگر، عبارتی به باشد. شده انتخاب کانونی�اش

هنگام چون است A(v) به متعلق p نقطه�ي شکل، این در ببینید. را 7.5 شکل شوند، واقع شده پرسش مخروط

چون نیست A(z) به متعلق p اما می�شود. انتخاب و گرفته قرار مخروط داخل در B(v) ،σ(p) با پرسش

گره هر براي مطالب، این به توجه با نمی�شود. انتخاب B(z) و ندارد قرار σ(p) داخل در r ∈ B(z) نقطه�ي

شده بیان ،2.2.5 تعریف در به�راحتی که می�شود ذخیره (A(v), B(v)) جفت یک ،Tσ درخت d سطح در v

به زیر لم می�آیند. به�دست CSPD براي (Ai, Bi) جفت�هاي طریق این به بنابراین می�کند. صدق Ψσ براي

7Range searching techniques

8Range tree

9Canonical subset

10Query
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prp ∈ A(v)

p /∈ A(z)

گره کانونی زیرمجموعهی

بعدی d محدودهی درخت در d سطح درختهای از یکی

σ(p)

B(v) : v

v گره هر A(v) مجموعه تعیین :7.5 شکل
�

می�پردازد. موضوع این بیان

مخروط- جفت� تجزیه�ي یک ،σ ∈ T C مخروط هر و Rd در نقطه n از P مجموعه�ي هر براي ([1]) 3.2.5 لم
در تنها p ∈ P نقطه�ي هر به�طوري�که دارد، وجود Ψσ = (A١, B١), ..., (Am, Bm) (CSPD) مجزاي

می�شود. ظاهر (Ai, Bi) جفت O(logd n)

سپس و ساخت محدوده درخت یک ،T C از مخروط هر براي می�توان شده، بیان مطالب به توجه با بنابراین

مخروط�هاي این تمام براي را CSPD درخت�ها، این آخر سطح در گره هر در شده ذخیره جفت�هاي روي از

در ساخت. را موردنظر پوشش می�توان CSPDها از چگونه که می�ماند باقی سوال این حال آورد. به�دست T C

به مناسبی یال�هاي تا است لازم مرحله، این در پوشش ساخت براي شد. خواهد داده پاسخ سوال این به ادامه

معرفی پوشش ساخت براي یال�ها از مناسبی مجموعه�ي زیر، تعریف با ابتدا بنابراین شوند. اضافه CSPDها

می�شوند. اضافه ساختار به تعریف، این با یال�هایی مناسبی، روش ارائه�ي با سپس و می�شوند

تجزیه�ي در یکجفت (Ai, Bi) و P روي اقلیدسی یکگراف S = (P,ES) فرضکنید ([1]) 4.2.5 تعریف
دو هر براي اگر است اتصال11 خوش S گراف در (Ai, Bi) جفت باشد. P براي Ψσ مخروط-مجزاي جفت

باشد: برقرار شرایط این از یکی q ∈ Bi و p ∈ Ai نقطه�ي

distσ(p, r) ≤ distσ(p, q) و r ∈ σ(p) روابط به�طوري�که باشد داشته وجود (p, r) ∈ ES یال یک (i)

باشند، برقرار

11Well connected
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distσ(q, r) ≤ distσ(q, p) و r ∈ σ(q) روابط به�طوري�که باشد داشته وجود (q, r) ∈ ES یال یک (ii)

باشند. برقرار

گراف این آنگاه باشد، اتصال خوش اقلیدسی گراف یک اگر که شد خواهد بیان زیر لم در تعریف، این به توجه با

است. ١-پوشش + ε یک

CSPDها از مجموعه یک {Ψσ : σ ∈ T C} و Rd در نقاط از مجموعه یک P کنید فرض ([1]) 5.2.5 لم
(Ai, Bi) جفت هر به�طوري�که باشد، P روي اقلیدسی گراف یک S = (P,ES) کنید فرض همچنین باشد.

است. P براي ١-پوشش + ε یک ،S آنگاه باشد. اتصال خوش S گراف در ،Ψσ هر از

وجود یکε+١-مسیر S در دلخواه q و p نقطه�ي دو هر بین که شود ثابت است کافی لم، اثبات براي اثبات.
فاصله�ي (p, q) جفت هر براي بیش�تر، دقت (با می�شود. انجام ||pq|| فاصله�ي روي استقرا با اثبات این دارد.

ترتیب این روي استقرا از و می�شوند مرتب فاصله�ها، این اساس بر جفت�ها سپس می�شود، محاسبه q و p بین

می�شود.) استفاده

باشد مخروطی σ ∈ T C کنید فرض همچنین باشد، جفت نزدیک�ترین (p, q) کنید فرض استقرا: پایه�ي
distσ(p, r) < به�طوري�که ندارد وجود r ∈ σ(p) نقطه�ي هیچ که: ادعا این ابتدا در است. q ∈ σ(p) که

داشته وجود نقطه�اي چنین که می�شود گرفته خلف فرض منظور، بدین می�شود. اثبات باشد، distσ(p, q)

کوچک θ زاویه�ي که کنید توجه ببینید. را (ب) قسمت 3.5 شکل است برقرار ∠qrp > ∠rpq سپس باشد.

اثبات ادعا و (p, q) بودن جفت نزدیک�ترین با متناقض می�کند، اشاره ||rq|| < ||pq|| رابطه�ي به این است.

Ψσ آن�جایی�که از باشد؛ q ∈ Bi و p ∈ Ai به�طوري�که باشد، (Ai, Bi) ∈ Ψσ کنید فرض ادامه در می�شود.

که است مشخص شد، اثبات که ادعایی با دارد. وجود جفتی چنین یک مخروط-مجزاست، جفت� تجزیه�ي یک

(Ai, Bi) آن�جایی�که از هستند. مجاور σ نماینده�ي یال از گذرنده خط روي Ai ∪Bi عمودي تصویر در q و p

استقرا پایه�ي درنتیجه، است. ES به متعلق یال یک (p, q) یال ،4.2.5 تعریف طبق بنابراین است، اتصال خوش

می�شود. اثبات

است مخروطی ،σ ∈ T C کنید فرض بگیرید. درنظر را p, q ∈ P دلخواه نقطه�ي دو حالا استقرا: حکم
است. q ∈ Bi و p ∈ Ai که است جفتی ،(Ai, Bi) ∈ Ψσ کنید فرض همچنین باشد. q ∈ σ(p) که

شرط q و p نقطه�ي دو براي باید ،4.2.5 تعریف طبق بنابراین است. اتصال خوش (Ai, Bi) آن�جایی�که از

است برقرار (i) شرط که کرد فرض مسئله کلیت دادن دست از بدون می�توان باشد، برقرار (ii) شرط یا (i)
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می�شوند. مجزا هم از σ(z) و σ(z) مخروط�هاي توسط Bi و Ai :8.5 شکل
�

نقطه�ي یک بنابراین می�شود)، اثبات حالت همین با مشابه است، برقرار (ii) شرط زمانی�که یعنی دیگر (حالت

می�توان سپس است. (p, r) ∈ ES و distσ(p, r) ≤ distσ(p, q) به�طوري�که دارد وجود r ∈ P ∩ σ(p)

به�راحتی را ||pq|| > ||rq|| رابطه�ي حالت دو هر در و گرفت درنظر را ممکن حالت دو 1.2.5 لم اثبات کمک به

بزرگ�ترین (p, q) یال که می�شود نتیجه اثبات (الف) حالت در ببینید): را 1.2.5 لم (اثبات آورد به�دست

که می�شود نتیجه نیز اثبات (ب) حالت در است. برقرار ||pq|| > ||rq|| بنابراین و است rpq مثلث یال

است. ||pq|| > ||rq|| معنی به این که .||rq||/||pq|| = sin∠qpr/ sin∠prq ≤ sin θ/ cos θ < ١

q و r بین S در ١-مسیر + ε یک استقرا، فرض از استفاده با و است برقرار ||pq|| > ||rq|| رابطه�ي درنتیجه

نیز q و p بین ١-مسیر + ε یک مسیر، این به (p, r) یال کردن اضافه با ،1.2.5 لم از استفاده با و دارد وجود

� شود. می حاصل S در

آورد، به�دست یال کم تعداد با گراف یک چگونه که می�ماند باقی ایستا پوشش ساخت از مطلب این تنها

این چگونه که می�شود داده توضیح ادامه در باشند. اتصال خوش (Ai, Bi) ∈ Ψσ جفت�هاي آن در به�طوري�که

است. امکان�پذیر کار

باید مخروط-مجزا، جفت�هاي تجزیه�ي براي 2.2.5 تعریف دوم شرط به توجه با شد، بیان قبلاً همان�طورکه

برقرار Bi ⊂ σ(z) و Ai ⊂ σ(z) روابط به�طوري�که باشد، z ∈ Rd مانند نقطه�اي ،(Ai, Bi) جفت هر براي

ببینید. را 8.5 شکل باشد. σ مخروط نماینده�ي یال با موازي و z از گذرنده خط یک lσ کنید فرض باشند.

نقاط تصویر و z طرف یک در ،Ai به متعلق نقاط تصویر سپس کنید. تصویر lσ روي را Ai ∪ Bi نقاط تمام

ترتیب به دو هر ،b١, ..., bl با Bi نقاط و a١, ..., ak با Ai نقاط می�شوند. واقع z دیگر طرف در Bi به متعلق

اتصال خوش (Ai, Bi) شد مطمئن این�که براي ساده راه یک می�شوند. برچسب�گذاري z تا فاصله افزایش

شکل در چنان�چه شود، اضافه گراف به ١ ≤ i ≤ min(k, l) هر براي (ai, bi) یال که: است این شد خواهد
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گروه�هاي به نقاط تقسیم�بندي (ب): شکل کردن، اتصال خوش براي راه ساده�ترین (الف): شکل :9.5 شکل
کردن اتصال خوش براي لگاریتمی

�

حرکت نقاط زمانی�که یال�ها از مجموعه�اي چنین نگهداري متاسفانه، است. شده داده نمایش (الف) قسمت 9.5

زیادي تعداد است ممکن می�شود، مخروط یک وارد جدید نقطه�ي یک زمانی�که زیرا است؛ هزینه�بر می�کنند،

باشند نقطه O(n) شامل هرکدام Bi و Ai که بگیرید درنظر نمونه، براي باشند. داشته تغییر به نیاز یال�ها از

در باشد. a١ نقاط، جدید سازي مرتب هنگام آن، برچسب و شده وارد Ai به نقطه�اي نقاط، حرکت اثر بر و

Ω(n) وضعیت این در نقاط به�روزرسانی براي پایین کران و دارند به�روزرسانی به نیاز یال O(n) صورت این

(Ai, Bi) جفت کردن اتصال خوش براي جدیدي روش ادامه در بنابراین، ساختار). نبودن (پاسخ�گو بود خواهد

می�شود، افراز A٠
i , ..., A

h
i گروه لگاریتمی تعداد به Ai مجموعه�ي ندارد. را مشکل این که شد، خواهد مطرح

گروه یک که می�شود گفته ببینید. را (ب) قسمت 9.5 شکل باشد. Aj
i := {a٢j , ..., a٢j+١−١} به�طوري�که

گروه� به�جز هستند، پر گروه���ها تمام که کنید توجه باشد. نقطه ٢j دقیقاً شامل اگر است، پر12 گروه یک ،Aj
i

مجموعه�ي ادامه در می�شود. افراز Bj
i گروه�هاي به نیز Bi مشابه، به�طور نباشد. پر دارد امکان که ،Ah

i آخر

می�شود. تعریف ،Bi در نقاط به Ai در نقاط دهنده�ي اتصال یال�هاي از E(Ai, Bi)

کنید فرض می�شود: درج روش این مطابق یال�ها از مجموعه یک ،j > ٠ با ،Aj
i گروه هر براي .1

هرکدام بگیرید. درنظر را a٢j , ..., a٢j+٢k−١ نقاط یعنی ،Aj
i ابتدایی نقطه�ي ٢k باشد. k = |Bj−١

i |

(یال) اتصال دو تنها Bj−١
i از نقطه هر که می�شود وصل به�گونه�اي Bj−١

i نقاط از یکی به نقطه ٢k این از

کند. دریافت را

٢|Aj−١
i | از هرکدام می�شود: درج روش این مطابق یال�ها از مجموعه یک ،j > ٠ با Bj

i گروه هر براي .2

دو تنها Aj−١
i از نقطه هر که می�شود وصل به�گونه�اي Aj−١

i در نقطه یک به Bj
i در ابتدایی نقطه�ي

12Full
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(u, v) یال به�جاي (u,w) یال رسم امکان :10.5 شکل
�

کند. دریافت را (یال) اتصال

می�شود. وصل B٠
i نقطه�ي تنها به A٠

i نقطه�ي تنها .3

هر ،Bi و Ai به متعلق نقاط که دارد اهمیت بسیار (Ai, Bi)جفت یک کردن اتصال خوش براي هرچندکه

در توجه قابل نکته�ي� اما گردند، افراز لگاریتمی گروه�هاي به سپس و شوند مرتب distσ فاصله�ي اساس بر کدام

،(Aj−١
i گروه به ،Bj

i گروه از برعکس (یا Bj−١
i گروه به ،Aj

i گروه از یال یک درج هنگام که، است این روش این

،10.5 شکل در نمونه براي ندارد. اهمیتی می�کند، متصل به�هم را گروه�ها این از نقطه دو کدام یال این این�که

موضوع این شود. وصل B١
i گروه از w نقطه�ي یا v نقطه�ي به ،A٢

i گروه به متعلق u نقطه�ي که ندارد فرقی

درج هنگام زیرا دارد؛ اهمیت بسیار می�کنند، حرکت نقاط که زمانی بودن، اتصال خوش خاصیت نگهداري براي

این نقطه�ي آخرین به متصل یال�هاي به�راحتی، می�توان گروه آن بودن پر صورت در گروه، یک در نقطه یک

گروه در مناسب جاي در distσ ترتیب اساس بر (که گروه این در شده درج تازه نقطه�ي به ،p یعنی را، گروه

کرد. منتقل بعدي گروه به را p نقطه�ي و داد می�شود) درج

می�کنند متصل Bi در نقطه سه حداکثر به را Ai در نقطه هر ،E(Ai, Bi) یال�هاي مجموعه� ([1]) 6.2.5 لم
است. اتصال خوش E(Ai, Bi) یال�هاي با (Ai, Bi) جفت این بر علاوه برعکس. و

دیگر نقطه�ي سه حداکثر به هرنقطه که است مشخص یال�ها، مجموعه ساخت روش از مستقیم به�طور اثبات.
جفت یک است، اتصال خوش (Ai, Bi) شود اثبات این�که براي است. شده اثبات لم اول ادعاي و می�شود متصل

شرط یا که شد خواهد داده نشان ادامه در بگیرید. درنظر را q ∈ Bj
′

i و p ∈ Aj
i به�طوري�که q و p نقطه�ي

یا ،distσ(p, r) ≤ distσ(p, q) و r ∈ σ(p) به�طوري�که دارد وجود (p, r) ∈ E(Ai, Bi) یال یک :(i)

distσ(q, r) ≤ distσ(q, p) و r ∈ σ(q) به�طوري�که دارد وجود (q, r) ∈ E(Ai, Bi) یال یک :(ii) شرط
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آنگاه باشد، j = j
′
= ٠ اگر است. j ≤ j

′ که می�شود فرض مسئله کلیت دادن دست از بدون است. برقرار

وصل است) q (که B٠
i نقطه�ي تنها به را است) p (که A٠

i نقطه�ي تنها که یال یک زیرا است؛ شده انجام اثبات

،E(Ai, Bi) بنابراین باشد. نیز پر و باشد داشته وجود باید Bj−١
i آنگاه باشد، j > ٠ اگر دارد. وجود می�کند،

است، j ′ ≥ j > j − ١ و q ∈ Bj
′

i آن�جایی�که از می�گیرد. دربر را ،r ∈ Bj−١
i و p براي (p, r) یال یک

� می�شود. انجام اثبات و است distσ(p, r) ≤ distσ(p, q) درنتیجه

١-پوشش + εیک که ،S = (P,ES) گراف یک ،Ψσ هر در (Ai, Bi) جفت هر براي رویه این بردن به�کار با

حضور (Ai, Bi) جفت O(logd n) حداکثر در نقطه هر ،Ψσ هر در آن�جایی�که از آمد. خواهد به�دست است،

به بنابراین می�شود، متصل یال سه حداکثر جفت هر در نقطه هر به ،S گراف کردن اتصال خوش هنگام و دارد

تجزیه�ي O((١/εd−١) و نقطه n چون درنتیجه، می�شود. متصل یال O(logd n) حداکثر Ψσ هر در نقطه هر

O((n/εd−١) logd n) مرتبه�ي از پوشش) (اندازه�ي S در یال�ها تعداد دارد، وجود Ψσ مجزاي مخروط جفت

داد. کاهش خطی مرتبه�ي به را این چگونه که شد خواهد داده نشان ادامه در هرچندکه شد، خواهد

خطی اندازه�ي با پوشش یک 3.2.5

با یال، خطی تعداد یک با S∗ = (P,ES∗) پوشش یک چطور که شد خواهد داده نشان زیربخش این در

مخروط یک و (p, q) ∈ ES یال یک آمد. خواهد به�دست S = (P,ES) یال�هاي از تعدادي کردن هرس13

بدین است. ES از ES∗ ایجاد هدف باشد. p ∈ σ(q) و q ∈ σ(p) به�طوري�که بگیرید درنظر را σ ∈ T C

باشد: برقرار (ii) یا (i) شرط�هاي از یکی اگر تنها و اگر می�شود اضافه ES∗ به (p, q) ∈ ES یال منظور،

p به همه از که است نقطه�اي q است، ES به متعلق یال یک (p, r) که r ∈ σ(p) نقاط تمام بین از (i)

باشد، نزدیک�تر

q به همه از که است نقطه�اي p است، ES به متعلق یال یک (q, r) که r ∈ σ(q) نقاط تمام بین از (ii)

باشد. نزدیک�تر

آن بر علاوه است. اتصال خوش هنوز نیز S∗ در (Ai, Bi) مخروط-مجزاي جفت هر که می�شود دیده به�راحتی

و P در نقطه یک از منحصربه�فرد، ترکیب یک به می�تواند یال هر زیرا دارد، یال O(n/εd−١) تعداد ،S∗ گراف

شود. شارژ T C در مخروط یک

13Pruning
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تعداد ،S∗ آن بر علاوه است. اتصال خوش مخروط-مجزا جفت هر ،S∗ = (P,ES∗)گراف در ([1]) 7.2.5 لم
است. O(logd n) درجه�ي از نقطه هر و دارد یال O(n/εd−١)

نقاط حرکت پوششتحت نگهداري 3.5
مخروط-مجزاي جفت�هاي تجزیه یک ابتدا شد: ساخته شکل این به شده معرفی ایستاي پوشش خلاصه، به�طور

گراف یک سپس شد. محاسبه Tσ محدوده�ي درخت یک از استفاده با σ ∈ T C مخروط هر براي Ψσ

یک سرانجام و شد تولید S در (Ai, Bi) مخروط-مجزاي جفت هر کردن اتصال خوش با ،S = (P,ES)

براي یعنی، آمد. به�دست S از یال� تعدادي کردن هرس کمک به خطی، اندازه�ي با S∗ = (P,ES∗) پوشش

داراي که می�شد، اضافه ES∗ یال�هاي مجموعه به (p, q) ∈ ES یال یک تنها ،p نقطه�ي هر و σ مخروط هر

است. نزدیک�تر p به همه از هستند، متصل p به S در که ،σ(p) داخل نقاط تمام بین از q بود: ویژگی این

شوند: انجام باید زیر کارهاي پوشش، این کردن حرکت به وابسته براي

شوند. نگهداري می�کنند، حرکت نقاط زمانی�که Ψσ CSPDهاي .1

S در p به که σ(p) داخل نقاط تمام بین از p به نقطه نزدیک�ترین ،p نقطه�ي هر و σ مخروط هر براي .2

شود. نگهداري می�شوند، متصل

رتبه اساس بر محدوده� درخت�هاي 1.3.5

بنابراین است. Tσ محدوده�ي درخت اساس Ψσبر ساخت آن�جایی�که از بگیرید. درنظر را σ ∈ T C مخروط یک

و باش14 شود. حرکت به وابسته Tσ ساختار تا است نیاز می�کنند،، حرکت نقاط زمانی�که Ψσ نگهداري براي

شود، نگهداري حرکت به وابسته تنظیمات در محدوده درخت یک چطور که می�کنند توصیف [8] در همکارانش

حذف ساختار از نقاط آن می�شود، عوض هم با مختصات از یکی در نقطه دو ترتیب زمان هر که: صورت این به

متاسفانه است. نیاز پویا محدوده�ي درخت یک به درنتیجه، می�گردند. درج جدیدشان مقادیر با دوباره و می�شوند
لوکر16 و ویلارد15 روش یا ،[36] محلی یا سراسري مجدد ساخت روش� از که موجود پویاي محدوده�ي درخت�هاي

14Basch

15Willard

16Lueker
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یا روش�ها این زیرا نیستند؛ مناسب شده معرفی پوشش حرکت به وابسته نگهداري براي می�کنند، استفاده [39]

CSPDهاي براي (که دارند نیاز ادغام و جداسازي عملیات به یا می�آورند به�دست را شده سرشکن کران�هاي

BSPهاي طراحی براي و می�باشد نقاط رتبه�ي اساس بر که متفاوتی دیدگاه بنابراین، است). سخت شده معرفی

معرفی نیز این�جا در است، شده استفاده [3] در حرکت به وابسته kd درخت�هاي و [25] در حرکت به وابسته

شد. خواهد استفاده و

جمله از دارند، نیاز خود به�روزرسانی براي که عملیاتی دلیل به پویا ساختارهاي شد، بیان همان�طورکه

صرف براي نیستند. مناسب محدوده درخت نگهداري براي غیره و جداسازي ادغام، سازي، متوازن عملیات

ثابت نقاط حرکت پایان تا شروع از ساختار بدنه�ي تا است نیاز ایستا ساختار یک به عملیات این از نظرکردن

به وابسته که است اسکلت17 درخت یک تعریف اصلی، ایده�ي منظور بدین بدهد. مقدار تغییر تنها و بماند باقی

نگهداري براي و ایستاست نیست، وابسته نقاط موقعیت به اسکلت ساختار آن�جایی�که از نیست. نقاط موقعیت

ثابت برگ�ها و گره�ها تمام زیرا نمی�شود؛ نیاز متوازن�سازي عمل هیچ به می�کنند، حرکت نقاط زمانی�که اسکلت

در صرفه�جویی براي اخطار: (یک شود. تهی حتی یا کند تغییر می�تواند آن�ها به مرتبط مقادیر تنها و هستند

کانونی زیرمجموعه�ي کدام در نقطه هر این�که می�شوند.) هرس اسکلت از معینی قسمت�هاي حافظه، مصرف

زمانی تنها رویدادها بنابراین، داشت. خواهد بستگی نقطه آن مختصات رتبه�ي به شود، ذخیره اسکلت درخت

اتفاق این زمانی�که شود. عوض مختصات محورهاي از یکی طول در q و p نقطه�ي دو ترتیب که می�دهند رخ

در نمی�گیرد). قرار تاثیر تحت دیگر نقاط (رتبه�هاي می�شود جابه�جا باهم مختصات آن در q و p رتبه�ي می�افتد،

درج دوباره جدیدشان رتبه�ي با و شوند حذف q و p که می�شود نیاز تنها درخت، به�روزرسانی براي وضعیت، این

تعریف پوشش یال�هاي باید سپس می�دهد. تغییر را کانونی زیرمجموعه�ي O(logd n) تنها تغییرات این گردند.

شد. خواهد بیان بیش�تري جزئیات با ایده این ادامه در شوند. به�روزرسانی کانونی زیرمجموعه�هاي این براي شده

xi مختصات محور ،hi هر براي می�کنند. تعریف را σ مخروط که باشند صفحاتی h١, ..., hd کنید فرض

براي ببینید. را 11.5 شکل می�شود. تعریف p نقطه�ي xi مولفه�ي به�عنوان xi(p) و hi بر عمود خط به�عنوان

این عضو چندمین (یعنی {xi(q) : q ∈ P} شده�ي مرتب مجموعه�ي در xi(p) رتبه�ي ،p ∈ P نقطه�ي هر

هر براي بحث، شدن ساده�تر براي ببینید. را 11.5 شکل می�شود. تعریف Ranki(p) به�عنوان است)، مجموعه

نقطه دو مختصات (البته است. برقرار ها i تمام براي xi(p) ̸= xi(q) که می�شود فرض q و p نقطه�ي دو

مساوي منظور اما شود. مساوي می�کنند، عوض باهم را ترتیب�شان نقطه دو زمانی�که موقت، به�طور می�تواند

17Skeleton tree
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h۲

x۲

x۱

σ

x۱(u)
x۱(v)

x۱(w)
x۱(z)

x۲(w)
x۲(z)

x۲(u)

x۲(v)

Rank۱(w) = ۳

Rank۲(w) = ۴

مختصات محور

مختصات محور

مخروط

مختصات هر در w نقطه�ي رتبه�ي :11.5 شکل
�

است.) رویدادهایی چنین بین زمانی بازه�هاي در نقطه دو مولفه�ي نبودن

تعریف شکل این به شد، خواهد داده نشان T skel
σ نماد با که رتبه18، اساس بر محدوده درخت یک اسکلت

محدوده یکدرخت اسکلت است.) ثابت n حرکت، به وابسته تنظیمات (در باشد. n = |P | فرضکنید می�شود:

تا 1 رتبه�هاي با متناظر برگ�ها که است، برگ n روي متوازن دودویی درخت یک بعدي، یک رتبه�ي اساس بر

برگ�هاي تمام (رتبه�هاي است رتبه�ها از محدوده یک با متناظر v داخلی گره هر هستند. راست به چپ از n

یک است: شکل این به بعدي d رتبه�ي اساس بر محدوده درخت یک اسکلت .(v ریشه�ي با زیردرخت در واقع

با مرتبط Tv ساختار یک v داخلی گره هر و است برگ n روي متوازن دودویی درخت یک که اصلی، درخت

12.5 شکل در است. بعدي d − ١ رتبه�ي اساس بر محدوده درخت یک اسکلت ساختار، این که دارد خودش

هر که کنید توجه ببینید. را نقطه 4 براي بعدي دو رتبه�ي اساس بر محدوده درخت یک اسکلت می�توانید

P از نقطه چند این�که از مستقل است، n تا 1 از رتبه n روي متوازن دودویی درخت یک سطح، هر در درخت

است. Θ(nd) بعدي d رتبه�ي اساس بر محدوده درخت یک اسکلت اندازه�ي بنابراین است. شده واقع درخت در

فضا O(n logd n) از تنها شد، خواهد استفاده ادامه در که بعدي d رتبه�ي اساس بر محدوده درخت درحالی�که

که کنید توجه شد. خواهد هرس ساختار این اسکلت می�شود، داده توضیح بعداً چنان�چه زیرا می�کند؛ استفاده

آن کمک به تا می�شود استفاده آن از تنها بلکه شود، ساخته صریح به�طور یا شود نگهداري اسکلت نیست قرار

کرد. تعریف ساده�تر راه یک از را، رتبه� اساس بر محدوده درخت بتوان

مجموعه�هاي چگونه همچنین می�شوند. ذخیره T skel
σ در چگونه P نقاط که می�شود داده توضیح ادامه در

18Rank-based range tree
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[۱ : ۲] [۳ : ۴]

[۱ : ۴]

[۳ : ۴][۱ : ۲]

[۱ : ۲]

[۱ : ۲] [۳ : ۴]

[۳ : ۴]

[۱ : ۴]

[۱ : ۴]

اول) (سطح اصلی درخت

دوم سطح درختهای

نقطه 4 براي بعدي دو رتبه�ي اساس بر محدوده درخت یک اسکلت :12.5 شکل
�

ایجاد را Ψσ مخروط-مجزاي جفت�هاي تجزیه�ي (P (v), R(v)) جفت�هاي و می�آیند به�دست R(v) و P (v)

می�کنند.

اصلی درخت در ،p ∈ P نقطه�ي یک درج براي بنابراین می�شوند. درج معمول راه از T skel
σ در P نقاط

جستجو، مسیر این روي v گره هر براي و می�شود طی Rank١(p) با متناظر برگ تا جستجو مسیر ،T skel
σ

رتبه�هاي از استفاده (با می�شود درج Tvها یعنی بعدي، سطوح در مرتبط درخت�هاي در p بازگشتی به�صورت

یعنی ،v کانونی زیرمجموعه�ي به P (v) درخت، از سطح هر در v گره یک براي .(Rank٢(p), ..., Rankd(p)

صریح به�صورت P (v) مجموعه�هاي می�کند. اشاره می�گذرد، v گره از جستجوي�شان مسیر که نقاطی مجموعه

می�شوند). تعریف مختصات برايdامین که درخت�هایی (یعنی می�شوند ذخیره d سطح درخت�هاي گره�هاي براي

O(logd n) در ،p ∈ P نقطه�ي هر ببینید. 13.5 شکل در صفحه، در نقطه چهار براي را مطالب این می�توانید

می�شود. ذخیره شده�اند، توزیع d سطح درخت O(logd−١ n) در که ،d سطح در کانونی زیرمجموعه�ي

(P (v), R(v))جفت�هاي آوردن به�دست براي بنابراین Pبه�دستمی�آیند. (v)مجموعه�هاي چگونه که شد بیان

R(v) مجموعه�هاي که شود داده توضیح مرحله این در است لازم ،Ψσ مخروط-مجزاي جفت�هاي تجزیه�ي در

اسکلت در σ(p) محدوده�ي از پرسش یک باید ،p ∈ P نقطه�ي هر براي منظور، بدین می�آیند. به�دست چگونه

یعنی ،p نقطه�ي رتبه�هاي همان ،h١, ..., hd یعنی ،σ(p) مرزهاي رتبه�ي این�که به توجه با شود. انجام T skel
σ
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P () = {u, v, z, w}

P () = {z, w}P () = {u, v}

P () = {u, v}
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رتبه اساس بر محدوده درخت اسکلت آخر سطح گره�هاي براي P (v) مجموعه�هاي ذخیره�ي :13.5 شکل
�

تفاوت این با است، p نقطه�ي جستجوي همان ،σ(p) محدوده�ي از پرسش است، Rank١(p), ..., Rankd(p)

را Ranki(p) رتبه�ي از کم�تر رتبه�هاي ،σ(p) مخروط داخل اگر شود: انجام باید روند این i سطح هر در که

آنگاه رفت، گره یک راست فرزند به جستجو مسیر اگر سطح این درخت�هاي در جستجو هنگام می�شود، شامل

مسیر اگر اما می�گیرد. قرار جستجو مورد Ranki+١(p) رتبه�ي با بعدي سطح در چپ فرزند مرتبط درخت

اگر می�یابد. ادامه معمول روال به جستجو و شود انجام کاري نیست لازم رفت، گره یک چپ فرزند به جستجو

یک چپ فرزند به جستجو مسیر اگر شود، شامل را Ranki(p) رتبه�ي از بیش�تر رتبه�هاي ،σ(p) مخروط داخل

این غیر در می�گیرد. قرار جستجو مورد بعدي سطح در گره همان راست فرزند مرتبط درخت آنگاه رفت، گره

ببینید. را 14.5 شکل می�شود. عمل قبلی حالت با مشابه صورت

را σ(p) از x١ محدوده�ي هم، با محدوده�هایشان که اصلی درخت گره O(log n) روش، این با بنابراین،

درخت�هاي در جستجو بازگشتی صورت به و (Rank١(p)محدوده�ي بیش�تر دقت (با می�شوند انتخاب می�پوشاند،

P (v) کانونی زیرمجموعه�هاي همه�ي درنتیجه، می�کند. پیدا ادامه شده، بیان روش از گره�ها، این با مرتبط

شامل را هستند σ(p) محدوده�ي داخل در که نقاطی همان دقیقاً ،d سطح درخت�هاي در شده انتخاب گره�هاي

از پرسش هنگام که است pi ∈ P نقاط از زیرمجموعه�اي R(v) سطح، هر در v گره یک براي شد. خواهند
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v گره

رتبه اساس بر محدوده درخت اسکلت آخر سطح گره�هاي براي R(v) مجموعه�هاي ذخیره�ي :14.5 شکل
�

d سطح گره�هاي براي R(v) مجموعه�هاي کرده�اند. انتخاب را گره آن ،σ(pi) از پرسش یعنی آن�ها، محدوده�ي

جستجوي براي شکل این در نمونه، براي ببینید. را 14.5 شکل می�شوند. ذخیره گره�هایشان با صریح صورت به

صورت درخت دوم سطح در 3 و اول سطح در 4 یعنی مخروط این مرزهاي رتبه�هاي با جستجو باید σ(z)

R(v) مجموعه�هاي شکل، این در البته است. شده مشخص شکل در خط�چین با جستجو این مسیر گیرد.

نشده داده نشان شکل نشدن شلوغ براي و است بوده تهی (v گره راست (فرزند برگ یک به�جز برگ�ها، براي

تجزیه�ي جفت�هاي ،d سطح گره�هاي براي (P (v), R(v)) جفت�هاي شد، داده توضیح قبلاً چنان�چه است.

O(n logd n) ،R(v) و P (v) مجموعه�هاي تمام کل اندازه�ي می�کنند. ایجاد را Ψσ مخروط-مجزاي جفت

کردن هرس با چطور که شد خواهد داده نشان ادامه در است. Θ(nd) هنوز اسکلت اندازه�ي هرچندکه است.

یابد. کاهش O(n logd n) به اندازه�اش ،T skel
σ

باشد: داشته را زیر شرایط از یکی اگر گویند فعال19 گره یک را T skel
σ از سطح هر در v گره یک

گره نسل ،v′ گره یک که است غیرتهی هنگامی P (v) که کنید (توجه باشد. غیرتهی P (v) مجموعه�ي .1

باشد). غیرتهی P (v
′
) که باشد داشته وجود v

19Active
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R(v
′
) به�طوري�که باشد، داشته وجود v گره نسل ،v′ گره یک یا باشد، غیرتهی R(v) مجموعه�ي .2

باشد. غیرتهی

مشخص سفید رنگ با غیرفعال گره�هاي 14.5 شکل در می�شود. نامیده غیرفعال20 گره نیست، فعال که گره�اي

وجود با است شده پررنگ 14.5 شکل در که v گره که می�شود تاکید است. تهی R(v) و P (v) داراي و شده�اند

v
′ فرزندش فعال، گره�هاي تعریف در 2 مورد طبق زیرا است؛ فعال است، تهی R(v) و P (v) داراي این�که

محدوده درخت ،T skel
σ (P ) غیرفعال گره�هاي تمام کردن هرس با است. غیرتهی R(v

′
) داراي راستش) (فرزند

رتبه� اساس بر محدوده درخت ساختن آمد. خواهد به�دست بود) نیاز مورد که (ساختاري T rb
σ رتبه�ي اساس بر

ساخت، را اسکلت کل ابتدا همان از نیست لازم که صورت این به نیست، سخت چندان O(n logd n) زمان در

منجر که داد انجام را ساختن می�توان می�شوند، درج محدوده�ها و نقاط زمانی�که فعال، گره�هاي ایجاد با تنها بلکه

می�شود. زیر لم به

بر محدوده درخت ،σ ∈ T C کانونی مخروط هر و Rd در نقطه n از P مجموعه�ي هر براي ([1]) 1.3.5 لم
شود. ساخته O(n logd n) زمان در می�تواند و می�کند استفاده حافظه O(n logd n) از T rb

σ رتبه�ي اساس

O(nاست logd n) می�آید، به�دست T rb
σ اساس بر Ψσکه مخروط-مجزاي جفت تجزیه�ي اندازه�ي این، بر علاوه

می�شود. ظاهر Ψσ از جفت O(logd n) در p ∈ P نقطه�ي هر و

S گراف و T rb
σ حرکت به وابسته نگهداري 2.3.5

می�آید، به�دست آن از Ψσ مخروط-مجزاي جفت تجزیه�ي چگونه این�که و T rb
σ رتبه�ي اساس بر محدوده درخت

(Ψσ روي شده ساخته S = (P,ES) گراف نیز (و Ψσ و T rb
σ چگونه که می�ماند باقی سوال این شد. توصیف

شوند. نگهداري می�کنند، حرکت نقاط که هنگامی

ترتیب زمانی�که تا و است وابسته x١, ..., xd محورهاي روي نقاط رتبه�هاي به تنها ،T rb
σ ترکیبی ساختار

ندارد. به�روزرسانی به نیازي و کرد نخواهد تغییر نیز ساختار این بماند، باقی تغییر بدون محورها تمام روي نقاط

xi ترتیب اساس بر شده مرتب که Ai[١..n] آرایه�ي یک در P نقاط ،xi محور هر براي است کافی بنابراین

فرض شد. خواهد شامل را Ranki(p) = j به�طوري�که p نقطه�ي ،Ai[j] محل بنابراین شوند. نگهداري است،

ساختار از q و p رویدادي، چنین یک پردازش براي شود، عوض هم با xiشان ترتیب q و p نقطه�ي دو که کنید

20Inactive
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۳

p uwu w

نقطهی درج برای انفرادی pمسیر

با p نقطهی درج برای جستجو مسیر

میرسد. غیرفعال گره یک به

ranki(p) = ۳ انفرادی مسیر یک ایجاد

برگ تا انفرادي مسیر یک ایجاد :15.5 شکل
�

براي رتبه تغییر یک که کنید توجه می�گردند. درج ساختار در جدیدشان رتبه�هاي با دوباره و می�شوند حذف

(رتبه کند تغییر Ranki(p) رتبه�ي اگر بیش�تر، دقت با داشت. خواهد به�دنبال نیز را σ(p) در تغییر یک ،p

است، σ(p) محدودکننده�ي صفحات از یکی که hi رتبه�ي که است معنی بدان این ،(p نقطه�ي ام i مولفه�ي

حذف نیز σ(q) و σ(p) تا بود خواهد نیاز بنابراین است. درست نیز q براي موضوع همین است. کرده تغییر

گردند. درج دوباره و شوند

نمی�دهد؛ تغییر دیگر مخروط�هاي و نقاط براي را چیزي هیچ σ(q) و σ(p), q, p درج�هاي و حذف�ها این

تنها رتبه، اساس بر محدوده درخت بنابراین نمی�گیرد. قرار q و p رتبه�ي تعویض تاثیر تحت آن�ها رتبه�ي زیرا

شامل را گام دو حذف�ها) (و درج�ها کرد. خواهد تغییر دربردارند، را q و p نقاط که گره O(logd n) براي

که ،E(P (v), R(v)) یال�هاي مجموعه به�روزرسانی و گرفته�اند قرار تاثیر تحت که گره�هایی تعیین می�شوند:

شده�اند. ایجاد d سطح در گره�هایی چنین مخروط-مجزاي جفت�هاي براي

درنظر را p نقطه�ي یک درج ابتدا است. ساده نسبتاً گام این شده: واقع تاثیر تحت گره�هاي یافتن .1
مسیر روي گره�هاي تمام براي P (v) مجموعه�هاي به و می�شود جستجو T rb

σ در p نقطه�ي بگیرید.

به جستجو مسیر در زمانی�که تنها به�روزرسانی، این می�شود. اضافه d سطح درخت�هاي در جستجو

مواردي چنین در می�شود. پیچیده کمی می�رسد، است) (غیرفعال ندارد وجود هنوز که گره�اي پردازش

به�روزرسانی دارد، خود کانونی زیرمجموعه�ي به�عنوان را {p} که جدید گره یک ایجاد با می�توان به�راحتی

برسد p براي برگ یک به تا می�شود ایجاد جدید گره از انفرادي21 یکمسیر منظور، بدین داد. انجام را

21Single path

116



P (v)P (v)۱P (v)۲ R(v)۱R(v)P (v)۳
pp

′

R(v)۲P (v)P (v)۱P (v)۲ R(v)۱R(v)P (v)۳
pp

′

R(v)۲

.P (v)٢ گروه در p نقطه�ي درج :16.5 شکل
�

می�شوند، ایجاد نیز جدید مسیر این گره�هاي با مرتبط ساختارهاي همچنین و ببینید) را 15.5 (شکل

سطوح تمام در بازگشتی صورت (به بود خواهند مرتبط) ساختارهاي (با انفرادي مسیرهاي هم آن�ها که

می�شوند). ایجاد ساختارها این

انجام T rb
σ در محدوده این با جستجو می�شود. انجام مشابه راه یک از نیز σ(p) محدوده�ي یک درج

بود، ضروري که هرجا شوند. تعیین می�باشد، σ(p) ∈ R(v) که ،v گره�هاي تمام زمانی�که تا می�شود

بر است (ممکن می�شود انجام مشابه راه از نیز محدوده�ها و نقاط حذف می�شوند. ایجاد جدیدي گره�هاي

شوند). غیرفعال گره�هایی حذف، اثر

به�طوري�که بگیرید، درنظر d سطح در گره یک را v گره :E(P (v), R(v))مجموعه�هاي به�روزرسانی .2
کنند. تغییر شد، داده توضیح قبلاً چنان�چه محدوده، یا نقطه یک درج یا حذف به�دلیل R(v) و P (v)

در شد. خواهد نیز E(P (v), R(v)) یال�هاي مجموعه در تغییر به منجر تغییر این که است بدیهی

به�درستی نیز یال�ها این که به�گونه�اي شود درج P (v) در نقطه یک چطور که می�شود داده توضیح ادامه

طور به نیز حذف�ها و R(v) در درج�ها کنند. حفظ را خود بودن اتصال خوش خاصیت و شده به�رورسانی

می�شوند. انجام مشابه

شود. انجام به�روزرسانی است لازم باشند، غیرتهی R(v) و P (v) مجموعه�ي دو هر هنگامی�که تنها

،(P (v), R(v))برايجفتمخروط-مجزايE(P (v), R(v))یال�هاي مجموعه ایجاد براي که می�شود یادآوري

از سپس می�شوند. افراز R(v)j و P (v)j گروه�هاي لگاریتمی تعداد به R(v) و P (v) مجموعه�هاي

یال دو تنها q ∈ R(v)j−١ هر که به�گونه�اي می�شوند، اضافه R(v)j−١ به یال�هایی ،P (v)j گروه یک

برعکس). (و می�کند دریافت
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pa۱a۲a۳a۵a۶ b۱ b۲ b۳a۴a۷a۱a۲a۳a۴a۶a۷ b۱ b۲ b۳a۵
p

P (v)P (v)۱P (v)۲ R(v)۱R(v)P (v)P (v)۱P (v)۲ R(v)۱R(v) P (v)۳

.P (v)٠ گروه در p نقطه�ي درج :17.5 شکل
�

کار این این�که براي می�شود. تعیین است، آن به متعلق p که Pاي (v)j گروه ابتدا ،P (v) به p درج براي

می�تواند کار (این می�شود نگهداري درخت یک در شده مرتب ترتیب یک در P (v) شود، انجام راحت

به باید ،p′ آن، عنصر آخرین سپس باشد، پر P (v)j اگر شود). انجام اضافی هزینه�هاي تحمیل بدون

به متصل یال�هاي تمام p وضعیت این در ببینید. را 16.5 شکل یابد. انتقال P (v)j+١ یعنی بعدي گروه

،P (v)j+١ در p′ بازگشتی درج می�شود. درج P (v)j+١ در p′ بازگشتی به�صورت و می�کند دریافت را p′

آخر. تا همین�طور و شود درج P (v)j+٢ به P (v)j+١ از p′′ نقطه�ي آخرین تا شود باعث است ممکن

(البته می�یابد ادامه شود درج غیرپر گروه یک در نقطه یک زمانی�که تا بازگشت ببینید. را 17.5 شکل

درج آن در را نقطه و ایجاد را جدید گروه یک باید باشد، پر P (v)j گروه آخرین ابتدا همان از زمانی�که

ببینید). را 17.5 شکل کرد.

این صورتی�که (در R(v)j−١ گروه در می�شود، درج P (v)j غیرپر گروه یک در p نقطه�ي یک زمانی�که

است. نکرده دریافت ورودي یال دو P (v)j از هنوز که دارد وجود نقطه�اي باشد) داشته وجود گروه

دارد: وجود خاص مورد (یک می�شود. انجام به�روزرسانی و می�شود داده نقطه�اي چنین از p به یال یک

وضعیت، این� در باشد. تهی حتی یا غیرپر می�تواند R(v)iهاست، بین از گروه ١−R(v)jآخرین زمانی�که

به p از یالی می�توان باشد، نقطه ٢|R(v)j−١| حداکثر شامل (p نقطه�ي (با P (v)j که زمانی تنها

نقاط تمام از لیست یک یافت، را نقطه�اي چنین سریع به�طور بتوان این�که براي کرد.) وصل R(v)j−١

براي مشابه (به�طور می�شود. نگهداري نکرده�اند، دریافت را خود ورودي یال دو هنوز که R(v)i به متعلق

یک به اضافی اطلاعات این می�شود.) نگهداري لیست یک ،R(v) در نقطه یک درج هنگام نیز، P (v)i

است. امکان�پذیر سادگی به نیز آن�ها نگهداري و دارد نیاز P (v) اندازه�ي به خطی فضاي
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r

نماینده یال

p
qr

رویداد

مخروط نماینده�ي یال روي باهم q و p نقطه�ي دو تصویر جابه�جایی رویداد: :18.5 شکل
�

شود. انجام O(log n) زمان در می�تواند P (v) در p نقطه�ي درج براي شده بیان روند کل

E(P (v), R(v)) یال�هاي مجموعه در تغییر باعث که دارد وجود رویداد از دیگري نوع دیگر: رویدادهاي
تغییر σ نماینده�ي یال به نسبت R(v) یا P (v) مجموعه�ي از نقطه دو ترتیب که است زمانی آن و می�شود

σ نماینده�ي یال زیرا نمی�کند؛ اشاره T rb
σ درخت در تغییري هیچ به رویداد، این که کنید توجه می�کند.

این تشخیص براي بنابراین نیست. می�شود، تعریف آن�ها اساس بر T rb
σ که محورهایی از هیچ�کدام با متناظر

طبق شده مرتب ،P نقاط تمام شامل Aσ[١..n] آرایه�ي یک ،σ مخروط هر براي است کافی رویدادها، نوع

آرایه این در q و p نقطه�ي دو بین تعویض یک زمانی�که سپس �شود. نگهداري σ نماینده�ي یال روي تصویرشان

شامل را q و p نقطه�ي دو هر که هست R(v) یا P (v) مجموعه�ي هیچ آیا که می�شود بررسی می�افتد، اتفاق

در نقاط این یال�هاي که است این شود انجام باید که کاري تنها آنگاه داشت، وجود مجموعه�اي چنین اگر شود.

ببینید. را 18.5 شکل شوند. تعویض باهم E(P (v), R(v))

S∗ = (P,ES∗) پوششهرسشده�ي نگهداري 3.3.5

حرکت هنگام ،S = (P,ES) گراف نیز و T rb
σ رتبه�ي اساس بر محدوده درخت چطور که شد توصیف این�جا تا

پوشش روندي طی خطی، اندازه�ي با پوششی داشتن براي شد، دیده قبلاً چنان�چه اما شوند. نگهداري نقاط

پوشش این چگونه که شود بیان ادامه در تا است لازم بنابراین آمد. به�دست S∗ = (P,ES∗) شده�ي هرس

شود. نگهداري نقاط حرکت هنگام شده22، هرس

،(p, q) ∈ S یال ،p نقطه�ي هر و σ مخروط هر براي می�آمد: به�دست روش این به S∗ که می�شود یادآوري

S∗ یال عنوان به باشد، S در p به مجاور و σ داخل نقاط تمام بین از p به نقطه نزدیک�ترین q به�طوري�که

22Pruned spanner
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نماینده یال

p qr رویداد

شدهی هرس پوشش در یال ∗Sیک

σ

p q

r

شدهی هرس پوشش در یال ∗Sیک

distσ(p, r)
distσ(p, q)

مخروط نماینده�ي یال روي باهم q و r نقطه�ي دو تصویر جابه�جایی رویداد: :19.5 شکل
�

می�شود. انتخاب

مخروط یک براي شده� انتخاب یال که می�شود مشاهده حرکت، به وابسته به�صورت یال�ها این نگهداري براي

از (یکی کند تغییر σ نماینده�ي یال به نسبت نقطه� دو ترتیب که می�کند تغییر زمانی تنها ،p نقطه�ي یک و σ

را 19.5 شکل می�باشد) جدید نقطه�ي یک دیگر نقطه�ي و است p براي شده انتخاب فعلی نقطه�ي نقاط، این

p نقاط تمام براي تا است نیاز می�کنند، عوض باهم را ترتیب�شان r و q نقطه�ي دو که زمان هر بنابراین ببینید.

انتخاب یال به�روزرسانی به نیاز آیا که شود بررسی هستند، ES به متعلق یال�هایی (p, r) و (p, q) به�طوري�که

نقطه�ي براي ،S پوشش کردن هرس هنگام که است یالی ،p شده�ي انتخاب یال از (منظور نه یا هست p شده�ي

انتخاب یال شکل، این رویداد در نمونه براي ببینید. را 19.5 شکل است). شده انتخاب distσ به توجه با ،p

،S در درجه بیش�ترین آن�جایی�که از داشت. خواهد به�روزرسانی به نیاز پوشش، کردن هرس هنگام p براي شده

یال�هاي تمام براي است لازم زیرا شود؛ انجام O(logd n) زمان در می�تواند به�روزرسانی این است، O(logd n)

یال�هاي تمام براي باید شود، انتخاب بررسی این براي r اگر مثلاً شود. انجام بررسی ،q یا r نقطه�ي به متصل

نقطه�اي اگر دارد. یال نیز q به نقطه این آیا و است نقطه�اي چه یال دیگر انتهاي که شود بررسی آن به متصل

بالاست. در شده معرفی p نقطه�ي همان داشت، یال هم q به

حرکت به وابسته پوشش تحلیل 4.5
است، Rd در ١-پوشش + ε یک نگهداري براي که شده، معرفی حرکت به وابسته ساختار براي بخش این در

بودن محلی و فشردگی کارایی، پاسخ�گویی، یعنی حرکت، به وابسته ساختارهاي کیفیت ارزیابی معیار چهار

می�شود. بررسی داده�ها

،σ ∈ T C مخروط هر براي شده مرتب لیست d+١ از شده، معرفی حرکت به وابسته پوشش کلی حالت در
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سطح d در نقاط ترتیب نگهداري براي آن شده�ي مرتب لیست d که دارد، نیاز S∗ پوشش نگهداري منظور به

تحت بنابراین می�باشد. σ نماینده�ي یال به نسبت نقاط ترتیب نگهداري براي هم لیست یک و ،T rb
σ درخت (بعد)

تعداد ببینید)، را 1.1 (بخش هستند محدود درجه�ي از شبه�جبري حرکت مسیرهاي داراي نقاط که فرض این

بیان دوم راه�حل ،1.1.2 زیربخش در که همان�طور زیرا است؛ O(n٢/εd−١) شوند پردازش باید که رویدادهایی

تعداد یعنی نقاط، ترتیب تغییر دفعات تعداد با است برابر نقاط شده�ي مرتب لیست هر براي رویدادها تعداد شد،

دارد. نیاز لیست O(١/εd−١) به ساختار این و است O(n٢) مرتبه�ي از و نقاط حرکت مسیرهاي بین برخوردها

وابسته پوشش یک رویدادهاي تعداد است، شده مطالعه [27] در همکارانش و گائو توسط آن�چه�که به توجه با

در خارجی رویدادهاي تعداد به رویدادها کل تعداد نسبت درنتیجه است، Ω(n٢) پایین کران داراي حرکت به

کاراست. ساختار و شد خواهد O(١/εd−١) وضعیت بدترین

،T rb
σ درخت در نقطه یک حذف یا درج براي زیرا شود؛ پردازش O(logd+١ n) زمان در می�تواند رویداد هر

این d سطح در نقطه هر طرفی از داد. انجام درخت این در درج یا حذف O(logd n) تعداد به حداکثر باید

O(logd n) حداکثر در بنابراین دارد، حضور سطح این درخت�هاي از سطح O(logd n) در حداکثر نیز درخت

یال�هاي مجموعه� ساختار، در نقطه هر درج یا حذف با درنتیجه داشت، خواهد حضور نیز (P (v), R(v)) جفت

مجموعه هر براي به�روزرسانی این که شد بیان قبلاً داشت. خواهند به�روزرسانی به نیاز نیز E(P (v), R(v))

به نیاز یال مجموعه O(logd n) حداکثر آن�جایی�که، از و دارد نیاز O(log n) زمان به ،E(P (v), R(v)) �یال

هست. نیز پاسخ�گو ساختار و شود پردازش O(logd+١ n) زمان در می�تواند رویداد هر پس دارند، به�روزرسانی

مجاورت نوع از تاییدیه�ها زیرا دارد؛ شرکت مرتبشده لیست هر در تاییدیه� دو در حداکثر نقطه هر آن بر علاوه

لیست�ها) (تعداد O(١/εd−١) در نقطه هر مجموع، در بنابراین دارد. مجاورت دو حداکثر نقطه هر و هستند

O(log n/εd−١) به تنها پرواز طرح یک به�روزرسانی درنتیجه، است. محلی ساختار پس دارد. مشارکت تاییدیه

نتیجه داده�ها بودن محلی از همچنین می�باشد.) رویداد صف به�روزرسانی براي لگاریتمی (ضریب دارد. نیاز زمان

هست. نیز فشرده ساختار که می�شود

به وابسته ١-پوشش + ε یک ،Rd در نقطه n از P مجموعه�ي هر براي و ε > ٠ هر براي ([1]) 1.4.5 قضیه
O(logd n) آن درجه�ي بیش�ترین و O(n/εd−١) آن اندازه�ي است: خواص این داراي که دارد وجود حرکت

حرکت مسیرهاي که فرض این تحت و شد خواهد واقع تاییدیه O(١/εd−١) در نقطه هر آن بر علاوه است.

هر است. O(n٢/εd−١) شوند پردازش باید که رویدادهایی تعداد هستند، محدود درجه�ي از شبه�جبري نقاط

O((n/εd−١) logd n) به که کمکی داده�ي ساختمان یک از استفاده با ،O(logd+١ n) زمان در می�تواند رویداد
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دارد. نیاز زمان O(log n/εd−١) به تنها نیز پرواز طرح یک به�روزرسانی شود. پردازش دارد، نیاز حافظه
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6 فصل

نتیجه�گیري



مفهوم دو این ترکیب و هندسی پوشش�هاي حرکت، به وابسته ساختارهاي مطالعه�ي پایان�نامه، این از هدف

کاربردهایی خاطر به پوشش�ها نوع این مطالعه�ي اهمیت بود. کارا حرکتی به وابسته پوشش�هاي داشتن براي

دارند. ما امروز دنیاي در غیره) و بی�سیم همراه، شبکه�هاي جمله (از متحرك شبکه�هاي که است

که فرض این تحت Rd فضاي در نیز و صفحه در جدیدي حرکت به وابسته پوشش�هاي پایان�نامه این در

داراي پوشش�ها این شدند. معرفی هستند، محدود درجه�ي از شبه�جبري حرکت مسیرهاي داراي پوشش نقاط

وابسته ساختارهاي کیفیت ارزیابی معیارهاي مهم�ترین بودن دارا بر علاوه و هستند نقاط تعداد از خطی اندازه�ي

تعداد که هستند ε+١-پوشش�هایی اولین که دارند نیز را بارز ویژگی این پاسخ�گویی، و کارایی یعنی حرکت، به

نیست. وابسته هم از نقاط پراکندگی میزان به آن�ها، پاسخ�گویی زمان و رویدادها

ارائه پوشش اما هستند، بالا در شده ذکر خواص داراي 5 و 4 فصل در شده معرفی پوشش دو هرچندکه

براي و است جامع�تر این�که: جمله از دارد، 4 فصل در شده ارائه پوشش به نسبت برتري�هایی 5 فصل در شده

کم�تر نیز ε به آن وابستگی و است محلی پوشش حرکت به وابسته ساختار است، (d ≥ ٢) Rd فضاي در نقاط

است.

وزن از می�تواند آ�ن�ها وزن متاسفانه، اما دارند، را نظر مورد ویژگی�هاي و معیارها مهم�ترین پوشش�ها این

شود. بیش�تر خیلی می�شود، داده نشان wt(MST (P )) نماد با که ،P نقاط مجموعه کمینه�ي پوشاي درخت

O(wt(MST (P ))) مرتبه�ي از آن کل وزن که کارا حرکت به وابسته ١-پوشش� + ε یک معرفی بنابراین

می�ماند. باقی آینده تحقیقاتی کارهاي براي مسئله�اي عنوان به باشد،
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انگلیسی به فارسی واژه�نامه

Join . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الحاق
Size . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اندازه
On-line . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بر-خط
Largest empty circle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خالی دایره�ي بزرگ�ترین
Responsiveness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پاسخ�گویی
Full . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پر
Spread . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پراکندگی
Query . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرسش
Spanner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پوشش
Upper envelope . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بالایی پوشش
Lower envelope . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایینی پوشش
Diamond-Delaunay spanner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لوزي-دلونی پوشش
Kinetic spanner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حرکت به وابسته پوشش
Pruned spanner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده هرس پوشش
Geometric spanner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هندسی پوشش
Plane sweep . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صفحه� پیمایش
Ackermann function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آکرمان تابع
Convex distance function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدب فاصله�ي تابع
Configuration function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وضعیت تابع
Dilation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاخیر
Certificate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاییدیه
Cone-Separated Pairs Decomposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مخروط-مجزا جفت�هاي تجزیه�ي
Lexicographically order . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الفبایی ترتیب
Topological change . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توپولوژیکی تغییر
Maximal subdivision . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماکسیمال تقسیم�بندي
Split . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جداسازي
Edge flip . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یال چرخش
Pseudo algebraic motions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبه�جبري حرکت�هاي
Well connected . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اتصال خوش
Degree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درجه
Skeleton tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اسکلت درخت
Range tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدوده� درخت
Rank-based range tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رتبه اساس بر محدوده درخت
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Tournament tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسابقه درخت
Davenport-Schinzel sequence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داونپورت-شینزل دنباله�ي
Hull vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غشا رأس
Range searching techniques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدوده جستجوي روش�هاي
Event . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رویداد
External event . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خارجی رویداد
Internal event . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داخلی رویداد
Canonical subset . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کانونی زیرمجموعه�ي
Kinetic data structure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حرکت به وابسته داده�ي� ساختمان
Geometric network . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هندسی شبکه�ي
Event queue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رویداد صف
Stretch factor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کشش ضریب
Scale factor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معیار ضریب
Flight plan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرواز طرح
Convex hull . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدب غشاي
Inactive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیرفعال
Compactness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فشردگی
Active . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فعال
Dominance wedge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نفوذ قاش
Main diagonal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی قطر
Efficiency . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کارایی
Euclidean graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اقلیدسی گراف
Delaunay graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دلونی گراف
Dual graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوگان گراف
Expanding waves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موج�ها گسترش
Triangulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثلث�بندي
Delaunay Triangulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دلونی مثلث�بندي
Legal triangulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجاز مثلث�بندي
Convex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدب
Locality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داده�ها بودن محلی
Canonical cones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کانونی مخروط�هاي
Kinetic tournament . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حرکت به وابسته مسابقه�ي
Path . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسیر
Single path . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انفرادي مسیر
Bisector . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منصف
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Closest pair . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جفت نزدیک�ترین
Voronoi diagram . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ورنوي نمودار
Kinetization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کردن حرکت به وابسته
Weight . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وزن
General Position . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عمومی وضعیت
Pruning . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هرس
Max heap . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیشینه هرم
Kinetic heap . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حرکت به وابسته هرم
Homeomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همومورفیسم
Homeomorphic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همومورفیک
Interior edge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داخلی یال
Hull edge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غشا یال
Non-corner edge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیرگوشه یال
Illegal edge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیرمجاز یال
Corner edge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گوشه یال
Representative edge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نماینده یال
Non-crossing edges . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نامتقاطع یال�هاي
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فارسی به انگلیسی واژه�نامه

Ackermann function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آکرمان تابع
Active . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فعال
Bisector . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منصف
Canonical subset . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کانونی زیرمجموعه�ي
Canonical cones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کانونی مخروط�هاي
Certificate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاییدیه
Closest pair . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جفت نزدیک�ترین
Configuration function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وضعیت تابع
Compactness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فشردگی
Cone-Separated Pairs Decomposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مخروط-مجزا جفت�هاي تجزیه�ي
Convex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدب
Convex distance function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدب فاصله�ي تابع
Convex hull . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدب غشاي
Corner edge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گوشه یال
Davenport-Schinzel sequence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داونپورت-شینزل دنباله�ي
Degree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درجه
Delaunay graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دلونی گراف
Delaunay Triangulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دلونی مثلث�بندي
Diamond-Delaunay spanner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لوزي-دلونی پوشش
Dilation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاخیر
Dominance wedge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نفوذ قاش
Dual graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوگان گراف
Edge flip . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یال چرخش
Efficiency . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کارایی
Euclidean graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اقلیدسی �گراف
Event . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �رویداد
Event queue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رویداد �صف
Expanding wave . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موج �گسترش
External event . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خارجی رویداد
Flight plan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرواز �طرح
Full . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �پر
General Position . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عمومی وضعیت
Geometric network . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هندسی شبکه�ي
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Geometric spanner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هندسی پوشش
Homeomorphic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همومورفیک
Homeomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همومورفیسم
Hull edge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غشا یال
Hull vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غشا رأس
Illegal edge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیرمجاز یال
Inactive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیرفعال
Interior edge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داخلی یال
Internal event . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داخلی رویداد
Join . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الحاق
Kinetic data structure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حرکت به وابسته داده�ي� ساختمان
Kinetic heap . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حرکت به وابسته هرم
Kinetic spanner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حرکت به وابسته پوشش
Kinetic tournament . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حرکت به وابسته مسابقه�ي
Kinetization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کردن حرکت به وابسته
Largest empty circle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خالی دایره�ي بزرگ�ترین
Legal triangulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجاز مثلث�بندي
Lexicographically order . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الفبایی ترتیب
Locality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داده�ها بودن محلی
Lower envelope . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایینی پوشش
Main diagonal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی قطر
Max heap . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیشینه هرم
Maximal subdivision . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماکسیمال تقسیم�بندي
Non-corner edge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیرگوشه یال
Non-crossing edges . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نامتقاطع یال�هاي
On-line . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بر-خط
Path . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسیر
Plane sweep . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صفحه� پیمایش
Pruned spanner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده هرس پوشش
Pruning . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هرس
Pseudo algebraic motions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبه�جبري حرکت�هاي
Query . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرسش
Range searching techniques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدوده جستجوي روش�هاي
Range tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدوده� درخت
Rank-based range tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رتبه اساس بر محدوده درخت
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Representative edge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نماینده یال
Responsiveness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پاسخ�گویی
Scale factor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معیار ضریب
Single path . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انفرادي مسیر
Size . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اندازه
Skeleton tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اسکلت درخت
Spanner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پوشش
Split . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جداسازي
Spread . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پراکندگی
Stretch factor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کشش ضریب
Topological change . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توپولوژیکی تغییر
Tournament tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسابقه درخت
Triangulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثلث�بندي
Upper envelope . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بالایی پوشش
Voronoi diagram . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ورنوي نمودار
Weight . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وزن
Well connected . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اتصال خوش
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Abstract

In this thesis, we study 1 + ε-spanners for a set of n points in the plane and in d-

dimensional Euclidean space that can be maintained efficiently as the points move. The

kinetic spanner in the plane has sizeO(n/ε2). Assuming the trajectories of the points can be

described by polynomials whose degrees are at most s, the number of events is O(n2β(n))

(β(n) grows slower than logarithmic functions), and at each event the spanner can be up-

dated in O(1) time. The kinetic spanner in Rd has size O(n/εd−1) and maximum degree

O(logd n). Assuming that the trajectories of the points can be described by bounded-degree

polynomials, the number of events is O(n2/εd−1), and using a supporting data structure of

sizeO((n/εd−1) logd n), we can handle events in timeO(logd+1 n). Moreover, the spanner

can be updated in time O(log n/εd−1) if the flight plan of a point changes. These spanners

are the first kinetic spanners whose performance does not depend on the spread of the point

set.
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