




یزد دانشͽاه

ریاضͬ دانشͺده�ی

کامپیوتر علوم گروه

پایان�نامه

ارشد کارشناسͬ درجه دریافت برای
کامپیوتر علوم

بهینه مستطیل��های کردن پیدا برای تطبیقͬ روش�های
مسطح

راهنما: استاد

فرشͬ محمد دکتر

مشاور: استاد

نژاد هاشمͬ مهدیه دکتر

پژوهش�گر:

پور خادم هادی

١٣٩٢ شهریور





ناشͬ نوآوری�های و ابتͺارات مطالعات، نتایج بر مترتب معنوی و مادی حقوق کلیه�ی
از استفاده هرگونه و است یزد دانشͽاه به متعلق پایان�نامه/رساله این موضوع تحقیق از
ثبت اختراع، ثبت فنͬ، دانش تولید برای پایان�نامه/رساله این از عملͬ و علمͬ نتایج
در مقاله ارائه و اقتباس و ترجمه نسخه�برداری، تͺثیر، و چاپ همچنین هنری، بدیع اثر
یزد دانشͽاه کتبͬ موافقت به منوط پایان�نامه/رساله این از علمͬ مجلات و سمینارها

است.





به تقدیم

عزیزم مادر و پدر

آموختند. من به را اندیشیدن درست که کسانͬ همه و





سپاس�گزاری

تا داشت ارزانͬ من بر را گرامͬ اساتید شاگردی فرصت و کرد رهنمون دانش راه به مرا که را خدا سپاس

باشند. جهلم ͬͺتاری بر چراغͬ

بر جدیدی افق�های که پژوهش، این راهنمای استاد فرشͬ، محمد دکتر آقای جناب بزرگوارم، استاد از

مͬ�نهم. ارج را ایشان رهنمودهای و سپاس�گزارم گشودند، ذهنم پنجره�ی

پژوهشدرخور این مشاور استاد عنوان به نژاد هاشمͬ مهدیه دکتر خانم سرکار راهنمایͬ�های و همراهͬ

است. تشͺر و تقدیر

کمال بوده�اند دانش فراگیری راه در من مشوق بزرگ�ترین که پدرم و ͬͽهمیش پشتیبان که مادرم از

مͬ�شمارم. غنیمت را عزیزان این مهر بͬ�کران دریای از قطره هر جبران توفیق و دارم را امتنان و سپاس





چͺیده

هر به که f امتیازدهͬ تابع ͷی و مختصات محور دو صفحه، در نقطه n شامل P مجموعه کنید فرض

عبارت مسطح بهینه مستطیل مسأله است. شده داده مͬ�دهد، نسبت حقیقͬ مقدار ͷی P از زیرمجموعه�

را f (H ∩ P) مقدار که طوری به مختصات) محورهای با (هم�تراز H مستطیل ͷی کردن پیدا از است

که g متغیره دو ترکیب تابع یعنͬ گرفته�ایم. نظر در تجزیه�پذیر و یͺنوا تابعͬ را f مسأله، در ما کند. بیشینه

A از {A١, Aبخش{٢ هر و P زیرمجموعه A هر برای که قسمͬ به دارد وجود است یͺنوا متغیر دو هر در

مسطح بهینه مستطیل مسأله برای حل راه ͷی پایان�نامه این در . f (A) = g( f (A١), f (A٢)) باشیم: داشته

باشد، انجام قابل مختصاتͬ مقایسه و امتیاز ترکیب O(n٢ log n) در حالت بدترین در که مͬ�کنیم بررسͬ

نتیجه ͷی است. کم�تر بسیار مسأله برای مختلف اقدامات توسط شده تعریف موارد از دیͽر رده�های در و

همراه درج و حذف از که MCSاست Splay درخت پویای کاملا́ داده ساختمان پژوهش، این از جانبͬ

است. قبلͬ نتایج بهبود اساس بر نتایج این که مͬ�کند، پشتیبانͬ پویا انͽشت خاصیت با
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علم آغاز از است. بوده برخوردار ویژه�ای جایͽاه از بهینه�سازی بحث مهندسͬ و علوم در همیشه

ͷی آوردن دست به رو این از است. آمده شمار به توجه قابل و پرکاربرد اشͺال از ͬͺی مستطیل هندسه،

آوردن دست به محاسباتͬ هندسه علم در باشد. کارامد بسیار مͬ�تواند قبول قابل شرایطͬ با بهینه مستطیل

آن حل برای خوب شروع ͷی عنوان به مسأله شرایط به توجه با مسائل از بسیاری در بهینه مستطیل ͷی

مورد مطلوب مستطیل ͷی مͬ�تواند نیز کاربردی مسائل از بسیاری در همچنین مͬ�آید. حساب به مسأله

که کرد یاد دیجیتال نقشه�کشͬ در محاسباتͬ هندسه کاربرد از مͬ�توان مثال عنوان به گیرد. قرار استفاده

مͬ�باشد. مستطیلͬ منطقه�های کوچ�ͷترین دیجیتال، کشͬ نقشه� در محاسباتͬ هندسه از استفاده

مسأله شرح ١.١

داریم. نیاز تعریف چند به مسأله شرح برای

بر نقطه�ایͬ دو هیچ اگر گوییم کل١ͬ موقعیت در را صفحه در مجزا نقاط از مجموعه ͷی .١.١.١ تعریف

باشد. نداشته قرار مختصات محور با موازی خطͬ روی

باشیم: داشته اگر گوییم A از بخش ͷی را {A١, A٢} بͽیرید، نظر در را A مجموعه .٢.١.١ تعریف

A = A١ ∪ A٢

و

A١ ∩ A٢ = ∅.

نسبت حقیقͬ مقدار ͷی P از زیرمجموعه هر به که را f تابع نقاط، از P مجموعه برای .٣.١.١ تعریف

مجموعه زیر A هر برای که قسمͬ به باشد موجود g متغیره دو تابع اگر گوییم [٩،٣] تجزیه�پذیر٢ مͬ�دهد،

باشیم: داشته A از {A١, Aبخش{٢ هر و P

f (A) = g( f (A١), f (A٢)),

گوییم. f تابع با متناظر ترکیب تابع را g تابع

١General position
٢Decomposable

٢



مسأله شرح

پایه ͷی تشͺیل که y و x محور دو هستند، کلͬ موقعیت در که را مسطح نقطه n از متشͺل P مجموعه

اگر گوییم یͺنوا را تجزیه�پذیر تابع ͷی بͽیرید. نظر در را f یͺنوای تجزیه�پذیر تابع و مͬ�دهند صفحه برای

مͬ�توانیم مسأله کلیت رفتن دست از بدون باشد. یͺنوا خود آرگومان دو هر نسبت آن با متناظر ترکیب تابع

از منظور f یͺنوای و تجزیه�پذیر تابع به توجه با دهیم. گسترش f (p) = f ({p}) صورت به P به را f تابع

را f (H ∩ P) مقدار که است مختصات محور موازی اضلاع با H مانند مستطیلͬ بهینه، مسطح مستطیل

تابع و برسانیم حداکثر به را f مͬ�خواهیم که مͬ�کنیم فرض مسأله، کلیت رفتن دست از بدون کند. بهینه

یابد). افزایش تابع اندازه آرگومانش، افزایشهر (با یابد افزایش آرگومانش دو در g یعنͬ آن با متناظر ترکیب

از ساده مثال ͷی مͬ�باشد. خوش�تعریف تهͬ مجموعه برای ، f تابع تجزیه�پذیری، و یͺنوایͬ به توجه با

از: عبارتند دیͽر های نمونه است. مستطیل در موجود نقاط تعداد شمارش یͺنوا، تجزیه�پذیر توابع چنین

گرفتن نظر در و موجود؛ نقاط وزن جمع موجود؛ قرمز و آبͬ نقاط تعدادی بین آبͬ، نقاط تعداد شمارش

است. موجود نقاط وزن حداکثر

تاریخچه ٢.١

زیرآرایه مسأله است. [١٧] بیشینه١ زیرآرایه مسأله مسطح، بهینه مستطیل مسأله خاص حالت�های از ͬͺی

اعداد آرایه�ی ͷی در زیرآرایه�ای کردن پیدا هدف آن، در که است رایانه علوم در معروف مسأله ͷی بیشینه

عنوان به باشد). مثبت عدد ͷی شامل باید کم دست آرایه (این دارند را جمع حاصل بزرگ�ترین که است

که [۴,−١, ٢, ١] زیرآرایه از است عبارت مسأله پاسخ [−٢, ٣−,١, ۴,−١, ٢, ١,−۵, ۴] آرایه در مثال،

سوئدی ریاضͬ�دان گرناندر٢ الف توسط ١٩٧٧ سال در بار نخستین مسأله این دارد. ۶ برابر جمعͬ حاصل

موجود الͽوهای در بیشینه درست�نمایͬ تخمین برای ساده مدل ͷی عنوان به و براون دانشͽاه استاد و

ͷی شد موفق ملون ͬͽکارن دانشͽاه از کادان٣ جͬ سال، چند از پس تنها شد. ارائه دیجیتال تصاویر در

توسط ١٩٨۴ سال در خالͬ جعبه�ی بزرگ�ترین مسأله برای دهد. ارائه مسأله این حل برای خطͬ الͽوریتم

١Maximum subarray problem
٢Ulf Grenander
٣Jay Kadane

٣



n خالͬ جعبه�ی بزرگ�ترین مسأله در شد. ارائه الͽوریتمͬ [٣] ل٣ͬ تاس در و سو٢ لیان ون ، نمد١ آمنون

کنیم پیدا را آن درون مستطیل بزرگ�ترین که است این هدف و شده�اند محصور مستطیل ͷی درون نقطه

و O(n٢) حالت بدترین در شده ارائه الͽوریتم زمانͬ پیچیدگͬ نباشد. آن درون نقطه�ای هیچ که طوری به

دریس ، چزل۴ برناد توسط مسأله این ١٩٨۶ سال در آن از پس مͬ�باشد. O(n log٢ n) آن انتظار مورد زمان

بزرگ�ترین مسأله برای ٢٠٠٣ سال در شد. حل O(n log٣ n) قطعͬ زمان در [۴] لͬ تاس در و دیول۵

شرح بدین مسأله صورت دادند، ارائه الͽوریتمͬ [١٣] ٧ͷندای هایل ͷم و لیو۶ ͹یان خالͬ مستطیل

جعبه�ای دنبال به باشد. شده افراز X− و X+ توسط و باشد �d فضای در نقطه n که کنید فرض است:

شده ارائه الͽوریتم باشد. (B ∩ X−) = ∅ که طوری به کند بیشینه را B ∩ X+اندازه که هستیم B مانند

مهم مسأله ͷی است. X+ مجموعه اندازه با برابر s آن در که مͬ�باشد O(s٢ log s) زمانͬ پیچیدگͬ دارای

͹رن دو نقاط ͷیͺتف مسأله شده، استفاده مسطح بهینه مستطیل مسأله حل در نوعͬ به نیز آن تعمیم از که

رن�͹های با نقطه n از مجموعه�ای S کنید فرض است: گونه بدین مسأله صورت است. مستطیل دو به

مستطیل دو با بتوان را نقاط مانده باقͬ که طوری به است محدودی نقاط حذف هدف �باشد. قرمز و آبͬ

مستطیل هر و قرمز، نقاط شامل دیͽری و آبͬ نقاط شامل مستطیل ͷی که �طوری به پوشاند هم، موازی�

سال در O(n٢ log n) زمانͬ پیچیدگͬ با الͽوریتمͬ مسأله این برای باشند. ͹رن ͷی با نقاط تنها دارای

.[٧] است شده ارائه همͺارانش و کورتس٨ توسط ٢٠٠٩

مفاهیم ٣.١

مͬ�پردازیم. مسطح بهینه مستطیل مسأله حل برای نیاز مورد مفاهیم بررسͬ به بخش این در

١A. Naamad
٢W. L. Hsu
٣D. T. Lee
۴B. Chazelle
۵R. L. Drysdale
۶Y. Liu
٧M. Nediak
٨C. Cortés

۴



نقاط دسته�بندی ١.٣.١

به توجه با بخش این در است. تعریف قابل تهͬ مجموعه برای f تابع که شد گفته ١.١ بخش در

کرد. خواهیم تقسیم�بندی مختلفͬ دسته��های به را نقاط مجموعه ، f تابع بودن یͺنوا و تجزیه�پذیری

این غیر در باشد، f (p) > f (∅) اگر گوییم مثبت نقطه ͷی را P مجموعه از p نقطه .١.٣.١ تعریف

گوییم. منفͬ نقطه ͷی را p نقطه صورت

ترکیب تابع که g تابع یͺنوایͬ به توجه با آنͽاه باشد مثبت نقطه ͷی p اگر که کنید توجه .٢.٣.١ مشاهده

داشت: خواهیم مͬ�باشد، f با متناظر

f (A ∪ {p}) = g( f (A), f (p)) > g( f (A), f (∅)) = f (A).

شامل که A مانند P از زیرمجموعه هر برای اگر تنها و اگر است مثبت نقطه ͷی p نقطه .٣.٣.١ نͺته

باشیم: داشته نیست، p نقطه

f (A ∪ {p}) > f (A).

را نوار١ ابتدا کار این برای کنیم، بندی تقسیم منفͬ و مثبت منطقه�های به را P مجموعه مͬ�توانیم

مͬ�کنیم. تعریف

را باشد شده محصور مختصات محورهای از ͬͺی با موازی خط دو توسط که منطقه�ای .۴.٣.١ تعریف

گوییم. نوار ͷی

کرد. خواهیم تقسیم�بندی منفͬ و مثبت نوارهای به را P نقاط مجموعه بالا تعریف از استفاد با

را، نوار ͷی و باشد، (منفͬ) مثبت نقاط حاوی تنها که است نواری (منفͬ)، مثبت نوار .۵.٣.١ تعریف

باشند. منفͬ) یا (مثبت یͺسانͬ علائم دارای نقاط تمام آن در که گوییم ٢͹رن�ͷت نواری

تطبیقͬ الͽوریتم ٢.٣.١

به توجه با مͬ�تواند که است خاصͬ هدف انجام برای دستورالعمل�ها از مجموعه�ای تطبیق٣ͬ الͽوریتم

دارند را آن توانایͬ تطبیقͬ الͽوریتم�های دهد. وفق جدید شرایط آن با را خود شرایط و محیط تغییرات
١Strip
٢Monochromatic stripe
٣Adaptive algorithm

۵



تنظیم هوشمندانه طور به نتیجه بهترین به رسیدن برای را خود فعالیت�های شرایطͬ، بروز صورت در که

را نتایج و دهد انجام خزش اینترنت کل در مͬ�تواند موتور جست�وجو، موتور ͷی در مثال عنوان به نمایند.

بͽیرد. نظر در را کاربر از مشخصͬ پارامترهای ابتدا، در که است ممͺن ولͬ برگرداند متنوعͬ مͺان�های از

یا برگرداند خواهد را فارسͬ نتایج تطبیقͬ الͽوریتم باشد، شده شروع ایران از کاربر شناسایͬ آدرس اگر

کنید. توجه زیر مثال به کرد. خواهد هدایت فارسͬ سایت به را کاربر جست�وجو موتور

بͽیرید. نظر در را زیر درجͬ مرتب�سازی الͽوریتم .۶.٣.١ مثال

Algorithm 1.3.1: InsertionSort(arrayA)
Input: A آرایه .
Output: A شده مرتب آرایه .

1 for i := 1 to length[A] − 1 do
2 value := A[i]؛
3 j := i − ؛1
4 while j >= 0 and A[ j] > value do
5 A[ j + 1] = A[ j]؛
6 j := j − ؛1
7 end
8 A[ j + 1] := value؛
9 end

مͬ�شود. شروع صفر از A آرایه� بالا الͽوریتم در

جهت A آرایه در را جابه�جایͬ کم�ترین که دارد هنͽامͬ را اجرا زمان کم�ترین بالا الͽوریتم کنید دقت

باشد. داده انجام مرتب�سازی

همه تعداد اگر باشد. A[i] > A[ j] و i < j اگر گوییم A آرایه در ͬͽوارون ͷی را (i, j) مرتب زوج

خواهد O(n + d) با برابر بالا الͽوریتم اجرای زمان آنͽاه بͽریم نظر در d برابر را ،A آرایه در وارونͽͬ�ها

زمانͬ به مربوط و است O(n٢) حالت بدترین در همچنان بالا الͽوریتم اجرای زمان که کنید توجه شد.

O(n) حالت بهترین در الͽوریتم اجرای زمان که حالͬ در باشد، O(n٢) مرتبه از وارونͽͬ�ها تعداد که است

مͬ�باشد. تطبیقͬ الͽوریتم ͷترتیبی این به و است وابسته d پارامتر به الͽوریتم این اجرای پسزمان است.

۶



شده سرشͺن تحلیل ٣.٣.١

�داده�ای ساختمان اعمال از سلسله ͷی انجام جهت نیاز مورد زمان محاسبه برای شده١، سرشͺن تحلیل در

گرفته میانͽین اعمال از توالͬ ͷی روی اگر مͬ�شود. گرفته میانͽین شده�اند، انجام که اعمالͬ تمام روی

شده سرشͺن تحلیل از استفاده با اما باشد، هزینه پر توالͬ آن داخل عمل ͷی است ممͺن چند هر شود،

در که میانͽین حالت تحلیل با شده سرشͺن تحلیل است. کم عمل میانͽین هزینه که داد نشان مͬ�توان

بدترین در عمل هر کارایͬ میانͽین شده سرشͺن تحلیل دارد. تفاوت نمͬ�شود گرفته نظر در احتمال آن

مͬ�کند. ضمانت را حالت

طور به شده سرشͺن تحلیل در که را پتانسیل و حسابداری جمعͬ، تحلیل روش سه بخش، این در

.[۶] مͬ�دهیم توضیح مͬ�شوند، استفاده رایج

جمعͬ تحلیل

در را T (n) زمان مجموع، در عمل n از توالͬ ͷی nها، تمام ازای به که مͬ�دهیم نشان جمع٢ͬ تحلیل در

هر برای شده سرشͺن٣ هزینه یا میانͽین، هزینه حالت، بدترین در بنابراین مͬ�کند. صرف حالت بدترین

که وقتͬ حتͬ مͬ�رود. کار به عمل هر برای شده سرشͺن هزینه این که کنید توجه است. T (n)
n برابر عمل

باشد. داشته وجود توالͬ در عمل نوع چندین

است خالͬ ابتدا در که s پشته روی Multipop(k) و pop ،push عمل n از مجموعه�ای .٧.٣.١ مثال

باشد، پشته در عنصر k از کمتر اگر و مͬ�کند pop پشته از عنصر k ،Multipop(k) (عمل ایم داده انجام

عمل n ولͬ باشد O(k) است ممͺن Multipop(k) هزینه که است درست مͬ�کند). pop را عناصر همه

است. O(١) برابر شده سرشͺن صورت به عمل هر هزینه پس دارند O(n) هزینه هم روی فوق عملیات از

روشحسابداری

اختصاصمͬ�دهیم، متفاوتͬ هزینه�های متفاوت عمل�های به شده، سرشͺن تحلیل از روشحسابداری۴ در

آن�ها واقعͬ هزینه به نسبت کم�تری هزینه تعدادی به و بیش�تر هزینه اعمال از تعدادی به که طوری به

١Amortized analysis
٢Aggregate analysis
٣Amortized cost
۴Accounting method

٧



نامیده عمل آن شده سرشͺن هزینه مͬ�دهیم، عمل ͷی به که هزینه�ای مقدار مͬ�شود. داده اختصاص

به هزینه اختلاف کند، تجاوز عمل آن واقعͬ هزینه از عمل ͷی شده سرشͺن هزینه که هنͽامͬ مͬ�شود.

جهت مͬ�تواند بعداً موجودی مͬ�یابد. اختصاص داده ساختمان� در مشخص اشیائͬ به موجودی١ عنوان

استفاده مورد است، واقعͬ�شان هزینه از کم�تر آن�ها شده سرشͺن هزینه که اعمالͬ برای پرداخت به ͷکم

موجودی و آن واقعͬ هزینه بین که کرد مشاهده را یͷعمل شده سرشͺن هزینه مͬ�توان بنابراین گیرد. قرار

اعمال تمام آن در که جمعͬ تحلیل با روش این است. شده تقسیم مͬ�شود، استفاده یا شده پرداخت که

است. متفاوت بسیار دارند، یͺسانͬ شده سرشͺن هزینه�های

هزینه�هایسرشͺن با را تحلیل بخواهیم اگر انتخابشوند. دقت به باید اعمال شده هزینه�هایسرشͺن

شده سرشͺن هزینه کل است، کم عمل هر میانͽین هزینه حالت بدترین که دهیم نشان تا دهیم انجام شده

این جمعͬ، تحلیل همانند این بر علاوه باشد. واقعͬ کل هزینه برای بالا حد ͷی باید اعمال از توالͬ ͷی

سرشͺن هزینه و ci با را عمل iامین واقعͬ هزینه اگر باشد. برقرار اعمال توالͬ�های تمام برای باید رابطه

داریم نیاز عمل n از توالͬ�هایͬ تمام برای دهیم، نشان ĉi با را عمل iامین شده
n∑

i=١

ĉi ≥
n∑

i=١

ci (١-١)

هزینه کل و شده سرشͺن هزینه کل بین تفاوت برابر است شده ذخیره داده ساختمان� در که کل موجودی

باید داده ساختمان� به مربوط موجودی کل ،١-١ نامساوی به بنا .
∑n

i=١ ĉi −
∑n

i=١ ci یا است، واقعͬ

به کم ارزش پرداخت نتیجه (در باشد منفͬ مͬ�توانست موجودی کل اگر باشد. نامنفͬ زمان�ها همه در

شده سرشͺن هزینه�های کل آنͽاه گیرد) صورت پرداخت آن از پس دوباره که تعهد این با قبلͬ، عمل�های

کل زمان آن تا عمل�ها توالͬ برای و مͬ�بود شده ایجاد واقعͬ هزینه�های کل از کم�تر هنͽام آن در شده ایجاد

موجودی کل تا باشیم مراقب باید بنابرین نمͬ�بود. واقعͬ هزینه کل برای بالا حد ͷی شده سرشͺن هزینه

نشود. منفͬ هرگز داده ساختمان� در

Multipop(k) و pop ،pushعملیات واقعͬ هزینه مͬ�دانیم . بͽیرید نظر در را عملیاتپشته مثال٨.٣.١.

هنͽام پشته در موجود عناصر تعداد s که O(min(k, s)) و O(١) ،O(١) : از است عبارت ترتیب به

مͬ�دهیم: نسبت عملیات�ها به را زیر شده سرشͺن هزینه ما ولͬ است. Multipop فراخوانͬ

١Credit

٨



٢؛ برابر push شده سرشͺن هزینه

٠؛ برابر pop شده سرشͺن هزینه

٠؛ برابر Multipop شده سرشͺن هزینه

١ آن واقعͬ� هزینه مͬ�شود، انجام که push هر کرد. پشتیبانͬ را عملیات از دنباله هر مͬ�توان مقادیر، این با

شده push عنصر در مقدار ١ و مͬ�شود صرف هزینه�اش برای مقدار ١ آن، مقداری ٢ شارژ از پس است،

اگر حال دارند. مقداری ١ اعتبار هستند، پشته در که عناصری تمام پس مͬ�شود. ذخیره اعتبار عنوان به

دریافت مͬ�شود، pop که عنصری اعتبار از را ١ این است، ١ ،pop واقعͬ هزینه چون شود، انجام pop

عمل، n هزینه پس است ثابت Multipop و pop ،push شده سرشͺن هزینه که آنجایͬ از پس مͬ�کند.

است. O(n)

پتانسیل روش

ذخیره داده ساختمان مشخصدر اشیائͬ با که صورتموجودی به پیشپرداختشده از نمایشکار جای به

و پتانسیل انرژی صورت به را شده پرداخت پیش از کار شده، سرشͺن تحلیل از ١ پتانسیل روش مͬ�شود،

جای به پتانسیل شود. آزاد آینده اعمال برای پرداخت جهت مͬ�تواند که مͬ�دهد نمایش «پتانسیل» تنها یا

داده اختصاص داده ساختمان کل به شود، داده اختصاص داده ساختمان داخل در خاص اشیائͬ به که آن

مͬ�شود.

آن روی که مͬ�کنیم شروع D٠ اولیه داده ساختمان ͷی با مͬ�کند. کار زیر صورت به پتانسیل روش

را Di و مͬ�دهیم قرار عمل iامین واقعͬ هزینه را ci ،i = ١, ٢, ..., n هر برای مͬ�شود. انجام عمل n

مͬ�دهیم. قرار مͬ�شود، حاصل Di−١ داده ساختمان روی عمل iامین بارگیری از پس که داده�ای ساختمان

پتانسیل٣ عدد این مͬ�کند. نͽاشت Φ(Di) حقیقͬ عدد ͷی به را Di داده ساختمان هر Φ ٢ پتانسیل تابع

Φ پتانسیل تابع به توجه با عمل iامین به مربوط ĉi شده سرشͺن هزینه است. Di داده ساختمان به مربوط

١Potential method
٢Potential function
٣Potential

٩



مͬ�شود: تعریف زیر صورت به

ĉi = ci + Φ(Di) − Φ(Di−١) (١-٢)

عمل از حاصل پتانسیل افزایش بعلاوه آن واقعͬ هزینه برابر عمل هر شده سرشͺن هزینه بنابراین

با است برابر عمل n کل شده سرشͺن هزینه ،١-٢ معادله به بنا مͬ�باشد.

n∑
i=١

ĉi =

n∑
i=١

(ci + Φ(Di) − Φ(Di−١)) (١-٣)

=

n∑
i=١

ci + Φ(Dn) − Φ(D٠). (۴-١)

کل شده سرشͺن هزینه آنͽاه ،Φ(Dn) ≥ Φ(D٠) که طوری به کنیم تعریف پتانسیل تابع ͷی بتوانیم اگر

مͬ�باشد.
∑n

i=١ ci کل واقعͬ هزینه برای بالا حد ͷی ،
∑n

i=١ ĉi

کنیم تأکید iها تمام برای اگر بنابراین شود. انجام است ممͺن عمل تعداد چه نمͬ�دانیم همواره عمل در

پرداختکرده�ایم. را پیشهزینه از که مͬ�کنیم تضمین روشحسابداری همانند Φ(Dn)آنͽاه ≥ Φ(D٠), که

.Φ(Di) ≥ Φ(D٠) iها، تمام برای دهیم نشان آنͽاه و کنیم تعریف صفر (D٠)Φرا که است مناسب اغلب

سرشͺن هزینه آنͽاه باشد مثبت عمل iامین (١−Di)Φ(Di)−Φاز پتانسیل اختلاف اگر شهودی طور به

اگر مͬ�یابد. افزایش داده ساختمان پتانسیل و مͬ�دهد نشان را عمل iامین به اضافه پرداخت ͷی ĉi شده

و مͬ�دهد نشان را عمل iامین به کم پرداخت ͷی شده، سرشͺن هزینه آنͽاه باشد، منفͬ پتانسیل اختلاف

مͬ�شود. پرداخت پتانسیل کاهش با عمل واقعͬ هزینه

ͬͽبستΦ پتانسیل انتخاب به ١-٣ و ١-٢ معادله�های وسیله به شده تعریف شده سرشͺن هزینه�های

برای بالا حدود همچنان که متفاوت شده سرشͺن هزینه�های به است ممͺن متفاوت پتانسل توابع دارند.

بهترین گیرند؛ انجام مͬ�توانند مبادلاتͬ پتانسیل تابع ͷی انتخاب در اغلب گردد. منجر واقعͬ�اند هزینه�های

دارد. مطلوب زمانͬ حدود به ͬͽبست استفاده جهت پتانسیل تابع

عناصر برابر Φرا پتانسیل تابع ،Multipop(k) و pop ،push پشته عملیات در فرضکنید .٩.٣.١ مثال

از .Φ(D٠) = ٠ داریم است، شروع حالت که ،D٠ خالͬ پشته حالت در کنیم. فرض پشته در موجود

است. Φ(Di) ≥ ٠ = Φ(D٠) همیشه پس است نامنفͬ عددی پشته در موجود عناصر تعداد که آنجایͬ

١٠



حال است. واقعͬ هزینه برای بالا کران ͷی ،Φ تابع به توجه با عمل n برای شده سرشͺن کل هزینه پس

مͬ�آوریم. دست به ،Multipop(k) و pop ،push برای را شده سرشͺن هزینه

آنͽاه: باشد پشته در عنصر s تعداد حاضر حال در و باشد push پشته روی iام عمل اگر

Φ(Di) − Φ(Di−١) = (s + ١) − s = ١

با: است برابر push شده سرشͺن هزینه بنابراین

ĉi = ci + Φ(Di) − Φ(Di−١) = ١ + ١ = ٢

پس است. صفر برابر Multipop(k) و pop شده سرشͺن هزینه که مͬ�شود داده نشان ترتیب همین به

هزینه بالای کران شده سرشͺن هزینه که آنجایͬ از بنابراین است. O(١) عمل هر شده سرشͺن هزینه

است. O(n) برابر عمل n واقعͬ هزینه پس است واقعͬ

درخت�ها ۴.٣.١

مجموعه�ای با درختͬ ساختار ͷی به شبیه که است استفاده پر داده�ای ساختمان درخت، کامپیوتر، علوم در

درخت تاریخچه است. دور بدون و همبند، گرافͬ درخت گراف، نظریه در است. هم به متصل گره�های از

زمان در معینͬ آغاز گراف نظریه سیر ریاضیات، دیͽر شاخه�های برخلاف برمͬ�گردد، گراف تاریخچه به

شد. حل اویلر٢ لئونارد توسط ١٧٣۶ سال در که است کونیͽسبرگ١ پل هفت مسأله آن و دارد مͺان و

قرن ͷی تقریباً مدت به آن از پس اما مͬ�شود. ارائه مسطح گراف�های برای اویلر قضیه ١٧۵٢ سال در

به گراف�ها از خاصͬ نوع کیرشهف٣ گوستاو ،١٨۴٧ سال در گرفت. صورت زمینه این در اندکͬ فعالیت

ͬͺتریͺال جریان برای اُهم قوانین تعمیم هنͽام را مفهوم این کیرشهف داد. قرار بررسͬ مورد را درخت نام

گرفت. به�کار بودند ͬͺتریͺال شبͺه�های حاوی که کاربردهایͬ در

مͬ�باشد: زیر صورت به گره چند یا ͷی از متناهͬ مجموعه درخت۴ .١٠.٣.١ تعریف

است. ریشه نام به خاصͬ گره دارای .١

١Seven Bridges of Königsberg
٢Leonhard Euler
٣Gustav Kirchhoff
۴Tree

١١



ͷی خود مجموعه�ها این از ͷی هر که شده تقسیم T١, ..., Tn مجزا مجموعه n ≥ ٠ به گره�ها بقیه .٢

مͬ�شود. نامیده ریشه زیردرختان T١, ..., Tn و هستند درخت

جلوگیری هم به زیردرخت�ها اتصال گونه هر از مͬ�باشند مجزا هم از T١, ..., Tn که شرط این کنید توجه

مͬ�کند.

دارد. نام آن درجه١ گره ͷی زیردرخت�های تعداد گره: ͷی درجه

مͬ�شود. نامیده پایانͬ گره یا برگ٢ دارند، صفر درجه که گره�هایͬ برگ:

مͬ�شود. نامیده درخت آن درجه درخت، ͷی گره�های درجه� حداکثر درخت: ͷی درجه

بچه�هایش پدر x گره و مͬ�شود نامیده x فرزندهای ،x مانند ریشه�ای گره� با زیردرختان پدر: و فرزند گره

است.

به v١ از مسیر ͷی گره�ها، از v١, ..., vk دنباله باشد. vi−١ فرزند vi ،i = ٢, ..., k ،i هر برای هرگاه مسیر:

است. vk

دارند. وجود گره آن تا ریشه از شده طͬ مسیر در که هستند گره�هایͬ گره، ͷی اجداد گره: ͷی اجداد

ͷی اگر و دارد قرار ͷی سطح در ریشه که مͬ�شود تعریف صورت این به گره ͷی سطح گره: ͷی سطح

هستند. l + ١ سطح در در آن فرزندان آنͽاه باشد l سطح در گره

است. درخت آن گره�های سطح بزرگ�ترین درخت، ͷی عمق یا ارتفاع درخت: ͷی عمق یا ارتفاع

است. مشخصشده آن در زیردرخت�ها ترتیب که است درختͬ مرتب، درخت مرتب: درخت

باشد. k حداکثر آن در گره هر فرزندان تعداد که درختͬ kتایͬ: درخت

دودویͬ درخت

دو و ریشه ͷی شامل گره�ها از محدود مجموعه�ای یا است تهͬ یا دودوی٣ͬ درخت ͷی .١١.٣.١ تعریف

مͬ�شوند. نامیده راست و چپ زیردرخت�های زیردرخت�ها، این است. دودویͬ زیردرخت

مͬ�باشد. مهم زیردرختان ترتیب دودویͬ درخت در که کنید توجه

خود پدر چپ فرزند ریشه، جز به گره هر که است دودویͬ درختͬ چپ، مورب درخت مورب: درخت
١Degree
٢Leaf
٣Binary tree

١٢



درخت که است درختͬ مورب، درخت مͬ�شود. تعریف مشابه صورت به راست مورب درخت است.

باشد. راست مورب درخت یا چپ مورب

درخت پیمایش

ملاقات بار ͷی از بیش را گره�ای که طوری به گره�هاست همه کردن ملاقات درخت، پیمایش از منظور

پیمایش مشابهͬ طرز به را زیردرختانش و گره هر مͬ�خواهیم دودویͬ، درخت ͷی پیمایش هنͽام به نͺنیم.

کنیم.

پیمایش زیر صورت به غیرخالͬ دودویͬ درخت ͷی پیش�ترتیب١ پیمایش روش در پیش�ترتیب: پیمایش

مͬ�شود:

کنید. ملاقات را ریشه -١

کنید. پیمایش پیش�ترتیب روش به را چپ زیردرخت -٢

کنید. پیمایش پیش�ترتیب روش به را راست زیردرخت -٣

پیمایش زیر صورت به غیرخالͬ دودویͬ درخت ͷی پس�ترتیب٢ پیمایش روش در پس�ترتیب: پیمایش

مͬ�شود:

کنید. پیمایش پس�ترتیب روش به را چپ زیردرخت -١

کنید. پیمایش پس�ترتیب روش به را راست زیردرخت -٢

کنید. ملاقات را ریشه -٣

پیمایش زیر صورت به غیرخالͬ دودویͬ درخت ͷی میان�ترتیب٣ پیمایش روش در میان�ترتیب: پیمایش

مͬ�شود:

کنید. پیمایش میان�ترتیب روش به را چپ زیردرخت -١

١Preorder
٢Postorder
٣Inorder

١٣



کنید. ملاقات را ریشه -٢

کنید. پیمایش میان�ترتیب روش به را راست زیردرخت -٣

دودویͬ درختجست�وجوی

نباشد، تهͬ اگر باشد، تهͬ است ممͺن که است دودویͬ درخت نوعͬ دودوی١ͬ، جست�وجوی درخت

است: زیر خصوصیات دارای

در و هستند فرد به منحصر کلیدها است. کلید ͷی دارای گره هر که شده تشͺیل گره تعدادی از •

ندارد. وجود تͺراری کلید درخت

هستند. ریشه گره کلید از کوچͺتر شده�اند، واقع چپ سمت زیردرخت در که کلیدهایͬ تمام •

هستند. ریشه گره کلید از بزرگ�تر شده�اند، واقع راست سمت زیردرخت در که کلیدهایͬ تمام •

هستند. دودویͬ جست�وجوی درختان خود چپ سمت زیردرخت و راست سمت زیردرخت •

یͷدرختجست�وجوی میان�ترتیب پیمایش که مͬ�کند تضمین را ویژگͬ این دودویͬ درختجست�وجوی

جست�وجوی درخت زیردرخت�های که کنید توجه مͬ�دهد. نمایش صعودی ترتیب به را کلیدها دودویͬ،

است. دودویͬ جست�وجوی درخت نیز دودویͬ

دودویͬ درختجست�وجوی در عنصر ͷی جست�وجو

درخت ریشه از ابتدا بیابیم. دودویͬ جست�وجوی درخت در را x کلید با عنصری مͬ�خواهیم کنید فرض

بود. خواهد ناموفق جست�وجو و بوده عنصری هر فاقد درخت باشد، تهͬ درخت ریشه اگر مͬ�کنیم، شروع

باشد، ریشه کلید مقدار از کوچ�ͷتر x اگر مͬ�کنیم. مقایسه ریشه کلید مقدار با را x صورت، این غیر در

آنͽاه باشد ریشه کلید مقدار از بزرگ�تر x اگر مͬ�کنیم. جست�وجو بازگشتͬ صورت به را چپ زیردرخت

مͬ�کنیم. جست�وجو بازگشتͬ صورت به را راست زیردرخت

١Binary search tree

١۴



عمل مͬ�توان آنͽاه باشد، h با برابر دودویͬ جست�وجوی درخت ͷی عمق یا ارتفاع اگر .١٢.٣.١ نͺته

داد. انجام O(h) در را عنصر ͷی برای جست�وجو

دودویͬ درختجست�وجوی به عنصر ͷی کردن اضافه

مͬ�باشد متفاوت موجود عناصر با عنصر این آیا که نمود مشخص ابتدا باید ،x جدید عنصر ͷی درج برای

ما آنͽاه باشد ناموفق جست�وجو اگر کرد. جست�وجو x عنصر برای را درخت باید کار این برای خیر. یا

مͬ�کنیم. درج است کرده پیدا خاتمه جست�وجو که محلͬ در را عنصر

عمل مͬ�توان آنͽاه باشد، h با برابر دودویͬ جست�وجوی درخت ͷی عمق یا ارتفاع اگر .١٣.٣.١ نͺته

داد. انجام O(h) در را درخت این در عنصر ͷی درج

دودویͬ درختجست�وجوی از عنصر ͷی حذف

دارای گره فرزند، ͷی دارای گره (برگ، گره�ای نوع به بسته دودویͬ جست�وجوی درخت از حذف جهت

داریم: حالت سه کنیم، حذف مͬ�خواهیم که فرزند) دو

مͬ�کنیم. حذف را گره فقط برگ: گره حذف (١

مͬ�دهیم. قرار آن جای به را آن فرزند تنها و کرده حذف را گره دارد: فرزند ͷی که میانͬ گره حذف (٢

چپ سمت زیر�درخت در فرزند بزرگ�ترین و کرده حذف را گره دارد: فرزند دو که میانͬ گره حذف (٣

مͬ�دهیم. قرار آن جای به را آن راست سمت زیردرخت فرزند کوچ�ͷترین یا و

که گیرد انجام O(h) در مͬ�تواند دودویͬ جست�وجوی درخت از عنصر ͷی حذف عمل .١۴.٣.١ نͺته

است. دودویͬ جست�وجوی درخت عمق یا ارتفاع h آن در

ا˚ی.�وی�.ا˚ل درخت ۵.٣.١

و ٢ͬͺادلسون-ولس ماکسیموویچ جرجͬ نام�های به آن مخترع دو نام�های اول از ا˚ی.�وی�.ا˚ل١ درخت عنوان

سازماندهͬ برای الͽوریتم ͷی» موضوع با ١٩۶٢ سال در را خود مقاله که لندیس٣، میخائیلوویچ اوگنͬ

�است. شده گرفته کردند، منتشر اطلاعات»
١ AVL Tree
٢Georgy Maximovich Adelson-Velsky
٣Evgenii Mikhailovich Landis

١۵



غیرتهͬ دودویͬ درخت ͷی T اگر است. متوازن ارتفاع نظر از تهͬ دودویͬ درخت ͷی تعریف٣.١.١۵.

اگر: فقط و اگر است ارتفاع نظر از متوازن درخت ͷی T آنͽاه باشد، TR و TL راست و چپ زیردرختان با

هستند. TR و TL ارتفاع ترتیب به hR و hL آن در که ،|hL − hR| ≤ ١ باشیم داشته .١

باشند. متوازن ارتفاع نظر از TR و TL .٢

و چپ زیردرخت ارتفاع تفاضل اگر فقط و اگر است متوازن ارتفاع نظر از T درخت ساده�تر بیان به

باشند. متوازن آن راست و چپ زیردرخت دو همچنین و باشد ١ مساوی یا کوچͺتر آن راست

عمل هر از بعد خودکار طور به اگر گوییم خودمتوازن١ درخت ͷی را T دودویͬ درخت .١۶.٣.١ تعریف

بماند. باقͬ متوازن ارتفاع نظر از درخت درخت، در اضافه یا حذف

باشد. خودمتوازن که است دودویͬ جست�وجوی درخت ͷی ا˚ی.�وی�.ا˚ل درخت .١٧.٣.١ تعریف

زیردرخت ارتفاع از زیردرختچپگره ارتفاع صورتتفاوتبین به گره هر توازن فاکتور تعریف١٨.٣.١.

گرفته نظر در متوازن�شده گره صورت به -١ و ٠ ،١ توازن فاکتور با گره هر و مͬ�شود تعریف گره آن راست

مͬ�شود.

نیاز نتیجه در و مͬ�شود تلقͬ نامتوازن گره ͷی ،-١ و ٠ ،١ از غیر دیͽری توازن فاکتور هر با گره ͷی

طریق از یا و شده ذخیره گره در مستقیم صورت به یا توازن فاکتور مͬ�باشد. درخت مجدد کردن متوازن به

مͬ�شود. محاسبه آن زیردرختان ارتفاع

است. -١ یا ٠ ،١ با برابر ا˚ی.�وی�.ا˚ل درخت در گره هر توازن فاکتور .١٩.٣.١ نͺته

ا˚ی.�وی�.ا˚ل درخت چرخش�های

درخت در یا حذف درخت از عنصری (مثلا́ مͬ�خورد هم به درخت توازن که مواقعͬ ا˚ی.�وی�.ا˚ل درخت در

شود. متوازن درخت تا داریم درخت در چرخش به نیاز مͬ�شود نامتوازن درخت و شود) درج

پرداخت: خواهیم آن�ها به زیر در که داریم چرخش نوع چهار ا˚ی.�وی�.ا˚ل درخت در
١Self-balancing

١۶



q

p

۱

۲

h + ۱

h

h

q

p

h + ۱ h h

۱ زیردرخت

۲ زیردرخت

۳ زیردرخت

۱ ۲زیردرخت ۳زیردرخت زیردرخت

۰

۰

.LL چرخش :١.١ شͺل

چپ، زیردرخت به گره�ای کردن اضافه با که بͽیرید نظر در را حالتͬ مثال عنوان به :LL چرخش .١

همان مͬ�کنیم. استفاده چرخش این از حالت این در شود نامتوازن گره آن گره، ͷی چپ فرزند

آن راست زیردرخت ارتفاع از p گره چپ زیردرخت ارتفاع مͬ�شود دیده ١.١ شͺل در که گونه

LL چرخش با و است داده دست از را خود توازن p گره در درخت اين پس است، بيشتر واحد ٢

توازن فاکتور دهنده نشان� q و p گره�های روی (اعداد مͬ��گردد متوازن دوباره ١.١ شͺل مطابق

مͬ�باشد). آن�ها

مͬ�کنیم: عمل زیر صورت به ١.١ شͺل به توجه با LL چرخش برای واقع در

q گره راست زیردرخت سپس و داده قرار q گره راست زیردرخت برابر را p گره چپ زیردرخت

مͬ�دهیم. قرار p ریشه با زیردرخت برابر را

راست، زیردرخت به گره�ای کردن اضافه با که بͽیرید نظر در را حالتͬ مثال عنوان به :RR چرخش .٢

توجه با مͬ�کنیم. استفاده چرخش این از حالت این در شود نامتوازن گره آن گره، ͷی راست فرزند

پس است، بيشتر واحد ٢ آن زیردرختچپ ارتفاع از p گره راست زیردرخت ارتفاع ٢.١ شͺل به

دهیم. انجام RR چرخش p گره حول باید و داده دست از را خود توازن p گره در درخت اين

١٧
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۱

۲
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h
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۱ زیردرخت

۲ زیردرخت

۳ زیردرخت
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h + ۱hh

۱ زیردرخت ۲ زیردرخت
۳ زیردرخت

۰

۰

.RR چرخش :٢.١ شͺل

مͬ�کنیم: عمل زیر صورت به ٢.١ شͺل به توجه با RR چرخش برای واقع در

را q گره چپ زیردرخت سپس و داده قرار q گره چپ زیردرخت برابر را p گره راست زیردرخت

مͬ�دهیم. قرار p ریشه با زیردرخت برابر

زیردرخت به گره�ای کردن اضافه با که بͽیرید نظر در را حالتͬ ٣.١ شͺل همانند :RL چرخش .٣

استفاده چرخش این از حالت این در شود نامتوازن گره آن گره، ͷی راست فرزند چپ، فرزند چپ،

بيشتر واحد ٢ آن چپ زیردرخت ارتفاع از ٣.١ شͺل در p گره راست زیردرخت ارتفاع مͬ�کنیم.

p گره حول RL چرخش با درخت حالت اين در دارد. تفاوت RR چرخش با حالت اين است،

مͬ�گردد. متوازن دوباره

مͬ�کنیم: عمل زیر صورت به ٣.١ شͺل به توجه با RL چرخش برای واقع در

زیردرخت برابر را q گره چپ زیردرخت ،s گره چپ زیردرخت برابر را p گره راست زیردرخت

راست زیردرخت سپس و p گره ریشه با زیردرخت برابر را s گره چپ زیردرخت ،s گره راست

مͬ�دهیم. قرار q گره ریشه با زیردرخت برابر را s گره

زیردرخت به گره�ای کردن اضافه با که بͽیرید نظر در را حالتͬ ۴.١ شͺل همانند :LR چرخش .۴
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.RL چرخش :٣.١ شͺل

چرخش این از حالت این در شود نامتوازن گره آن گره، ͷی چپ فرزند راست، فرزند راست،

٢ آن راست زيردرخت ارتفاع از P گره چپ زيردرخت ارتفاع ۴.١ شͺل در مͬ�کنیم. استفاده

LR چرخش با درخت حالت اين در دارد. تفاوت LL چرخش با حالت اين است، بيشتر واحد

مͬ�گردد. متوازن دوباره

مͬ�کنیم: عمل زیر صورت به ۴.١ شͺل به توجه با LR چرخش برای واقع در

چپ زیردرخت برابر را q گره راست زیردرخت ،s گره راست زیردرخت برابر را p گره چپ زیردرخت

برابر را s گره چپ زیردرخت سپس و p گره ریشه با زیردرخت برابر را s گره راست زیردرخت ،s گره

مͬ�دهیم. قرار q گره ریشه با زیردرخت

نیاز مورد چرخش تشخیصنوع ͬͽونͽچ

را داریم اختیار در که نامتوازنͬ درخت تا کنیم اعمال باید چرخشͬ نوع چه دهیم تشخیص که این برای

توازن زدن هم بر عامل سمت به خورده هم به آن توازن که گره�ای از باید کنیم، تبدیل متوازن درخت به

نوع دهنده نشان اول حرکت دو کنیم. حرکت است) خورده هم به توازن و کرده�ایم درج جدیدی گره (مثلا́

کنید. توجه زیر مثال به بهتر فهم برای است. چرخش
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.LR چرخش :۴.١ شͺل
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ا˚ی.�وی�.ا˚ل. درخت در نیاز مورد چرخش نوع :۵.١ شͺل

همان مͬ�خورد. هم به p گره توازن درخت در s گره درج با بͽیرید، نظر در را ۵.١ شͺل .٢٠.٣.١ مثال

سمت به ندارد توازن که گره�ای سمت (از مͬ�کنیم حرکت پیͺان�ها به توجه با مͬ�بینید، شͺل در که طور

است، چپ سمت به اول حرکت دو s گره سمت به p گره از رفتن برای است). نامتوازنͬ عامل که گره�ای

مͬ�باشد. LL نوع از چرخش بنابرين
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ا˚ی.�وی�.ا˚ل درخت در عملیات

درخت�هایجست�وجوی در استکه عملیاتͬ همان شامل متوازن درخت�های در عملیاتاساسͬ کلͬ طور به

خواهد چرخشدرخت بار چند یا ͷی فراخوانͬ صورت به تغییرات و اصلاحات اما مͬ�شود، انجام دودویͬ

بود.

ا˚ی.�وی�.ا˚ل درخت از حذف و درج

که باشد گونه�ای به آن از حذف و درج باید پس است متوازن صورت به همواره ا˚ی.�وی�.ا˚ل درخت چون

بماند. باقͬ متوازن درخت و نزند هم بر را درخت توازن

درخت در درج همانند را کنیم درج مͬ�خواهیم که را گره�ای مͺان باید ابتدا ا˚ی.�وی�.ا˚ل درخت در درج برای

بررسͬ ریشه تا را جدید گره پدر گره مسیر و درج درخت در را آن سپس کنیم، پیدا دودویͬ جست�وجوی

چرخش از پس مͬ�دهیم. انجام را لازم چرخش آن روی بود، خورده هم به توازنش که گره�ای هر و کرده

زیرا مͬ�باشد. O(log n) مرتبه از درج برای لازم هزینه مͬ�کنیم. طͬ گره�ها توازن بررسͬ برای را مسیر ادامه

مͬ�شود. انجام ثابت زمان در چرخش هر و است متوازن درخت

سپس کنیم. پیدا را کنیم حذف مͬ�خواهیم که را گره�ای باید ابتدا ا˚ی.�وی�.ا˚ل درخت از حذف برای

بالا (از نظر مورد گره تا ریشه از ترتیب به را شود حذف باید که گره�ای تا ریشه مسیر در که گره�هایͬ تمام

آنͽاه باشد فرزند دو دارای کنیم حذف مͬ�خواهیم که گره�ای اگر و مͬ�کنیم ذخیره پشته�ای در را پایین) به

حذف همانند آن از پس مͬ�کنیم. ذخیره پشته در نیز را جایͽزین گره تا شونده حذف گره مسیر در گره�های

گره�ها آخر مرحله در مͬ�کنیم، حذف را نظر مورد گره و مͬ�کنیم عمل دودویͬ جست�وجوی درخت از

را نظر مورد چرخش نیاز، صورت در و مͬ�کنیم بررسͬ را آنها توازن فاکتور و مͬ�کنیم pop پشته از را

بازیابͬ و جست�وجو برای لازم هزینه�های جمع برابر کردن، حذف برای شده صرف هزینه مͬ�دهیم. انجام

O(log n) مرتبه از نیز حذف برای لازم هزینه نتیجه در مͬ�باشد. O(log n) اندازه به دو هر که است مسیر

مͬ�باشد.

حذف (الف) قسمت ۶.١ شͺل ا˚ی.�وی�.ا˚ل درخت در مͬ�خواهیم را ٨ مقدار حاوی گره .٢١.٣.١ مثال

جایͽزین را ١٠ یا ٧ مقدار حاوی گره باید آن حذف از پس که است فرزند دو دارای نظر مورد گره کنیم.
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ا˚ی.�وی�.ا˚ل. درخت در ٨ مقدار حاوی گره حذف :۶.١ شͺل
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به درخت حذف، از پس مͬ�کنیم. جایͽزین را ٧ مقدار حاوی گره دلخواه به مورد این در ما که کنیم آن

و ندارد توازن ٧ مقدار حاوی گره شͺل، و حاصل پشته به توجه با مͬ�شود. تبدیل (ب) قسمت ۶.١ شͺل

قسمت ۶.١ شͺل به درخت چرخش، از پس .(۵.٣.١ (ر.ک. دارد شدن متوازن برای RL چرخش به نیاز

گره این که کنیم بررسͬ را پشته به توجه با ۶ مقدار حاوی گره توازن باید آخر در و مͬ�شود تبدیل (پ)

ندارد. چرخش به نیازی و مͬ�باشد متوازن

جست�وجو

درخت ارتفاع توازن دلیل به است. دودویͬ درخت در جست�وجو همانند متوازن درخت در جست�وجو

طول در و ندارد وجود کردن رعایت برای خاصͬ شرط هیچ است. O(log n) برابر جست�وجو هزینه

نمͬ�کند. تغییری درخت ساختار جست�وجو

گسترده درخت ۶.٣.١

که عنصری هر که معنͬ بدین است خود-بهبوددهنده٢ دودویͬ جست�وجوی درخت ͷی گسترده١ درخت

حذف، عملیات�های از ͷی هر دسترسͬ از منظور مͬ�دهد. قرار ریشه در را مͬ�گیرد قرار دسترس٣ͬ مورد

اطلاعاتͬ به دسترسͬ و مͬ�باشد برخوردار جدیدی قابلیت�های از گسترده درخت است. جست�وجو یا درج

دسترسͬ اخیراً که عناصری گسترده درخت در مͬ�بخشد. سهولت را گرفته�اند قرار دسترسͬ مورد اخیراً که

حذف و جست�وجو درج، مانند اساسͬ اعمال درخت این مͬ�گیرند. قرار دسترسͬ مورد سریع�تر یافته�اند

از بهتر درخت این غیریͺنواخت، دنباله�های از خیلͬ برای مͬ�دهد. انجام سرشͺنͬ زمان O(log n) در را

در تارجان»۵ «رابرت و اسلیتور»۴ «دانیل توسط گسترده درخت مͬ�کند. عمل جست�وجو درخت�های سایر

شد. اختراع ١٩٨۵ سال

نام به پایه عمل ͷی با دودویͬ جست�وجوی درخت در معمول عملیات همه گسترده، درخت در

١Splay tree
٢self-adjusting
٣Access
۴Daniel Dominic Sleator
۵Robert Endre Tarjan
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.zig مرحله :٧.١ شͺل

در عنصر تا مͬ�کند بازآرایͬ را درخت خاص، عنصر ͷی برای که معنͬ این به مͬ�شوند. ترکیب splaying

درختͬ ساختار در جست�وجو ͷی نخست که است این �کار این انجام راه ͷی بͽیرد. قرار درخت بالای

گیرد انجام (Splay (عملیات درخت در چرخش از شͺلͬ و �پذیرد صورت شده خواسته اطلاعات برای

درخت ریشه در نظر مورد عنصر تا �کند پیدا ادامه چرخش�ها این و شود آورده ساختار بالای به عنصر آن تا

مجدداً را درختͬ ساختار و شده تلفیق جست�وجو با مͬ�تواند بالا به پایین از الͽوریتم ͷی گیرد. قرار

کند. سازمان�دهͬ

Splay عملیات

آن تا مͬ�دهد انجام عملیاتͬ گسترده درختͬ ساختار مͬ�گیرد، قرار دسترسͬ مورد x گره ͷی که هنͽامͬ

این مرحله هر که مͬ�رسد �انجام به Splay Steps از توالͬ ͷی مقصود این برای دهد. قرار ریشه در را گره

نظر مورد گره در splay عملیات انجام با مͬ�کند. نزدی�ͷتر ریشه به را x و مͬ�برد پیش بیش�تر را حرکت

مͬ�شود. داشته نͽه درخت ریشه ͬͺنزدی در گرفته قرار دسترسͬ مورد اخیراً که گره�ای دسترسͬ، هر از بعد

x پدر اگر و p را آن پدر نیست ریشه گره x اگر است. گرفته قرار دسترسͬ مورد x گره کنید فرض

انجام به نیازی دیͽر گره، این به دسترسͬ از بعد باشد ریشه x گره اگر بنامید. g را p پدر نیست، ریشه هم

نباشد. ریشه گره x که کنید فرض دهیم. قرار ریشه در را آن تا نیست گره این روی عملیات

دارد: ͬͽبست عامل سه به عملیات از مرحله هر

٢۴



g

p

C

x

A

B

D
gp

DB

x

A C

.zig − zag مرحله :٨.١ شͺل

است، p یعنͬ خود پدر گره راست یا چپ فرزند x آیا •

نه اگر و نه، یا �است ریشه p گره آیا •

مͬ�شود). x پدربزرگ g) است g یعنͬ خود پدر راست یا چپ فرزند p گره آیا •

splay مراحل

:zig مرحله

٧.١ تصویر مͬ�چرخد. p و x بین لبه روی بر درخت باشد. ریشه p که مͬ�گیرد انجام هنͽامͬ مرحله این

ببینید. را

:zig-zag مرحله

باشد خود پدر چپ فرزند p و خود پدر راست فرزند x و نباشد ریشه p که مͬ�شود اجرا هنͽامͬ مرحله این

چرخش g جدیدش پدر و x بین لبه روی سپس و مͬ��چرخد p و x بین لبه روی ابتدا درخت عͺس). بر (یا

ببینید. را ٨.١ تصویر مͬ�دهد. انجام

:Zig-zig مرحله

٩.١ تصویر باشند. چپ یا راست فرزندان دو هر p و x و نباشد ریشه p که مͬ�شود اجرا وقتͬ مرحله این

،g پدرش با p اتصال لبه روی ابتدا درخت هستند. چپ فرزندان دو هر p و x که مͬ�دهد نشان را حالتͬ

مͬ�دهد. انجام چرخش p با x اتصال لبه روی سپس و
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.zig − zig مرحله :٩.١ شͺل

گسترده درخت در درج

مͬ�کنیم. درج دودویͬ جست�وجوی درخت مانند را جدید گره ابتدا ما گسترده، درخت به x گره درج برای

مͬ�آوریم. درخت بالای به را جدید گره splay الͽوریتم با سپس

است، گرفته قرار دسترسͬ مورد c عنصر (الف) قسمت ١٠.١ شͺل گسترده درخت در .٢٢.٣.١ مثال

از باید هستند، چپ فرزندان دو هر d و c و نیست ریشه d که چون گیرد. قرار ریشه در عنصر این باید

قسمت ١٠.١ شͺل درخت روی بر zig − zig عملیات اجرای از پس کنیم. استفاده zig − zig عملیات

ریشه b که این دلیل به (ب)، قسمت ١٠.١ شͺل در مͬ�شود. تبدیل (ب) قسمت ١٠.١ شͺل به (الف)،

اجرای از پس مͬ�کنیم. استفاده zig − zag عملیات از است، f چپ فرزند b و b راست فرزند c و نیست

مͬ�شود. تبدیل (ج) قسمت ١٠.١ شͺل به (ب)، قسمت ١٠.١ شͺل درخت روی بر zig− zag عملیات

١٠.١ شͺل به تا مͬ�کنیم استفاده zig عملیات از است، ریشه ،h یعنͬ c پدر که چون ترتیب، همین به

به نیازی دارد، قرار ریشه در است، گرفته قرار دسترسͬ مورد که عنصری چون شود. تبدیل (د) قسمت

نیست. درخت روی بر عملیات انجام

گسترده درخت از حذف

را x گره ابتدا مͬ�کنیم. استفاده دودویͬ جست�وجوی درخت در حذف روش همان از ،x گره حذف برای

جست�وجوی درخت از حذف مانند را گره آن سپس و مͬ�دهیم قرار ریشه در splay عملیات از استفاده با
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است. گرفته قرار دسترسͬ مورد c عنصر (الف)، قسمت گسترده درخت در :١٠.١ شͺل

مͬ�کنیم. حذف دودویͬ،

درخت از را ۶ مقدار با گره مͬ�خواهیم (الف)، قسمت ۶.٣.١ شͺل گسترده درخت در .٢٣.٣.١ مثال

پدر که چون مͬ�دهیم. قرار ریشه در splay عملیات وسیله به را گره این ابتدا کار این برای کنیم. حذف

۶.٣.١ شͺل به درخت و مͬ�کنیم استفاده zig عملیات از پس است ریشه شود حذف مͬ�خواهد که گره�ای

دودویͬ درختجست�وجوی روشحذفدر از استفاده با را ریشه گره آخر در مͬ�شود. تبدیل قسمت(ب)،

مͬ�کنیم. حذف

تحلیل

فرض آید. بدست پتانسیل روش از استفاده با مͬ�تواند گسترده، درخت�های از ساده سرشͺنͬ تحلیل ͷی

داده نمایش rank(r) با که r رتبه و است آن ریشه r که باشد زیردرختͬ گره�های تعداد size(r) کنید

مجموع ،t گسترده درخت ͷی برای P(t) پتانسیل تابع بنابراین باشد. log٢(size(r)) با برابر مͬ�شود،

کم�تر توازن با درخت�های برای که شد خواهد باعث این است. درخت در موجود گره�های همه رتبه�های

مͬ�توانیم ما باشد. کوچ�ͷتر مقداری پتانسیل تابع بهتر توازن با درخت برای و بزرگ مقداری پتانسیل تابع
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(الف). قسمت گسترده درخت در ۶ مقدار با گره حذف :١١.١ شͺل

کنیم بالا کران به محدود زیر صورت به را zig − zag یا zig − zig عملیات� از ͷی هر سرشͺنͬ هزینه

:(٣.٣.١ (ر.ک.

سرشͺنͬ هزینه = cost + P(t f ) − P(ti) ≤ ٣(rank f (x) − ranki(x)).

و قبلͬ و بعدی عملیات� ترتیب به i و f اندیس�های است، شده برده ریشه به که است گره�ای x آن در که

مͬ�بندیم، جمع splay عملیات تمام روی بر که هنͽامͬ .[١۶] مͬ�دهد نشان را عمل واقعͬ هزینه cost

است. O(log n) همان نیز این که مͬ�شود حاصل است، ریشه r که ٣(rank(r)) تلسͺوپͬ، سری به بنا

حذف درج، و خطͬ فضای در عناصر نͽهداری برای حالت، بدترین در گسترده، درخت داده ساختمان

عناصر نͽهداری برای نیز میانͽین حالت در و سرشͺنͬ، زمان O(log n) در عنصر ͷی برای جست�وجو و

مͬ�کند. پشتیبانͬ O(log n) زمان در عنصر ͷی برای جست�وجو و حذف درج، و خطͬ فضای در

بازده به خواصمربوط

ͷی در دسترسͬ m از S دنباله آوردن دست به برای اجرا زمان حالت بدترین مورد در قضایای و حدس�ها

آن�ها اثبات برای و مͬ�آوریم را قضیه�ها این از برخͬ اینجا در ما که دارد وجود عضو n با گسترده درخت
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کنید. مراجعه [١۶ ،۵] به مͬ�توانید

با: است برابر S دنباله آوردن دست به هزینه (تعادل). ٢۴.٣.١ خاصیت

O(m(١ + log n) + n log n).

روی متوازن دودویͬ جست�وجوی درختان خوبͬ به گسترده درختان گفت، مͬ�توان دیͽر بیان به

مͬ�کنند. عمل دسترسͬ، n حداقل از دنباله�ای

گرفته قرار دسترسͬ مورد S در i که باشد دفعاتͬ تعداد qi فرضکنید ایستا). (بهبودی ٢۵.٣.١ خاصیت

مرتبه از S کردن اجرا هزینه صورت این در است.

O
(
m +

∑n

i=١
qi log m/qi

)
بود. خواهد

آمده دست به S از دسترسͬ امین j در که است عنصری i j فرضکنید ایستا). (انͽشت ٢۶.٣.١ خاصیت

مرتبه از S اجرای هزینه صورت این در باشد. ثابتͬ عنصر هر f کنید فرض و است

O
(
m + n +

∑m

j=١
qi log(|i j − f | + ١)

)
است.

بین گرفته قرار دسترسͬ مورد مجزای عناصر تعداد t j کنید فرض کاری). (مجموعه ٢٧.٣.١ خاصیت

با: است برابر S اجرای هزینه صورت این در باشد. i j از قبل گرفته قرار دسترسͬ مورد عنصر و j دسترسͬ

O
(
m + n +

∑m

j=١
qi log(t j + ١)

)
.

با: است برابر S اجرای هزینه پویا). (انͽشت ٢٨.٣.١ خاصیت

O
(
m + n +

∑m

j=١
qi log(|i j+١ − i j| + ١)

)
.

عنصر n دسترسͬ درختگسترده، اولیه ساختار گرفتن نظر در بدون ترتیبͬ). (دسترسͬ خاصیت٢٩.٣.١

مͬ�شود. انجام O(n) زمان در گسترده درخت از
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در گسترده درخت اولیه ساختار گرفتن نظر در بدون دسترسͬ n که است شده ثابت دقیق�تر، طور به

است. انجام قابل ۴٫ ۵n زمان

معایب و مزایا

پرداخت. خواهیم آنها به مختصر صورت به زیر در که مͬ�باشد معایبͬ و مزایا دارای گسترده درخت

مزایا

مورد سریع�تر تا شوند نزدی�ͷتر ریشه به یافته�اند دسترسͬ بارها که عناصری گسترده درخت ͷی در .١

ی�ͷپارچه صورت به دسترسͬ که بود خواهد کارامدتر هنͽامͬ ساختار این بͽیرند. قرار دسترسͬ

نباشد.

جستجوی ساختارهای به نسبت ساده�تر ساختار مزیت از هم�چنین گسترده درختͬ ساختارهای .٢

هستند. کارامدتر و برخوردارند AVL درخت نظیر: دیͽر متوازن�کننده��ی خود دودویͬ

اجازه که معنͬ این به است پایدار نسخه ͷی ایجاد امͺان گسترده درخت مزایای از دیͽر ͬͺی .٣

پیاده�سازی در مͬ�تواند این مͬ�دهد. رسانͬ روز به از پس را جدید و قبلͬ نسخه دو هر به دسترسͬ

دارد. نیاز رسانͬ روز به هر در فضا O(log n) به و باشد مفید تابعͬ

معایب

برایدسترسͬ متوازن دودویͬ درختجست�وجوی از بدتر توجهͬ قابل بطور درختگسترده عملͺرد .١

است. یͺنواخت

مثال، برای باشد. خطͬ درخت ارتفاع دارد احتمال که است این گسترده، درخت معایب از ͬͺی .٢

ارتفاع چون باشیم. داشته دسترسͬ غیرنزولͬ ترتیب به درخت عنصر n به مͬ�خواهیم کنید فرض
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که مͬ�شود باعث اول، عنصر به دوباره دسترسͬ است، دسترسͬ زمان بدترین با متناظر درخت

تأخیر این دهد. قرار ریشه در را عنصر این دوباره درخت تا شود اجرا است O(n) از که عملیاتͬ

است. توجهͬ قابل
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٢ فصل

آن تعمیم و ام.سͬ.اس درخت
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x۱ x۲ x۳ x۴ x۵ x۶ x۷ x۸

A

B

Root

مͬ�دهد. نشان عنصر ٨ با دنباله�ای برای را MCS درخت شͺل، :١.٢ شͺل

درختͬ، داده ساختمان این کرد. خواهیم معرفͬ را ١MCS درخت داده ساختمان ما فصل این در

مقاله در بار نخستین برای MCS درخت داده ساختمان مͬ�آید. شمار به دنباله ͷی ارزیابͬ برای معیاری

قرار استفاده مورد ٢٠٠٩ سال در جعبه» دو با دورنͽͬ�ها ͷیͺتف» عنوان تحت همͺارانش با کورتس

داده ساختمان تعمیم اول کرد: خواهیم بررسͬ زمینه دو در را MCS درخت داده ساختمان تعمیم گرفت.

ساختمان این تعمیم سپس کرد، خواهیم بررسͬ یͺنوا و تجزیه�پذیر امتیازدهͬ تابع برای را MCS درخت

داد. خواهیم شرح کند، پشتیبانͬ نقاط درج و حذف از که پویا دنباله ͷی برای را داده

MCS درخت ١.٢

شده تعریف عنصر، n برای S = (xi)i∈[١..n] ثابت دنباله ͷی برای شاخص ͷی عنوان به MCS درخت

بروز w(xk) وزن که زمان هر که طوری به مͬ�باشد، w(xk) وزن دارای دنباله از xk عنصر هر . [٧] است

O(log n) زمان در مͬ�رساند، مقدار بیشترین به را
r∑

i=l
w(xi) که S از (xi)i∈[l..r] متوالͬ زیردنباله مͬ�شود،

هستند. متوالͬ آن در اندیس�ها که است اصلͬ دنباله از زیردنباله�ای متوالͬ، زیردنباله از منظور مͬ�آید. بدست

(ر.ک. متوازن درخت ͷی MCS درخت باشد. دنباله ͷی S = (xi)i∈[١..n] کنید فرض .١.١.٢ تعریف

که: طوری به است x١, x٢, x٣, ...xn عنصر n روی (١۵.٣.١

نشان راست به چپ از kام برگ و است x١, x٢, x٣, ...xn دنباله�ی دهنده نشان که برگ n دارای .١

�باشد. xk دهنده

آن ریشه v که است زیردرختͬ برگ�های با متناظر زیردنباله فاصله دهنده نشان v داخلͬ گره هر .٢

است.
١Maximum Consecutive Subsequence
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نشان ترتیب به ریشه و B ،A گره مͬ�دهد. نشان عنصر ٨ با دنباله�ای برای را MCS درخت ،١.٢ شͺل

است. [x١, x٢, ..., x٨] و [x۵, x۶, x٧, x٨] ،[x١, x٢] فواصل دهنده

اصلͬ دنباله با که S از متوالͬ زیردنباله ͷی عناصر آخرین و اولین اندیس�های عنوان به فاصله١ اصطلاح

مͬ�شود. استفاده است، مشترک

و مͬ�دهیم نشان [xl, xr] با را زیردنباله این فاصله ،(xi)i∈[l..r] متوالͬ زیردرنباله برای .٢.١.٢ تعریف

اولین شامل که را عاملͬ گوییم. [xl, xr] فاصله از عامل٢ ͷی را l ≤ l′ ≤ r′ ≤ r که طوری به [xl′ , xr′]

باشد (xi)i∈[l..r] زیردنباله از اندیس آخرین شامل که عاملͬ و پیشوند٣ باشد، (xi)i∈[l..r] زیردنباله از اندیس

گویند. [xl, xr] فاصله از پسوند۴ ͷی را

مͬ�شود: ذخیره زیر فواصل N گره هر برای

I(N) = [xk] آنͽاه است شده ذخیره xk آن در که برگباشد گره N (اگر N گره فاصله دهنده نشان : I(N)

است)؛

مͬ�کند؛ بیشینه را وزن�ها مجموع که I(N) فاصله از تهͬ غیر پیشوند ͷی دهنده نشان : L(N)

مͬ�کند؛ بیشینه وزن�ها مجموع که I(N) از تهͬ غیر پسوند ͷی دهنده نشان : R(N)

مͬ�کند. بیشینه را وزن�ها مجموع که I(N) از تهͬ غیر عامل ͷی دهنده نشان : M(N)

فواصل شͺل به ترتیب به M(v) و R(v) ،L(v) ،I(v) آنͽاه باشد ریشه گره v اگر است، واضح

را وزن�ها مجموع که بود خواهد [xi, x٢, ..., x j] و [xi, x٢, ..., xn] ،[x١, x٢, ..., x j] ،[x١, x٢, ..., xn]

مͬ�کنند. بیشینه

مͬ�شود استفاده MCS درخت محاسبه برای زیر عملͽرهای و است خطͬ پیچیدگͬ دارای درخت این

:[٧]

١Interval
٢Factor
٣Prefix
۴Suffix

٣۵



مͬ�شود؛ انجام O(١) زمان در عمل این برمͬ�گرداند. و کرده متصل را هم�جوار فاصله دو : + •

فاصله�های بین در وزن مجموع حداکثر دارای که را فاصله�ای : MaxS um{I١, I٢, ..., Im} •

مͬ�شود؛ انجام O(١) زمان در و برمͬ�گرداند است، I١, I٢, ..., Im

به توجه با را اطلاعات از خالͬ گره�هایͬ با MCS درخت : CreateTree(X) •

مͬ�سازد؛ O(١) زمان در X = {x١, x٢, ..., xn}

داخلͬ اطلاعات از استفاده با آن اطلاعات باشد برگ گره ͷی N گره اگر : U pdateNode(N) •

روز به را اطلاعاتش آن، فرزندان اطلاعات از استفاده با باشد داخلͬ گره ͷی ،N گره اگر و گره

مͬ�شود؛ انجام O(١) زمان در و مͬ�کند رسانͬ

مͬ�دهد؛ انجام O(n) زمان در را درخت کل رسانͬ روز به : U pdateTree •

باعث آن روی بر عملͽر این ا˚عمال مͬ�کند، پیدا تغییر xk عنصر وزن وقتͬ : U pdateLea f (xk) •

O(log n) زمان در ریشه تا گره این مسیر در گره�ها تمامͬ Uبرای pdateNode(.) عملͽر که مͬ�شود

�شود؛ اجرا

برمͬ�گرداند؛ O(١) زمان در است ریشه گره v که را M(v) فاصله : MaxS umInterval •

برمͬ�گرداند؛ O(١) زمان در است ریشه گره v که را L(v) فاصله : MaxS umLe f tInterval •

برمͬ�گرداند؛ O(١) زمان در است ریشه گره v که را R(v) فاصله : MaxS umRightInterval •

است xk شامل که وزن�ها مجموع حداکثر با را فاصله�ای : MaxS umIntervalContains(xk) •

مͬ�کند؛ محاسبه O(log n) زمان در

نتیجه بالا، در شده تعریف موجود عملͽرهای و شده گفته مطالب ،MCS درخت ساختار به توجه با

وزن که وقت هر و ساخت بالا به پایین از وزن�دار، دنباله ͷی برای را درخت این مͬ�توان که مͬ�شود گرفته

دست به را بهینه متوالͬ زیردنباله و کرد رسانͬ روز به O(log n) زمان در را درخت کند، پیدا تغییر عنصری

. [٧] مͬ�آوریم گزاره ͷی عنوان به زیر در را نتایج شده گفته مطالب به توجه با آورد.
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هر و ساخت O(n) زمان در مͬ�توان را X = {x١, x٢, ..., xn} دنباله روی بر MCS درخت .٣.١.٢ گزاره

عنصر این از وزن مجموع حداکثر با متوالͬ زیردنباله به مربوط فاصله کند پیدا تغییر عنصری وزن که زمان

مجموع حداکثر با متوالͬ زیردنباله مͬ�تواند داده ساختمان این همچنین مͬ�شود. بروز O(log n) زمان در

کند. محاسبه O(log n) زمان در است X دنباله از xk خاص عنصر شامل که وزن

f امتیازدهͬ تابع برای MCS درخت تعمیم ٢.٢

ثابت وزن�دار دنباله ͷی برای شاخص ͷی عنوان به MCS درخت شد، گفته قبل بخش در که طور همان

نقاط از زیرمجموعه�ای هر که است گونه�ای به مسطح بهینه مستطیل مسأله ولͬ است شده گرفته نظر در

درخت مͬ�خواهیم بخش این در است. همراه مͬ�دهد، نسبت آن به f امتیازدهͬ تابع که ارزشͬ با شده داده

را مͬ�دهد، نسبت آن به f امتیازدهͬ تابع که ارزشͬ با آن زیردنباله هر که ثابت دنباله ͷی روی بر MCS

.[٢] باشد دارا را MCS درخت خاصیت�های همان که دهیم، تعمیم گونه�ایͬ به

نظر در با بͽیرید. نظر در مͬ�باشد f با متناظر ترکیب تابع که را g تابع و f یͺنوا و تجزیه�پذیر تابع

مͬ�دانید که طور همان است. همراه f (xi) ارزش با S از xi عنصر هر ،S = (xi)i∈[١..n] ثابت دنباله گرفتن

برگ�های آن در که است، برگ n با متوازن دودویͬ درخت ͷی از متشͺل داده�ای ساختمان MCS درخت

مͬ�کنند. ذخیره خود در را S از x١, x٢, x٣, ..., xn عناصر راست به چپ از درخت

زیردنباله به مربوط فاصله بͽیرید. نظر در MCS درخت در شده تعریف فاصله همان را فاصله اصطلاح

تعریف ارزشصفر با فاصله ∅ که فرضکنید مͬ�دهیم. نشان [xk] با را [xk, xk] و [xl, xr] با را (xi)i∈[l..r]

حداکثر با فاصله�ای max{I١, I٢, ..., It} که کنید فرض شده داده I١, I٢, ..., It فواصل به توجه با و شود،

مربوط زیردنباله به امتیازدهͬ تابع که است امتیازی فاصله، امتیاز از منظور باشد. فاصله�ها این بین در امتیاز

خود در زیر شرح به را امتیاز حداکثر با فاصله چهار T درخت از v گره هر مͬ�دهد. نسبت فاصله آن به

باشد: v گره نوه�های و T درخت برگ�های راست به چپ از xl, xl+١, ..., xr اگر مͬ�کند. ذخیره

دنباله؛ مورد در کامل اطلاعات ،I(v) = [xl, xr] •

دنباله؛ از پیشوند بهترین مورد در اطلاعات ،L(v) = max{[xl, xl], [xl, xl+١], ..., [xl, xr], ∅} •
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دنباله؛ از پسوند بهترین مورد در اطلاعات ،R(v) = max{[xl, xr], [xl+١, xr], ..., [xr, xr], ∅} •

از عامل بهترین مورد در اطلاعات ،M(v) = max{max{[xl′ , xr′] : l ≤ l′ ≤ r′ ≤ r}, ∅} •

دنباله؛

زیردنباله پس مͬ�باشد. ٢.١.٢ در شده تعریف اصطلاحات همان پسوند و پیشوند عامل، اصطلاحات که

برای مͬ�آید. دست به است، T درخت ریشه r که M(r) فاصله توسط S دنباله�ی از امتیاز حداکثر با متوالͬ

[xl, xr] فاصله تعریف [xl, xk] + [xk+١, xr] که کنید فرض [xk+١, xr] و [xl, xk] هم�جوار فاصله دو هر

صورت به f بودن تجزیه�پذیر به توجه با آن امتیاز که باشد

دست به [xk+١, xr] و [xl, xk] امتیازات از ترکیبͬ طریق از f ([xl, xr]) = g( f ([xl, xk]), f ([xk+١, xr]))

مͬ�آید.

برای که است این MCS درخت در توجه قابل نͺته است. I + ∅ = ∅ + I = I ،I برای است بدیهͬ

،M(v١) ،R(v١) ،L(v١) ،I(v١) ما اگر است، آن راست و چپ فرزندان ترتیب به v٢ و v١ که v گره هر

برای را M(v) و R(v) ،L(v) ،I(v) مͬ�توانیم آنͽاه باشیم کرده محاسبه را M(v٢) و R(v٢) ،L(v٢) ،I(v٢)

کنیم: محاسبه زیر شرح به عملیات ثابتͬ تعداد با v

I(v) = I(v١) + I(v٢) •

L(v) = max{L(v١), g(I(v١), L(v٢))} •

R(v) = max{g(R(v١), I(v٢)),R(v٢)} •

M(v) = max{M(v١),M(v٢), g(R(v١), L(v٢))} •

همراه I(v١) صورت به یا I(v١) از پیشوند ͷی صورت به یا I(v١) + I(v٢) از پیشوند هر که کنید توجه

صورت به یا I(v٢) از پسوندی صورت به یا I(v١) + I(v٢) از پسوندی هر است. I(v٢) از پیشوندی با

به یا I(v١) از عاملͬ صورت به یا I(v١) + I(v٢) از عامل هر و است I(v٢) با همراه I(v١) از پسوندی

مشاهدات این است. I(v٢) از یͷپیشوند با همراه I(v١) از صورتیͷپسوند به یا I(v٢) از صورتعاملͬ

رسانͬ روز به گیرد. قرار استفاده مورد کند، پیدا تغییر S از xi مانند عنصر ͷی امتیاز که زمان هر مͬ�تواند
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است شده ذخیره آن در xi عنصر که درخت برگ مسیر در که گره هر برای عملیات ثابتͬ تعداد طریق از

عملیات O(log n) با متناظر تعداد این است متوازن T درخت که چون مͬ�شود. انجام درخت ریشه تا

که R از -بهینه� f زیرمحدوده کردن پیدا برای پرس�وجو از همچنین MCS درخت داده ساختمان است.

و vr ،vl گره�های است کافͬ مͬ�کند. پشتیبانͬ عملیات O(log n) در است، S از زیرمحدوده�ایͬ خود R

گره پایین�ترین و R عنصر آخرین ،R عنصر اولین آن در که هستند درخت از گره�هایͬ ترتیب به که را vl,r

است فاصله�ای همان R -بهینه f زیرمحدوه کنیم. پیدا O(log n) زمان در را هستند vr و vl مشترک جد

است. شده ذخیره M(vl,r) توسط که

در f (∅) با را عنصر این امتیاز مͬ�توانیم کنیم، حذف را عنصری اینͺه برای داده ساختمان این در

باشد. نداشته امتیاز حداکثر با متوالͬ زیردنباله در تأثیری عنصر این امتیاز تا کنیم رسانͬ روز به درخت

امتیازدهͬ تابع که مقداری با را امتیازش عنصری اگر و گویند عنصر ١ غیرفعال�سازی را کار این اصطلاحاً

معایب از ͬͺی گویند. عنصر آن ٢ فعال�سازی را آن کنیم رسانͬ روز به درخت در مͬ�دهد، نسبت آن به f

به برای اجرا زمان و نمͬ�گیرد صورت درخت در ͬͺفیزی تغییر عنصری، حذف با که است این روش این

شد. نخواهد کم�تر رسانͬ روز

معنͬ این به نیمه-پویا رفتار اینجا در که مͬ�باشد نیمه-پویا٣ داده ساختمان ͷی موجود داده ساختمان

جدید عناصر نه و حذف موجود عناصر نه حال عین در و کند، پیدا تغییر عنصر وزن مͬ�دهد اجازه که است

مͬ�آوریم. لم ͷی عنوان به زیر در را مشاهدات این �شوند. درج

و تجزیه�پذیر امتیازدهͬ تابع f همچنین و باشد عنصر n با ثابت دنباله�ای S کنید فرض .١.٢.٢ لم

ساختمان صورت این در مͬ�کند. دریافت را S از زیردنباله�ای ورودی آرگومان عنوان به که باشد یͺنوایͬ

عنصر ͷی برای جست�وجو از که دارد وجود خطͬ فضای از استفاده با S نͽهداری برای نیمه-پویایͬ داده

زیرمحدوده یافتن و امتیاز ترکیب O(log n) در عنصر ͷی امتیاز رسانͬ روز به مقایسه، O(log n) در

مͬ�کند. پشتیبانͬ امتیاز ترکیب و مقایسه O(log n) در -بهینه f

استفاده پویا دنباله ͷی برای را آن نمͬ�توان که است این موجود داده ساختمان این مشͺلات از ͬͺی

١Deactivation
٢Activation
٣Semi-dynamic
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قابل نیز پویا دنباله ͷی برای که مͬ�پردازیم داده ساختمان این از تعمیمͬ بررسͬ به بعد بخش در ما کرد،

باشد. استفاده

پویا دنباله ͷی برای MCS درخت تعمیم ٣.٢

اجازه عناصر، وزن کردن پیدا تغییر بر علاوه آن در که است خاصیت این دارای پویا١ کاملا́ داده ساختمان

ساختمان ͷی MCS درخت داده ساختمان شوند. درج جدید عناصر یا حذف موجود عناصر که مͬ�دهد

داده ساختمان ͷی با سادگͬ به نمͬ�توان را موجود نیمه-پویای داده ساختمان این است، نیمه-پویا داده

کرد. سازگار MCS درخت همان ویژگͬ با پویا کاملا́

حذف از که کنیم، تبدیل پویا کاملا́ داده ساختمان ͷی به را MCS درخت داده ساختمان مͬ�خواهیم

از S = (xi)i∈[١..n] پویا دنباله ͷی اندیس برای مͬ�تواند داده ساختمان این کند. پشتیبانͬ عناصر درج و

متوالͬ زیردنباله شود، درج یا و حذف عنصر ͷی زمان هر که طوری به گیرد قرار استفاده مورد عنصر n

محاسبه مقایسه و امتیاز ترکیب O(log n) در مͬ�تواند مͬ�کند، بهینه را f (S ′) که S از S ′ = (xi)i∈[l..r]

مͬ�دهیم. نشان مͬ�نامیم، MCS AVL درخت را آن که داده، ساختمان این ویژگͬ زیر در گردد.

متناظر ترکیب تابع g تابع و یͺنوا و تجزیه�پذیر امتیازدهͬ تابع f باشد، S = (xi)i∈[١..n] کنید فرض

گره iامین ،i ∈ [١..n] هر برای که طوری به باشد گره n از AVL درخت ͷی T کنید فرض باشد. f با

زیرا دارد وجود درخت این باشد. شده ذخیره آن در S از xi عنصر ،T درخت از میان�ترتیب پیمایش در

و است (١۶.٣.١ (ر.ک. خودمتوازن�کننده دودویͬ جست�وجوی درخت نوع ͷی ،(AVL) متوازن درخت

صورت به را آن که وقتͬ مͬ�سازیم S دنباله اندیس اساس بر را دودویͬ درختجست�وجوی این ما که چون

متوازن یͷدرخت در حذف و درج عملیات مͬ�شود. حاصل اولیه مرتب دنباله پیمایشمͬ�کنیم میان�ترتیب

ساختمان مͬ�باشد. درخت گره�های تعداد n که طوری به بود خواهد O(log n) اندازه به حالت بدترین در

،T درخت از v گره هر برای مͬ�دهیم. تعمیم MCS درخت داده ساختمان ͷی به را موجود درخت داده

همان باشد، شده گزارش S از xl, xl+١, .., xr عناصر v ریشه با زیردرخت از میان�ترتیب پیمایش در که

وجه از ͬͺی مͬ�کنیم. استفاده را MCS درخت داده ساختمان در M(v) و R(v) ،L(v) ،I(v) فاصله چهار

١Fully Dynamic
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فاصله�ایͬ حداکثر چهار همان دارد قبلͬ نیمه-پویای داده ساختمان با داده ساختمان این که اشتراک�هایͬ

قبلͬ نیمه-پویای داده ساختمان در که است این آن تفاوت�های از ͬͺی و مͬ�شود، ذخیره گره هر در که است

نمͬ�باشد. صورت این به داده ساختمان این مͬ�بینید که طور همان ولͬ مͬ�شد ذخیره برگ�ها در عناصر تمام

،I(v١) آنها برای و باشد v راست و چپ فرزند ترتیب به v٢ و v١ و باشد شده ذخیره xk عنصر v گره در اگر

،L(v) ،I(v) مͬ�توان آنͽاه باشد شده محاسبه M(v٢) و R(v٢) ،L(v٢) ،I(v٢) ،M(v١) ،R(v١) ،L(v١)

کنیم: محاسبه زیر شرح به امتیاز ترکیب ثابتͬ تعداد با v برای را M(v) و R(v)

I(v) = I(v١) + [xk] + I(v٢) •

L(v) = max{L(v١), I(v١) + [xk] + L(v٢)} •

R(v) = max{R(v١) + [xk] + I(v٢),R(v٢)} •

M(v) = max{M(v١),M(v٢),R(v١) + [xk] + L(v٢)} •

با: است برابر I١ + [xk] + I٢ فرم به فاصله هر برای f ارزش محاسبه این در

g(g( f (s١), f (xk)), f (s٢))

مͬ�گیریم: نظر در v تهͬ گره برای باشد. I٢ و I١ فاصله�های به مربوط زیردنباله�های s٢ و s١ که طوری به

I(v) = L(v) = R(v) = M(v) = ∅

مͬ�دهیم نشان مͬ�شود. محاسبه فرزند ͷی با گره�ها و برگ�ها برای چͽونه فاصله�ها این که مͬ�دهد نشان این

است، xk شامل L(v) که حالتͬ در و نیست xk شامل L(v) که حالت دو گرفتن نظر در با L(v) محاسبه

است. درست

این در که بͽیرد نظر در را xl, xl+١, .., xk−١ عناصر باید فقط L(v) آنͽاه نباشد L(v) در xk اگر اول) حالت

مͬ�باشد. L(v١) با برابر باید صورت

باشد I(v١) + [xk] + I٢ شͺل به باید L(v) آنͽاه باشد L(v) به متعلق xk اگر صورت این غیر در دوم) حالت

شͺل همان به فاصله�ایͬ L(v٢) که مͬ�شود مشاهده است. [xk+١, xr] از پیشوندی صورت به I٢ که
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و اول مولفه در باشد) صعودی کنید (فرض یͺنوا g که آنجایͬ از مͬ�کند. حداکثر را f و است I٢

داریم: است، دوم

f (I(v١) + [xk] + I٢) = g(g( f (I(v١)), f (xk)), f (I٢))

≤ g(g( f (I(v١)), f (xk)), f (L(v٢)))

= f (I(v١) + [xk] + L(v٢))

L(v) برای صحیح انتخاب ͷی I(v١) + [xk] + L(v٢) آنͽاه باشد L(v) به متعلق xk اگر بنابراین

مͬ�باشد.

آنͽاه باشند مرتب کلید ͷی در S عناصر اگر آورد. M(v) و R(v) برای مͬ�توان را استدلال این مشابه

معیار از استفاده با اضافه و حذف و مͬ�باشد کلید آن در دودویͬ جست�وجوی درخت ͷی درخت این

در ،v گره هر برای باشند نامرتب S عناصر اگر صورت این غیر در مͬ�شود. انجام دودویͬ جست�وجوی

گره�ها، درج و حذف اعمال انجام منظور به مͬ�باشد گره چند دارای و است آن ریشه گره این که زیردرختͬ

میان�ترتیب پیمایش در گره این از قبل گره�های تعداد گره، ͷی رتبه .[۶] مͬ�کنیم استفاده گره�ها آن رتبه١ از

ͷی کردن پیدا الͽوریتم است. ͷی اضافه به گره آن زیردرخت گره�های تعداد گره، ͷی اندازه٢ مͬ�باشد.

مͬ�باشد: صورت این به شد داده رتبه از استفاده با گره

با گره�ای الͽوریتم خروجͬ و مͬ�باشد i شده داده رتبه و v درخت ریشه که است x ،٣.٢ الͽوریتم ورودی

است. شده داده رتبه

مͬ�باشد: مرحله دو شامل درخت در گره ͷی کردن درج

محل در و مͬ�کنیم عمل دودویͬ جست�وجوی درخت در جدید گره ͷی درج همانند اول، مرحله •

و مͬ�کنیم، درج را جدید گره موجود گره�های از ͬͺی فرزند عنوان به مناسب

بودن متوازن خاصیت حفظ برای مͬ�کنیم حرکت درخت ریشه سمت به گره همان از دوم، مرحله •

مͬ�دهیم چرخشانجام شد لازم اگر و مͬ�کنیم عمل یͷدرختنامتوازن کردن متوازن درختهمانند

١Rank
٢Size
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Algorithm 2.3.1: SELECT(x, i)
Input: x, i.
Output: Node with Rank i.

1 r = size[le f t[x]] + ؛1
2 if i == r then
3 return x؛
4 else
5 if i < r then
6 return SELECT(le f t[x], i)؛
7 else
8 return SELECT(right[x], i − r)؛
9 end
10 end

از استفاده با را مͬ�کند پیدا تغییر آنها موقعیت که گره�هایͬ اطلاعات چرخش، از مرحله هر در و

مͬ�کنیم. رسانͬ روز به فرزندانشان، اطلاعات

مͬ�باشد: مرحله دو شامل نیز درخت از گره کردن حذف

آن سپس مͬ�یابیم درخت در را عنصر آن شود حذف باید که عنصری رتبه از استفاده با اول، مرحله •

و کرده، حذف دودویͬ جست�وجوی درخت از حذف همانند را عنصر

از مرحله هر در کردن درج مشابه که مͬ�سازیم متوازن چرخش�ها وسیله به را درخت دوم، مرحله •

اطلاعاتفرزندانشان، از استفاده استبا کرده پیدا تغییر آنها موقعیت که چرخشاطلاعاتگره�هایͬ

مͬ�شود. رسانͬ روز به

بر علاوه مͬ�دهیم. انجام مقایسه O(log n) مͬ�کنیم خارج یا وارد را عنصر ͷی هرگاه صورت، هر در

پایین از ما مͬ�شود حذف فرزند ͷی با گره یا برگ گره ͷی یا مͬ�شود، وارد برگ گره ͷی که هنͽامͬ این

رسانͬ روز به اگر مͬ�دهیم. انجام رسانͬ روز به ͷی ریشه تا گره آن از مسیر در گره�ها تمام برای بالا به

مشابه اطلاعات از امتیاز ترکیب O(١) در گره آن اطلاعات آنͽاه باشد، نداشته چرخش به نیازی گره ͷی

برای رسانͬ روز به اگر صورت، این غیر در مͬ�شود. تͺمیل مͬ�باشد، دست در که فرزندانش گره دو از

تͺمیل اطلاعات برای رسانͬ روز به ͷی سپس داده، انجام را چرخش باشد، داشته چرخش به نیاز گره ͷی

و نظر مورد گره از عبارتند گره�ها این که چرخش در کرده پیدا تغییر گره�های برای بالا به پایین از شده

که مͬ�دهیم، انجام خود جدید فرزندان اطلاعات از استفاده با مͬ�باشد، آن موقعیت از شده گرفته گره�های
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در و مͬ�گذارد تاثیر گره سه در حداکثر چرخش چون مͬ�شود انجام امتیاز ترکیب O(١) در مجدداً هم این

رسانͬ روز به مͬ�شوند. تͺمیل خود حاضر حال در فرزندان اطلاعات از استفاده با اطلاعات چرخش هر

O(log n) مجموع در درج یا حذف هر برای آنͽاه و دارد، امتیاز ترکیب O(١) به نیاز همیشه گره هر برای

زیردنباله�ای است، درخت ریشه v که M(v) فاصله به مربوط S ′ زیردنباله مͬ�شود. استفاده امتیاز ترکیب

است. شده بروز درج و حذف هر در و مͬ�کند حداکثر را f امتیازدهͬ تابع که است S از

فرض داد. انجام زیر شرح به مͬ�توان را درخت در بهینه زیرمحدوده آوردن دست به برای پرس�وجو

مͬ�کنیم: پیدا مقایسه O(log n) از استفاده با باشد. R ورودی محدوه عناصر آخرین و اولین xr و xl کنید

و vl از vl,r مشترک جد گره پایین�ترین و شده ذخیره xr آن در که vr گره شده، ذخیره xl آن در که vl گره

زیر صورت به را آن�ها و مͬ�گیریم نظر در را فاصله�ها از Mr و Lr ،Ml ،Rl ͬͺکم متغیر چهار سپس .vr

کرد: خواهیم محاسبه

به پایین مسیر از شده گرفته v گره هر برای آن از پس و مͬ�کنیم اولیه مقداردهͬ را Rl = Ml = ∅ ابتدا در

روز به است، شده ذخیره R به متعلق v در xk عنصر که طوری به ،vl,r چپ فرزند گره سمت به vl بالای

مͬ�دهیم: انجام زیر صورت به را رسانͬ

Rl = max{Rl + [xk] + I(v٢),R(v٢)}

و

Ml = max{Ml,M(v٢),Rl + [xk] + L(v٢)}

مͬ�کنیم اولیه مقداردهͬ را Rr = Mr = ∅ مشابه، طور به است. v راست فرزند v٢ آن در که ترتیب این به

عنصر که طوری به ،vl,r راست فرزند گره سمت به vr بالای به پایین مسیر از شده گرفته v گره هر برای و

مͬ�دهیم: قرار باشد، شده ذخیره R به متعلق v در xk

Lr = max{L(v١), I(v١) + [xk] + Lr}

و

Mr = max{M(v١),Mr,R(v١) + [xk] + Lr}
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با R از بهینه زیرمحدوده نهایت، در است. v چپ فرزند v١ آن در که طوری به

ذخیره vl,r در و باشد S از عنصری xl,r که طوری به است، برابر max{Ml,Mr,Rl + [xl,r] + Lr}

زیر لم در را مشاهدات این نتیجه مͬ�باشد. امتیاز ترکیب O(log n) مستلزم عملیات تمام باشد. شده

مͬ�کنیم. جمع�بندی

یͺنوایͬ و تجزیه�پذیر امتیازدهͬ تابع f همچنین و باشد عنصر n با پویا دنباله�ای S فرضکنید .١.٣.٢ لم

کاملا́ داده ساختمان صورت این در مͬ�کند. دریافت را S از زیردنباله�ای ورودی آرگومان عنوان به که باشد

O(log n) در براییͷعنصر جست�وجو از که دارد وجود فضایخطͬ از استفاده با S نͽهداری برای پویایͬ

O(log n) در عنصر ͷی حذف و درج امتیاز، ترکیب O(log n) در عنصر ͷی وزن رسانͬ روز به مقایسه،

مͬ�کند. پشتیبانͬ امتیاز ترکیب و مقایسه O(log n) در -بهینه f زیرمحدوده یافتن و امتیاز، ترکیب و مقایسه

خاصیت کنیم. استفاده پویا١ انͽشت خاصیت از مͬ�خواهیم گسترده درخت خاصیت�های میان در

همͺارانش و کول۴ توسط و شده حدسزده [١۶] «رابرتتارجان»٣ و اسلیتور»٢ «دانیل توسط پویا انͽشت

درخت در دسترس۵ͬ m از دنباله هر که بود صورت این به پویا انͽشت خاصیت است. شده اثبات [۵]

d j آن در که است، چرخش O
(
m + n +

∑n
j=١ log(d j + ١)

)
هزینه دارای گره n با دلخواه گسترده

شده ذخیره عنصر ام، j عنصر ، j = ٠ برای مͬ�باشد. )ام j − ١) و ام j دسترسͬ رتبه�های بین اختلاف

١ متوالͬ دسترسͬ�های رتبه�های بین اختلاف که دهیم انجام دسترسͬ n بخواهیم ما اگر است. ریشه در

اگر که حالͬ در است، انجام قابل O(n) در گسترده درخت و پویا انͽشت خاصیت از استفاده با باشد،

مشاهده مͬ�شود. O(nانجام log n) زمان در دهیم انجام AVLدرختͷی از استفاده با را کار این بخواهیم

لم و نمود استفاده Splay درخت از AVL درخت جای به مͬ�توان MCS AVL درخت در که مͬ�کنیم

آورد. دست MCSبه Splayدرخت داده ساختمان برای را بعدی

یͺنوایͬ و تجزیه�پذیر امتیازدهͬ تابع f همچنین و باشد عنصر n از پویا دنباله�ای S فرضکنید .٢.٣.٢ لم

١Dynamic Finger Property
٢Daniel dominic sleator
٣Robert endre tarjan
۴Cole
۵Accesses
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داده ساختمان صورت این در مͬ�کند. دریافت را S از زیردنباله�ای ورودی آرگومان عنوان به که باشد

در عنصر ͷی برای جست�وجو از که دارد وجود خطͬ فضای از استفاده با S نͽهداری برای پویایͬ کاملا́

درج سرشͺنͬ، امتیاز ترکیب O(log n) در عنصر ͷی وزن رسانͬ روز به سرشͺن١ͬ، مقایسه O(log n)

عنصری که بار هر مͬ�کند. پشتیبانͬ سرشͺنͬ امتیاز ترکیب و مقایسه O(log n) در عنصر ͷی حذف و

مͬ�شود. محاسبه دوباره مͬ�کند، بیشینه را f (S ′) که S از S ′ متوالͬ زیردنباله مͬ�شود، درج یا حذف

مͬ�دهد خاصیترا این درختگسترده دنبال به پویا، انͽشت خاصیت نیز و دسترسͬ، پیچیدگͬ�های برهان.

ذخیره اطلاعات از امتیاز ترکیب و مقایسه ثابتͬ تعداد از مͬ�توان را گره هر در شده تͺمیل اطلاعات که

شده تͺمیل اطلاعات چرخش، هر از بعد که آنجا از کرد. محاسبه آن فرزندان گره�های در مربوطه شده

شده ذخیره ریشه در که S از S ′ متوالͬ زیردنباله مͬ�شوند، بروز گرفته�اند قرار تأثیر تحت که گره�هایͬ از

MCS AVL درخت مورد در که طور همان مͬ�شود. محاسبه دوباره مͬ�کند، بیشینه را f (S ′) و است،

کاهش جدید وزن با عنصر آن کردن درج سپس و حذف به مͬ�توان را عنصر ͷی وزن رسانͬ روز به دیدیم،

از ساده نتیجه ͷی که مͬ�کند پشتیبانͬ امتیاز ترکیب و سرشͺنͬ مقایسه O(log n) از که طوری به داد،

اجرا ساده�تر بسيار عمل در مͬ�تواند رسانͬ، روز به عمل که است بديهͬ است. درج و حذف از پشتیبانͬ

است. گرفته قرار دسترس در که است عنصری بر درخت مجدد متوازن�سازی کار اين لازمه ولͬ شود

□

١Amortized Comparisons
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٣ فصل

مسطح بهینه مستطیل آوردن دست به روش�های
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شرح را مسطح بهینه مستطیل مسأله حل برای [٧] همͺارانش با کورتس الͽوریتم ما فصل این در

و MCSجایͽزین Splayدرختͷی درختMCSبا آن، در که [٢] مرجع الͽوریتم سپس داد. خواهیم

بهره�گیری ،͹رن�ͷت نوار�های از بهره�گیری جمله از روش�هایͬ MCSو Splayخواصدرخت از استفاده با

ͷی به [٧] موجود الͽوریتم نقطه، تنظیمات و ͹رن�ͷت نوار�های از هم�زمان بهره�گیری و نقطه تنظیمات از

کرد. خواهیم بیان را مͬ�شود تبدیل تطبیقͬ الͽوریتم

در که صفحه، در نقطه n از P مجموعه صورت به مسطح بهینه مستطیل مسأله داده�های .٣.٠.٣ یادآوری

مسأله�ی مͬ�باشد. تجزیه�پذیر و نزولͬ) یا (صعودی یͺنوا امتیازدهͬ تابع ͷی f تابع و هستند کلͬ موقعیت

که مختصات محور موازی ضلع�های با H مستطیل ͷی کردن پیدا از است عبارت مسطح بهینه مستطیل

کند. بیشینه را f (H ∩ P) مقدار

MCS درخت از استفاده با مسطح بهینه مستطیل آوردن دست به ١.٣

درخت داده ساختمان از استفاده با مسطح بهینه مستطیل آوردن دست به برای را الͽوریتمͬ بخش این در

کرد. خواهیم بررسͬ مͬ�باشد، نیمه-پویا داده ساختمان ͷی که MCS

خط هر که بͽیرید نظر در را افقͬ جفتخطوط تمام از مجموعه�ای است: صورت این به الͽوریتم ایده

از ͷی هر شد، اشاره اول فصل در که طور همان است، واقع مسأله در شده داده نقاط از نقطه ͷی روی بر

حال است. شده� محصور خطوط این جفت بین که (۵.٣.١ (ر.ک. مͬ�دهد نوار ͷی تشͺیل خطوط جفت

افقͬ نوار O(n٢) تعداد ترتیب این با پس کنید، فرض مستطیل افقͬ خطوط مختصات عنوان به را نوار هر

مͬ�باشد نوار همان آن افقͬ ضلع�های که مستطیلͬ عمودی خط دو مͺان نوار، هر برای داشت. خواهیم

افقͬ خطوط که مستطیل�هایͬ بین در امتیاز بیش�ترین دارای مستطیل این که آوریم دست به گونه�ای به را

کنیم، انتخاب را بیش�ترین مستطیل�ها این تمام امتیاز بین آخر مرحله در باشد. دارند، را نوار این با مشترک

آورده�ایم. دست به را امتیاز بیش�ترین با مستطیل ترتیب این به و

وجود ضلعͬ آن در که بͽیریم نظر در را مستطیلͬ اگر مسطح بهینه مستطیل مسأله در .١.١.٣ ملاحظه

گونه�ای به را مستطیل این مساحت مͬ�توانیم باشد، نͽرفته قرار نقطه�ای هیچ آن روی بر که باشد داشته

برابر اولیه مستطیل امتیاز با مستطیل این امتیاز و باشند گذشته نقطه�ای از اضلاع تمام که دهیم کاهش
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باشد.

از ضلع هر روی نقطه ͷی حداقل که طوری به بͽیریم نظر در را مستطیل�هایͬ فقط مͬ�توانیم ما پس

را مستطیل�هایͬ تمام مͬ�تواند گرفته�ایم، نظر در بالا در که را مستطیل�هایͬ ترتیب این به شود. واقع آن�ها

مͬ�دهند. پوشش باشد امتیاز بیش�ترین با بهینه مستطیل است ممͺن که

همͺارانش کورتسو الͽوریتم از استفاده با -بهینه f مسطح مستطیل دستآوردن به برای .٢.١.٣ الͽوریتم

کرد: عمل زیر صورت به مͬ�توان [٧]

مرتب نقاط دنباله آن سپس و مͬ�کنیم مرتب O(n log n) زمان در آن�ها y مختصات حسب بر را نقاط ابتدا

مͬ�کنیم: پیمایش زیر شرح به را p١, ..., pn شده

بر آن کلید که مͬ�سازیم pi, ..., pn نقاط مجموعه با MCS درخت ͷی ،i ∈ [١..n] ،pi نقطه هر برای

نقاط برای سپس مͬ�دهیم. قرار f (∅) برابر را نقاط همه ارزش ابتدا در و مͬ�باشد، آن�ها x مختصات حسب

درخت که وقتͬ مͬ�کنیم، رسانͬ روز به f (p j) مقدار با آن�ها وزن متوالͬ صورت به j ∈ [i..n] برای p j

pi, ..., p j نقاط y مختصات بین بهینه مستطیل ͷی کنیم رسانͬ روز به وزن�ها این با را موجود MCS

است، شده تولید p j و pi نقاط وسیله به که را نواری صورت این در زیرا باشیم، داشته دست در مͬ�توانیم

مقدار که متوالͬ زیردنباله کند پیدا تغییر عنصری وزن که زمانͬ هر ١.٢.٢ لم� اساس بر و گرفته�ایم نظر در

مͬ�توانیم موجود MCS درخت از استفاده با که کنید دقت مͬ�شود. محاسبه دوباره مͬ�کند، بیشینه را f

r که M(r) توسط آمده دست به فاصله� (همان آوریم دست به را مستطیل عمودی ضلع�های مختصات

تا pi نقطه y مختصات از نیز مستطیل افقͬ ضلع�های مختصات و است) موجود MCS درخت ریشه

نظر در را مستطیلͬ نوار، هر برای موجود بهینه مستطیل�های بین از پایان در است. p j نقطه y مختصات

بیش�ترین با بهینه مستطیل ترتیب این به و باشد، مستطیل�ها این بین در امتیاز بیش�ترین دارای که مͬ�گیریم

مͬ�کنیم. جمع�بندی ٣.١.١ صورت به را الͽوریتم مͬ�آید. دست به امتیاز

مرتب O(n log n) زمان در آن�ها y مختصات حسب بر را نقاط ابتدا در بͽیرید، نظر در را بالا الͽوریتم

ساخت زمان مͬ�سازیم. pi, ..., pn نقاط مجموعه با MCS درخت ͷی ما pi نقطه هر برای سپس مͬ�کنیم

با آن�ها وزن متوالͬ صورت به j ∈ [i..n] برای p j نقاط برای آن از پس است. O(n − i) برابر درخت این

هر که مͬ�دهیم انجام رسانͬ روز به n − i تعداد ما درخت این برای مͬ�کنیم. رسانͬ روز به f (p j) مقدار
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Algorithm 3.1.1:
1 Sort set P by y-coordinate form p1، p2، ،... pn and m=-∞؛
2 for i := 1 to n do
3 CreateMCS tree by using (pi to pn )’s x-coordinate and set score of all

points f ؛(∅)
4 for j := i to n do
5 Update weight p j inMCS tree by f ؛(∅)
6 if m < f (M(r) then
7 m= f (M(r) and save the informations of Rectangle؛
8 end
9 end
10 end

مͬ�شود. انجام O(log(n − i)) زمان در ١.٢.٢ لم طبق روزرسانͬ به اعمال از ͷی

با: است برابر آن اجرای زمان مͬ�کند پیمایش را نقاط کلیه الͽوریتم که وقتͬ

O(n log n +
∑n

i=١
(n − i) +

∑n

i=١
(n − i) log(n − i)) ⊂ O(n٢ log n).

͹رن�ͷت نوارهای از بهره�گیری ٢.٣

دسته�بندی وسیله به تطبیقͬ یͷالͽوریتم به ٢.١.٣ الͽوریتم چͽونه که کنیم بررسͬ بخشمͬ�خواهیم این در

نقاط همه که است ͹رن�ͷت نوار نواری، که مͬ�شویم یادآور .[٢] مͬ�شود تبدیل ،͹رن�ͷت نوارهای به نقاط

(منفͬ) مثبت ͬͽرن�ͷت نوار و باشد ( f (p) ≤ f (∅)) منفͬ آن نقاط همه یا ( f (p) > f (∅)) مثبت آن

باشد. (منفͬ) مثبت آن نقاط که است

قرار ͹رن�ͷت نوار ͷی بین حالتͬ هیچ در مسطح بهینه مستطیل ͷی اضلاع از ͷی هر .١.٢.٣ ملاحظه

͹رن�ͷت نوار ͷی بین در مستطیلͬ ضلع اگر زیرا دارد، قرار ͹رن�ͷت نوار ͷی مرز روی بر همواره و نمͬ�گیرد

کردن بزرگ�تر یا باشد) منفͬ نوار (اگر کردن کوچ�ͷتر وسیله به را مستطیل آن امتیاز مͬ�توان گیرد قرار

داد. بهبود باشد) مثبت نوار (اگر

امتداد در n١, ..., nδ مجموعه صورت به منفͬ و مثبت نوار δ به که را منفͬ و مثبت نقاط از نمونه ͷی

نظر در به نیازی مواردی چنین در بالا، ملاحظه به توجه با بͽیرید. نظر در کرده�ایم، دسته�بندی محور ͷی
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لبه در بهینه مستطیل�های تمام نیست: مͬ�گیرد قرار نوارها این وسط در آن مرزهای که مستطیل�هایͬ گرفتن

نقطه ͷی با هم�تراز بهینه مستطیل پايين) متناظراً (و بالای که، این خصوص به شد، خواهد شروع نوارها

است. مثبت نوار پايين) متناظراً (و بالای در مثبت

O(δ٢) به کنیم محاسبه را آن�ها امتیاز باید که را مستطیل�هایͬ تعداد تنها نه ساده، بسیار مشاهدات این

ni نقاط کردن اضافه شود: راحت�تر مستطیل هر امتیاز محاسبه که مͬ�شود باعث بلͺه مͬ�سازد، محدود

n از آن اندازه که MCS Splay درخت در آن�ها دوم مختصات افزايشͬ ترتيب صورت به نوار، iامین از

به شد، نخواهد بیشتر

O(n +
∑δ

i=١
ni log(n/ni))

مͬ�شود. سرشͺن امتیاز ترکیب و مختصات مقایسه

مͬ�شود: محدود بالا کران به ذيل فرمول وسيله به O(n +
∑n

j=١ log(d j + ١)) هزينه

O
(
n +

∑n

j=١
log(d j + ١)

)
=O

(
n +

∑δ

i=١

(∑ni

j=١
log(di j + ١)

))
(٣-١)

⊆O
(
n +

∑δ

i=١

(
log

(∑ni

j=١
(di j + ١)

)))
(٣-٢)

⊆O
(
n +

∑δ

i=١

(
log(n + ni)

))
(٣-٣)

=O
(
n +

∑δ

i=١

(
log (ni(١ + n/ni))

))
(۴-٣)

⊂O
(
n +

∑δ

i=١
(ni log(١ + n/ni))

)
(۵-٣)

⊂O
(
n +

∑δ

i=١
ni + ni log(n/ni)

)
(۶-٣)

=O
(
n + n +

∑δ

i=١
ni log(n/ni)

)
(٣-٧)

=O (n (١ + H(n١, ..., nδ))) (٣-٨)

⊂O
(
n log(δ + ١)

)
, (٣-٩)

است. آنتروپ١ͬ تابع H(n١, ..., nδ) =
∑δ

i=١(ni/n) log(n/ni) آن در که

١entropy function
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سری از ٣-٢ رابطه برای و لͽاریتم تابع تحدب از ٣-٢ رابطه به ٣-١ رابطه تبدیل برای بالا، روابط در

است: شده استفاده زیر صورت به تلسͺوپͬ

∑ni

j=١
(di j + ١) =(mi١ − mi٠ + ١) + (mi٢ − mi١ + ١) + (mi٣ − mi٢ + ١) + ...

+ (mini − mini−١) = mini − mi٠ + ni ≤ n + ni,

رابطه جایͽذاری از است. iام نوار در ام j دسترسͬ رتبه دهنده نشان mi j ni∑که

j=١
(di j + ١) ≤ n + ni

از مشابه طور به ۵-٣ رابطه به ۴-٣ رابطه تبدیل برای مͬ�رسیم. ٣-٣ رابطه به ٣-٢ رابطه در

اینͺه از نیز ۶-٣ رابطه به ۵-٣ رابطه تبدیل برای و مͬ�کنیم استفاده لͽاریتم تابع تحدب خاصیت

ͷکم است، برقرار n/ni ≥ ١ همچنین و ،x ∈ (١/(e − ١),∞) هر برای log(x + ١) ≤ log(x) + ١

مͬ�گیریم.

نوار ͷي بالای در مثبتͬ نقطه با بهينه مستطیل ͷي بالايͬ نقطه که واقعيت اين با موضوع اين تلفيق

مͬ�شود. ذيل نتيجه به منجر مͬ�شود تراز مثبت

به نسبت حالت بدترين در است، n آن�ها مجموع که n١, ..., nδ و δ ∈ [١..n] هر برای .٢.٢.٣ قضیه

است، نقطه ni حاوی نوار امين i که طوری به محور، ͷي روی متناوب علائم از نوار δ از متشͺل نمونه�های

در را مسطح -بهينه f مستطیل که دارد وجود الͽوريتمͬ

O(δn(١ + H(n١, ..., nδ))) ⊂ O(δn log(δ + ١))

و امتیاز ترکیب

O(δn(١ + H(n١, ..., nδ)) + n log n) ⊂ O(δn log(δ + ١) + n log n)

مͬ�یابد. مختصات مقایسه
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که است هزینه�ایͬ بالا، قضیه در مختصاتͬ مقایسه O(n log n) شدن اضافه علت که کنید توجه

مͬ�کند. مصرف y مختصات حسب بر نقاط کردن مرتب برای ابتدا در ٢.١.٣ الͽوریتم

نقطه برای دلخواه ترازهای از بهره�مندی ٣.٣

ͷی جای به MCS Splay درخت از استفاده درخصوص قبل بخش در شده مشخص الͽوريتم اجرای

،MCS Splayدرخت چͽونه که مͬ�کنیم بررسͬ بخش اين در ما دارد. بيشتری درختMCSپيامدهای

مͬ�نمايد. منطبق محلͬ نقاط هم�ترازسازی با را الͽوريتم

نيز x مختصات توسط شده�اند، مرتب y مختصات توسط p١, p٢, ..., pn نقاط وقتͬ که، کنيد تصور

درج مورد هر از فاصله مͬ�کنيم، MCSدرج Splayدرخت در را نقطه�ها که هنͽامͬ سپس، �شوند. مرتب

(به است امتیاز ترکيب O(n٢) الͽوريتم، کلͬ هزينه نتيجه در و است، ١ با برابر قبل ͬͺی وضعيت به شده

شود). رجوع ٢.١.٣ الͽوريتم شرح

موقعیت در (نقاط ندارد قرار مختصات محور ͷی روی بر نقطه�ای جفت هیچ مسأله، فرض به بنا

را Π است. x مختصات حسب بر ترتیب از جایͽشتͬ y مختصات حسب بر ترتیب بنابرین هستند)، کلͬ

ͷي به x مختصات توسط شده مرتب ترتيب ͷي از را p١, p٢, ..., pn نقاط که بͽیرید نظر در جايͽشتͬ

نقاط روی بر Πشتͽجای که باشید داشته توجه مͬ�کند. بازآرايͬ ،y مختصات توسط شده مرتب وضعيت

جایͽشت (تعریف مͬ�کند عمل زیر صورت به شده�اند مرتب x مختصات حسب بر که p١, p٢, ..., pn

دنباله): ͷی برای

Π.(p١, p٢, ..., pn) = (pΠ−(١)١, pΠ−(٢)١, ..., pΠ−١(n)),

شده�اند. مرتب y مختصات حسب بر pΠ−(١)١, pΠ−(٢)١, ..., pΠ−١(n) نقاط آن در که

مرتب y مختصات حسب بر که را p١, p٢, ..., pn نقاط مͬ�خواهیم ٢.١.٣ الͽوریتم در کنید فرض

مختصات که بͽیرید نظر در j هر برای کنیم. درج p١ نقطه از شروع MCSبا Splayدرخت در شده�اند

،(x) پيشين مختصات براساس شده مرتب ،(x١, x٢, ..., x j−١) دنباله در r j موقعيت در ،p j نقطه از x j

پویا، انͽشت خاصیت به مربوط ،٢.٣.٢ لم در شده تعریف d j به توجه با صورت اين در مͬ�گيرد، قرار
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است. ام j دسترسͬ رتبه همان r j که کنید دقت بود. خواهد d j = |r j − r j−١| ، j > ١ برای و d١ = ٠

توجه .[١۴] نماييم تعريف توالͬ ١« محلͬ درج پيچيدگͬ » عنوان به را λ =
∑n

j=٢ |r j − r j−١| حال

اشاره عناصر قطعͬ موقعيت به Π که است λ ≤ ∑n
j=٢ |Π j − Π j−١| ساده بالای کران که باشيد داشته

هر برای که است این آن دلیل مͬ�کند. اشاره جايͽشت پیشوند در نياز مورد حرکات به λ که حالͬ در دارد،

داریم: j ∈ [٢..n]

|r j − r j−١| ≤ |Π j − Π j−١|

فاصله میزان به حداکثر محلͬ درج در دسترسͬ دو رتبه�های فاصله که است این دهنده نشان رابطه این که

مͬ�باشد. آن�ها قطعͬ موقعیت در آن�ها رتبه�های

ترکیب تعداد با است،
∑n

j=١(d j + ١) ≤ λ + n که اين دليل به و لͽاريتم تحدب واسطه به کل هزينه

مͬ�شود: برابر زیر امتیاز

O
(
n +

∑n

j=١
log(d j + ١)

)
⊆O

(
n + log

(∑n

j=١
(d j + ١)

))
⊆O

(
n + log(λ + n)

)
=O

(
n + log(n(١ + λ/n))

)
⊆O

(
n + n log(١ + λ/n)

)
.

مͬ�آيد. دست به ذيل شرح به ٢.١.٣ الͽوريتم از nها کلیه پیمایش برای ساده بالای کران

عنوان به که باشد يͺنوا و تجزيه�پذیر امتیازدهͬ تابع f و صفحه در نقطه n از مجموعه�ای P اگر .١.٣.٣ لم

ͷي که داشت خواهد وجود الͽوريتمͬ اينجا در کند، دریافت را P از زيرمجموعه�ای هر ورودی آرگومان

در را -بهينه f مستطیل

O(n١)٢ + log(١ + λ/n)))

و امتیاز ترکيب

O(n١)٢ + log(١ + λ/n)) + n log n)

١Local insertion complexity
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نقاط به مربوط x مختصات توالͬ محلͬ استقرار پيچيدگͬ λ ≤ n٢ آن در که مͬ�يابد مختصات مقایسه

است. y مختصات اساس بر شده مرتب

حالͬ در مͬ�باشد. O(n٢ log n) با منطبق آن هزینه که است λ = n٢ به مربوط الͽوریتم حالت بدترین

است. منطبق O(n٢) با هزینه و λ = ٠ به مربوط الͽوریتم حالت بهترین که

به نماييم. بالا کران به محدود را λ جايͽشت�ها در بͬ�نظمͬ از اقدامات ديͽر از استفاده با مͬ�توانيم

تعداد ديͽر، بیان به يا ،Πشتͽجاي در پذيرفته صورت وارونͽͬ�های تعداد ١Inv دهید اجازه مثال، عنوان

Π جایͽشت برای ͬͽوارون ͷی را (i, j) مرتب زوج .[١۵] بͽيريم نظر در توالͬ در نامناسب جفت�های

در وارونͽͬ�ها تعداد یͷجایͽشت، در وارونͽͬ�ها همه مجموع به Π(i)باشد. > Π( j) و i < j اگر گوییم

پيچيدگͬ براساس معتبر بالای کران ͷي ايجاد باعث قبل لم در Inv با λ کردن جايͽزين گوییم. جایͽشت

شود. مͬ O-بزرگ

وارونͽͬ�ها، نشان�دهنده Inv و محلͬ استقرار پيچيدگͬ به مربوط λ از Π جايͽشت هر برای .٢.٣.٣ لم

داشت: خواهیم

Inv ≥ λ/٢ − n.

افزايش j − Π j ميزان به Inv که حالͬ در مͬ�يابد، افزايش |Π j − Π j−١| ميزان به λ ،x j هر برای برهان.

( j−١)−Π j−١+١ ≥ Π j−Π j−١ از مͬ�توانيم Πبود j > Π j−١ اگر Πاست، j ≤ j که آنجایͬ از مͬ�يابد.

يا و ١ علاوه به x j−١ از استفاده بنابراين نماييم. استفاده j − Π j ≥ Π j−١ − Π j از صورت این غیر در یا

و ١ علاوه به x j−١ (يعنͬ دو هر جمع�بندی با مͬ�کند. محدود بالا کران به x j وسیله به را λ ،Inv در x j

داشت: خواهیم ، j هر برای (x j

λ ≤
∑n

j=٢
|Π j − Π j−١| =

∑n

j=٢
|( j − ١) − Π j−١ + ١ − ( j − Π j)|

≤
∑n

j=٢
|( j − ١) − Π j−١ + ١| +

∑n

j=٢
| j − Π j|

≤٢.(Inv + n)

□ مͬ�شود. ثابت حͺم بنابراین

١Inversions

۵۵



تعداد حداقل همان یا ρ ١ صعودی ردیف�های تعداد جایͽشت، پیچیدگͬ برای دیͽر مشهور معیار ͷی

این طول r١, ..., rρ کنید فرض .[١٢] مͬ�دهند پوشش را Π که است صعودی یͺنوای زیردنباله�های

iامین در |Π j −Π j−١| مقادیر مجموع صورت این در شده�اند. محاسبه مقایسه O(n) با که باشند ردیف�ها

که: داریم لͽاریتم تابع تحدب به توجه با بنابراین مͬ�رسد. n به حداکثر d j مقادیر مجموع نیز و ردیف

∑n

j=١
log(d j + ١) ≤

∑ρ

i=١
ri log(١ + n/ri) ≤ n +

∑ρ

i=١
ri log(n/ri).

مͬ�دهد. نتیجه را زیر جایͽزین بالای کران امر این

باشد تجزیه�پذیر و یͺنوا تابع ͷی f همچنین و صفحه در نقطه n از مجموعه�ای P فرضکنید .٣.٣.٣ لم

-بهینه� f مستطیل ͷی که دارد وجود الͽوریتمͬ مͬ�پذیرد. آرگومان عنوان به را P از زیرمجموعه هر که

امتیاز ترکیب O(n١)٢ + H(r١, ..., rρ)) ⊂ O(n٢ log(ρ + ١)) و مختصات مقایسه�ی O(n log n) با را

دنباله�ای جایͽشت که هستند صعودی یͺنوای زیردنباله ρ طول�های r١, ..., rρ آن در که مͬ�آورد. دست به

مͬ�کند، ͹هماهن y مختصات اساس بر مرتب�شده نقاط به ،x مختصات اساس بر را شده مرتب نقاط از

مͬ�دهد. پوشش

نقطه تنظیمات و نوارها از هم�زمان بهره�گیری ۴.٣

الͽوریتم ͷی به ٢.١.٣ الͽوریتم تبدیل برای ͹رن�ͷت نوارهای از چͽونه که شد بررسͬ ٢.٣ بخش در

کنیم محاسبه را آن�ها امتیاز مͬ�بایست که مستطیل�هایͬ تعداد که صورت بدین است، شده استفاده تطبیقͬ

٣.٣ بخش در مͬ�شود. راحت�تر نیز مستطیل هر امتیاز محاسبه که دیدیم و شد داده کاهش O(δ٢) به

به را ٢.١.٣ الͽوریتم MCSچͽونه درخت جای MCSبه Splay درخت از استفاده که شد داده نشان

یͺنوای زیردنباله�های تعداد حداقل و وارونͽͬ�ها تعداد محلͬ، نقاط هم�ترازی عامل�های از کدام هر واسطه

ͷی نمود. تحلیل خوبͬ به مͬ�توان را ٣.٣ و ٢.٣ بخش�های روش�های ترکیب مͬ�سازد. منطبق صعودی

و کنیم، شروع متفاوت pi مقدار از نوار، δ از نوار هر از است لازم تنها که بود خواهد این ساده نتیجه�ی

١Increasing runs
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:٢.١.٣ الͽوریتم زمانͬ پیچیدگͬ بالای کران بنابراین

O(nδ((١ + log(١ + λ/n)))

برحسب نقاط صعودی کردن مرتب با واقع در است. محلͬ درج پیچیدگͬ همان λ آن در که بود، خواهد

هر در که صورت این به دهیم، بهبود اندکͬ را خود عملͺرد مͬ�توانیم ͹رن�ͷت نوار هر در x مختصات

به کنیم، رسانͬ روز به درخت در آن�ها y مختصات افزایشͬ ترتیب به نقاط که این جای به ͹رن�ͷت نوار

از ناشͬ λ′ اندازه�ی که حالͬ در .[٢] مͬ�کنیم رسانͬ روز به موجود درخت در آن�ها x مختصات ترتیب

را نقاط که وقتͬ برای محلͬ درج پیچیدگͬ λ (یعنͬ باشد λ از بزرگ�تر است ممͺن مجدد مرتب�سازی

روز به از حاصل محلͬ درج پیچیدگͬ λ′ و باشد کنیم اضافه درخت در آن�ها y افزایشͬ ترتیب حسب بر

کران�های باشد)، ͹رن�ͷت نوار هر در آن�ها x مختصات افزایشͬ ترتیب به موجود درخت در نقاط رسانͬ

افزایش متفاوت δهای از ناشͬ H(n′١, ..., n
′
ρ′) همچنین و ،ρ′ و Inv′ یعنͬ ،ρ و Inv به مربوط بالای

H(r′١, ..., r
′
ρ′) ≤ H(n١, ..., nδ) و ρ′ ≤ δ که این به توجه با که دید مͬ�توان سادگͬ به ویژه به نمͬ�یابند.

باشد، شده مرتب ͹رن�ͷت نوار ͷی که وقتͬ (زیرا مͬ�یابد کاهش ترکیب طریق از ٢.٢.٣ قضیه� بالای کران

نمͬ�خورد). برش ردیفͬ هیچ در

آرگومان که باشد تجزیه�پذیر و یͺنوا تابعͬ f و صفحه در نقطه n از مجموعه�ای P فرضکنید .١.۴.٣ قضیه

O(n log n) از استفاده با را -بهینه� f مستطیل که دارد وجود الͽوریتمͬ باشد. P از زیرمجموعه�ای آن

ترکیب O(nδ(١+min(log(١+ Inv/n),H(r١, ..., rρ)))) ⊂ O(nδ log(ρ+١)) و مختصات مقایسه�ی

برحسبمختصات مرتبشده نقاط که ت�ͷرن͹است نوارهای تعداد حداقل δروابط این در مͬ�یابد. امتیاز

هر درون نقاط (مجدد) مرتب�سازی از پس نقاط x مختصات دنباله X نمود؛ افراز آن�ها به مͬ�توان را y

r١, ..., rρ و است X در نامرتب جفت�های تعداد Inv ≤ n٢ است؛ x مختصات برحسب ͹رن�ͷت نوار

جابه�جا با مͬ�دهد. پوشش را X که است، صعودی و یͺنوا ردیف ρ ≤ δ تعداد حداقل به مربوط طول�های

بود. خواهد برقرار مشابه�ایͬ نتیجه�ی y و x محورهای کردن
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۴ فصل

مسأله حل برای بلوک�ها قطرهای از بهره�گیری
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نقاط نسبͬ موقعیت از متفاوت، (وفقͬ) تطبیقͬ الͽوریتم ͷی آوردن دست به برای فصل این در

از استفاده با افرازها این مͬ�گیریم. نظر در را زیرمجموعه دو به نقاط مجموعه افراز . [٢] مͬ�کنیم استفاده

هر بهینه�ی مستطیل�های ترکیب شده�اند. ایجاد یͺدیͽر بر عمود و مختصات محورهای با موازی خط دو

مͬ�گردد. نقاط مجموعه کل بهینه�ی مستطیل به دست�یابͬ به منجر زیرمجموعه

قطری�سازی ١.۴

صفحه، در نقطه n از P مجموعه صورت به مسطح بهینه مستطیل مسأله داده�های که است یادآوری به لازم

مͬ�باشد، تجزیه�پذیر و نزولͬ) یا (صعودی یͺنوا امتیازدهͬ تابع ͷی f تابع و هستند کلͬ موقعیت در که

مختصات محور موازی ضلع�های با H یͷمستطیل کردن پیدا از است عبارت مسطح بهینه مستطیل مسأله�

کند. بیشینه را f (H ∩ P) مقدار که

با {A١, Aصورت{٢ به A از افرازی A قطری�سازی١ ͷی ،A ⊆ P زیرمجموعه�ی هر برای .١.١.۴ تعریف

A٢ و A١ عناصر که گونه�ای به است؛ y و x محورهای موازات به ترتیب به ،ℓ٢ و ℓ١ خط دو از استفاده

باشند. ( ℓ١ ∩ ℓ٢ نقطه�ی به (نسبت هم مقابل ربع�های به متعلق

چپ سمت A١ نقاط این�که فرض با ویژه، به مͬ�دهد. نشان را قطری�سازی از مثال�هایͬ ١.۴ شͺل

بخش ١.۴ شͺل بالا به پایین را قطری�سازی باشند A٢ عناصر زیر A١ عناصر اگر هستند، A٢ نقاط

که A عناصر اگر کنید توجه مͬ�نامیم. (ب) بخش ١.۴ شͺل پایین به بالا صورت این غیر در و (الف)

صورت به A قطری�سازی هر آنͽاه باشند، شده� مرتب p١, p٢, ..., pm صورت به x مختصات برحسب

بود. خواهد k ∈ [١...m − ١] آن در که {{p١, ..., pk}, {pk+١, ..., pm}}

مستطیل کوچ�ͷترین نشان�دهنده�ی Box(S ) کنید فرض ،S ⊂ �٢ کردان�دار مجموعه�ی هر داشتن با

باشند. Box(A) مرز به متعلق نقاط ،A کران٢ͬ نقاط و S نقاط شامل

نقطه چهار از مجموعه�ای حالت ساده�ترین کرد، تجزیه قطری صورت به نمͬ�توان را نقاط از مجموعه هر

چنین نموده�اند. دوران y و x محورهای به نسبت اندکͬ آن اضلاع که است مربع ͷی رئوس در واقع

١Diagonalization
٢Extreme

۶٠



`۱

`۲

A۱

A۲

`۲

A۱

A۲

`۱

(الف) (ب)

.A = A١ ∪ A٢ نقاط مجموعه برای {A١, A٢} قطری�سازی :١.۴ شͺل

(الف) (ب)

بادی. آسیاب�های :٢.۴ شͺل

قطری صورت به نمͬ�توان آن�ها، کرانͬ نقاط شاخص موقعیت دلیل به که را نقطه چهار از مجموعه�هایͬ�

ببینید. را ٢.۴ شͺل مثال برای مͬ�نامیم. بادی١ آسیاب نمود، تجزیه

A صورت این در نیست. ممͺن آن قطری�سازی که باشد نقاط از مجموعه�ای A کنید فرض .٢.١.۴ لم

نقطه�ی ͷی حداقل شامل بادی آسیاب ͷی دارای A علاوه، به داشت. خواهد کرانͬ نقطه�ی چهار دقیقاً

است. A کرانͬ

نقطه چهار از کم�تر A مجموعه کرانͬ نقاط که فرضکنید است، ساده حͺم اول بخش دادن نشان برهان.

گونه�ای به را ℓ٢ و ℓ١ موقعیتخطوط و بͽیریم نظر در را کرانͬ نقاط از ͬͺی مͬ�توانیم صورت این در باشد،

و گیرند، قرار ℓ١∩ℓ٢ نقطه به نسبت مقابل ربع در موجود نقاط بقیه که بͽیریم نظر در نقطه این ͬͺنزدی در

١Windmill
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ترتیب این به پس فرضاست. خلاف این که نمودیم تجزیه قطری صورت به را A مجموعه صورت این به

چهار از بیش�تر نمͬ�تواند کرانͬ نقاط این هم طرفͬ از و باشد نقطه چهار از کم�تر نمͬ�تواند A کرانͬ نقاط

کنید فرض مͬ�کنیم. اثبات را حͺم دوم بخش هستند). کلͬ موقعیت در نقاط که کنید (دقت باشد نقطه

در است. شده ثابت حͺم دهند، تشͺیل بادی آسیاب ͷی نقاط این اگر باشند. A کرانͬ نقاط {p, q, r, s}

٣.۴ شͺل مطابق آن�ها نسبͬ موقعیت که کنید فرض مسأله، کلیت رفتن دست از بدون صورت، این غیر

مطابق که ترتیب این به کرد تجزیه قطری صورت به را نقطه چهار این مͬ�توان زیرا است، (الف) بخش

p نقطه از بالا، سمت به عمودی خط ͷی s نقطه از پایین، سمت به عمودی خط ͷی q نقطه از شͺل

ℓ١ افقͬ خط سپس مͬ�کنیم، رسم راست سمت به افقͬ خط ͷی r نقطه از و چپ سمت به افقͬ خط ͷی

عمودی خطوط بین را ℓ٢ عمودی خط صورت همین به و ،r و p نقطه از شده رسم افقͬ خطوط بین را

(الف) بخش ٣.۴ شͺل مطابق را R۴ و R٣ ،R٢ ،R١ ناحیه�های مͬ�کنیم. رسم s و q نقطه از شده رسم

بادی آسیاب ͷی {p, q′, r, s} آن�گاه باشد R١ ناحیه�ی در A مجموعه�ی از q′ عنصر اگر مͬ�کنیم. نام�گذاری

باشد R٢ ناحیه�ی در A مجموعه�ی از s′ نقطه�ی اگر مشابه، طور به است. تمام اثبات کار و داده تشͺیل

عنصری هیچ شامل R١ ∪ R٢ که کنید فرض حال مͬ�دهد. تشͺیل بادی آسیاب ͷی {p, q, r, s′} آن�گاه

سمت t کنید فرض باشد. نقطه ͷی شامل R٣ که کنید فرض کلیت رفتن دست از بدون نباشد. A از

ͷی اگر نماید. ایجاد (ب) بخش ٣.۴ شͺل مطابق را R۶ و R۵ نواحͬ و بوده R٣ نقطه�ی راست�ترین

مͬ�دهد. تشͺیل بادی آسیاب ͷی {p, q, t, u} مجموعه�ی آن�گاه باشد داشته وجود R۵ ناحیه�ی در u نقطه�ی

آسیاب ͷی {p, t, r, u} مجموعه�ی آن�گاه باشد داشته وجود R۶ ناحیه�ی در u نقطه�ی ͷی اگر مشابه، طور به

نباشد. A از عنصری هیچ شامل R۵ ∪ R۶ که کنید فرض حال مͬ�شود. اثبات حͺم و داده تشͺیل را بادی

که کنید فرض پس باشد. A از نقطه ͷی شامل بایستͬ R۴ ناحیه�ی نمود، قطری را A نمͬ�توان که آنجا از

نماید. ایجاد را R٨ و R٧ نواحͬ (ج) بخش ٣.۴ شͺل مطابق و بوده R۴ ناحیه�ی در نقطه پایین�ترین t′

شامل R٧ ناحیه�ی اگر بودیم. نموده برخورد t نقطه�ی با که مͬ�کنیم برخورد همان�گونه t′ نقطه�ی با ما اکنون

ناحیه�ی صورت این غیر در است. بادی آسیاب ͷی {p, t, u, t′} آنͽاه باشد A مجموعه�ی از u نقطه�ی ͷی

و داشت) خواهد قطری�سازی ͷی A صورت این غیر در (زیرا باشد A از u′ نقطه�ی ͷی شامل بایستͬ R٨

□ مͬ�شود. اثبات حͺم بنابرین است. بادی آسیاب ͷی {t, u′, s, t′} آنͽاه

۶٢



p

q

r

s

p

q

t

r

s

p

q

t

t′

r

s

R۱R۳

R۴

R۲

R۱

R۴

R۲

R۵

R۶
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(الف)

(ب)

(ج)

است. A مجموعه�ی نقاط از خالͬ سایه�دار ناحیه� شͺل هر در :٣.۴ شͺل
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p۱

p۲

p۳

p۴ p۵

p۶

p۷

p۸

p۹

p۱۰

p۱۱

p۱۲
p۱۳

p۱ p۲

p۳, . . . , p۷ p۱۰, . . . , p۱۳

p۸ p۹

.{p١, ..., p١٣} نقاط مجموعه برای (D-درخت) قطری�سازی درخت ͷی :۴.۴ شͺل

درخت -D ٢.۴

شرح قطری�سازی از استفاده با را آن ساخت نحوه همچنین و D-درخت داده ساختمان فصل این در

داد. خواهیم

که: است دودویͬ درخت ͷی D-درخت، ،P مجموعه�ی قطری�سازی درخت ͷی .١.٢.۴ تعریف

ندارد؛ قطری�سازی امͺان که است S (u) ⊆ P زیرمجموعه�ی ͷی شامل آن u برگ هر .١

و است؛ P از افراز ͷی است، برگ ͷی u که Sها (u) تمام مجموعه�ی .٢

ͷی {A(v١), A(v٢)} و دارد راست) (فرزند v٢ و چپ) (فرزند v١ فرزند دو دقیقا v داخلͬ گره هر .٣

مجموعه�های اجتماع دهنده�ی نشان A(v) ،v گره هر برای که طوری به است. A(v) از قطری�سازی

ببینید). را ۴.۴ (شͺل مͬ�باشد هستند، v گره نوادگان که ،u برگ�های همه�ی برای S (u)

نیست. فرد به منحصر لزوماً نقطه n از متشͺل P مانند یͷمجموعه برای قطری�سازی درخت .٢.٢.۴ نͺته

قطری�سازی درختان همه�ی برگ�های تعداد باشد. صفحه در نقطه n از مجموعه�ای P فرضکنید .٣.٢.۴ لم

دلخواه D-درخت دو هر راست) به چپ (از برگ iامین علاوه، به بود. خواهد برابر ،P مجموعه�ی

بود. خواهد P از یͺسانͬ S (.) زیرمجموعه�ی شامل ،P مجموعه�ی
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حͺم آنͽاه باشد، عنصر ͷی شامل تنها P اگر مͬ�کنیم. استفاد P اعضای تعداد روی بر استقرا از برهان.

قطری�سازی امͺان P اگر باشید داشته توجه مͬ�باشد. گره�ای ͷی تنها آن D-درخت زیرا است. شده اثبات

تعداد که مجموعه�هایͬ همه برای حͺم که فرضکنید مͬ�باشد. گره�ای ͷت نیز آن D-درخت باشد، نداشته

که کنید فرض مͬ�کنیم، ثابت را حͺم P مجموعه برای حال باشد. برقرار است، P از کم�تر آن�ها اعضای

پایین) به بالا یا بالا به (پایین نوع ͷی از باید ͬͽهم که باشد داشته متفاوت قطری�سازی k ≥ ١ دقیقاً P

کرد. قطری�سازی پایین) به بالا و بالا به (پایین مختلف نوع دو به نمͬ�توان را مجموعه ͷی زیرا باشند،

از P آنͽاه باشد. پایین به بالا قطری�سازی�ها k این همه که کنید فرض مسأله کلیت دادن دست از بدون

راست به چپ از ترتیب به که است شده افراز ناتهͬ مجموعه�ی k+ ١ به متفاوت قطری�سازی k این طریق

j = ١, ..., k برای {
j∪

i=١
Pi,

k+١∪
i= j+١

Pi} صورت به قطری�سازی k و شده�اند داده نشان P١, P٢, ..., Pk+١ با

k این که کنید فرض آورد: دست به مͬ�توان صورت این به را مجموعه�ها این که کنید توجه هستند.

بالای مجموعه همان را P١ مجموعه� کرده�ایم، شماره�گذاری k تا ١ از پایین به بالا از را قطری�سازی

بین شده محصور نقاط مجموعه را Pi هر i ∈ [٢..k] برای همچنین مͬ�گیریم نظر در اول قطری�سازی

نقاط مجموعه را Pk+١ آخر در و مͬ�گیریم نظر در iام قطری�سازی خطوط و i)ام − ١) قطری�سازی خطوط

را پایین به بالا صورت به قطری�سازی امͺان Pi مجموعه�ی هیچ مͬ�گیریم. نظر در kام قطری�سازی پایین

که باشد Pi مجموعه ͷی اگر و باشد داشته قطری�سازی k دقیقاً P مجموعه که کرده�ایم فرض زیرا ندارد

پایین به بالا قطری�سازی k + ١ مͬ�تواند P مجموعه آنͽاه باشد، داشته را پایین به بالا قطری�سازی امͺان

دقیقاً آن داخلͬ گره�های که دودویͬ درخت ͷی ایجاد با مͬ�تواند P مجموعه�ی D-درخت هر باشد. داشته

کردن جایͽزین سپس و هستند P١, P٢, ..., Pk+١ ترتیب به راست به چپ از آن برگ�های و دارند فرزند دو

P١, P٢, ..., Pk+١ مجموعه�های به استقرا فرض� اعمال از شده نتیجه Pi از D-درخت ͷی با Pi برگ هر

□ مͬ�شود. حاصل نظر مورد نتیجه ترتیب این به و آید. دست به

را مجموعه این ،P مجموعه�ی T قطری�سازی درخت هر که گرفت نتیجه مͬ�توان ٣.٢.۴ لم به توجه با

{S (u١), ..., S (uβ)} با برابر افراز این باشند، T برگ گره�های u١, ..., uβ اگر مͬ�نماید، افراز یͺسانͬ شͺل به

است.

به P مجموعه�ی D-درخت ͷی باشد. صفحه در نقطه n شامل مجموعه�ای P کنید فرض .۴.٢.۴ لم

۶۵



شود. ساخته مقایسه O(n log n) با مͬ�تواند و داشته نیاز O(n) فضای

pΠ١ , pΠ٢ , ..., pΠn و x مختصات اساس بر شده مرتب P عناصر p١, p٢, ..., pn کنید فرض برهان.

مقایسه�ی O(n log n) با مͬ�تواند مرتب�سازی دو هر باشند. y مختصات اساس بر شده مرتب P عناصر

که: مͬ�دهیم نشان پیش�پردازش، عنوان به Π جایͽشت محاسبه�ی نظرگرفتن در با شود. انجام مختصات

قطری�سازی این آنͽاه باشد داشته را {{p١, ..., pk}, {pk+١, ..., pn}} صورت به قطری�سازی امͺان P اگر

نداشته قطری�سازی امͺان P اگر صورت، این غیر در شود. انجام مقایسه O(min(k, n − k)) با مͬ�تواند

است. تشخیص قابل مقایسه O(n) با امر این باشد

کنید: فرض ،i ∈ [١..n] نمایه هر برای

ML(i) = max
j∈[١..i]

Π j

mL(i) = min
j∈[١..i]

Π j

MR(i) = max
j∈[i..n]

Π j

mR(i) = min
j∈[i..n]

Π j

،mL(۵) = min j∈[١..i]Π j = ١ ،ML(۵) = max j∈[١..i]Π j = ١٠ ،۵.۴ شͺل در مثال عنوان به

شͺل این برای که کنید دقت مͬ�باشد، mR(۵) = min j∈[i..n]Π j = ٣ و MR(۵) = max j∈[i..n]Π j = ١١

مͬ�باشد. Π =
(

١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧ ٨ ٩ ١٠ ١١
٢ ١٠ ۶ ١ ٨ ۴ ٣ ١١ ٧ ۵ ٩

)
صورت به آن جایͽشت

آنͽاه باشد P از قطری�سازی ͷی {{p١, ..., pk}, {pk+١, ..., pn}} اگر که مͬ�کنید مشاهده

بالا mL(k)(قطری�سازی = n−k+١ یا بالا) به پایین (قطری�سازی ML(k) = kرابطه�ی در k ∈ [١..n−١]

mR(k+١) = k+١ معادل ترتیب mL(k)به = n−k+١ و ML(k) = k علاوه، به مͬ�کند. صدق پایین) به

هستند. MR(k + ١) = n − k و

بالا به پایین قطری�سازی ͷی {{p١, ..., pk}, {pk+١, ..., pn}} آنͽاه ML(k) = k اگر که مͬ�دهیم نشان

مͬ�کنیم، رسم Pk+١ و Pk نقاط بین را ℓ٢ عمودی خط و ،PΠk+١ و PΠk نقاط بین را ℓ١ افقͬ خط مͬ�باشد.

نشان دوم و نیست نقطه از خالͬ (ℓ٢ و ℓ١ خطوط به (نسبت سوم و اول ربع�های است واضح که این اول

۶۶



x
۱
x
۲

x
۳

x
۴

x
۵

x
۶

x
۷

x
۸

x
۹

x
۱۰

x
۱۱

yΠ۱

yΠ۲

yΠ۳

yΠ۴

yΠ۵

yΠ۶

yΠ۷

yΠ۸

yΠ۹

yΠ۱۰

yΠ۱۱

صفحه در نقاط موقعیت :۵.۴ شͺل

چهارم ربع در Pz نقطه که فرضکنید فرضخلف، است. نقطه از خالͬ چهارم و دوم ربع�های که مͬ�دهیم

ابتدا در (زیرا است max{yΠ١ , yΠ٢ , ..., yΠk} کم�ترمساوی yz یعنͬ Pz نقطه دوم مختصات چون باشد،

Π j = z که طوری به دارد وجود j ∈ [١..k] پس کردیم) رسم PΠk+١ و PΠk نقاط بین را ℓ١ افقͬ خط

تناقض در ML(k) = k فرض با این که ML(k) ≥ z که باشیم داشته باید پس z > k که آنجایͬ از و باشد

کنید فرض حال ندارد. وجود چهارم ربع در نقطه�ای هیچ یعنͬ است باطل خلف فرض رو این از و است

فقط (اگر ML(k) = k + ١ لذا است t < k که چون صورت این در باشد دوم ربع در Pt مانند نقطه�ای که

و دوم ربع�های بنابرین پس است. تناقض در ML(k) = k فرض با نیز این که باشد) دوم ربع در نقطه ͷی

مͬ�شود. ثابت حͺم و مͬ�باشند نقطه از خالͬ جهارم

قطری�سازی ͷی {{p١, ..., pk}, {pk+١, ..., pn}} آنͽاه باشد mL(k) = n−k+١ (اگر دیͽر مورد برای

کرد. اثبات مشابه صورت به مͬ�توان مͬ�باشد) پایین به بالا

مͬ�کنیم: تعیین زیر صورت به را آن ما باشد، داشته وجود P برای قطری�سازی که صورتͬ در بنابرین

(یعنͬ است قطری�سازی ͷی {{p١, ..., p j}, {p j+١, ..., pn}} آیا که مͬ�کنیم بررسͬ j = ١..⌊n/٢⌋ برای
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(یعنͬ است قطری�سازی ͷی {{p١, ..., pn− j}, {pn− j+١, ..., pn}} یا (mL( j) = n− j+ ١ یا ML( j) = j

،mL( j) ،ML( j) آنͽاه j > ١ اگر که کنید توجه .(mR(n− j+ ١) = n− j+ ١ یا MR(n− j+ ١) = j

،mL( j − ١) ،ML( j − ١) روی از مقایسه O(١) با مͬ�توانند ͬͽهم mR(n − j + ١) و MR(n − j + ١)

در مͬ�تواند را MR(n− j+١) مثال عنوان به شوند، −Πnمحاسبه j+١ و mR(n − j + ٢) ،MR(n − j + ٢)

MR(n − j + ١) = max{MR(n − j + ٢),Πn− j+صورت{١ −Πnبه j+١ و MR(n− j+روی(٢ (١)Oاز

این باشد، موجود P برای {{p١, ..., pk}, {pk+١, ..., pn}} قطری�سازی که صورتͬ در بنابرین، شود. ساخته

اگر مͬ�شود. تعیین مقایسه O(t) با بنابرین و شده تشخیصداده t = min{k, n− k} ≤ ⌊n/٢⌋ ازای به امر

خواهد مقایسه O(n) کل در الͽوریتم آنͽاه نشود، یافت j ∈ [١..⌊n/٢] مقادیر ازای به قطری�سازی هیچ

داشت.

بالا الͽوریتم بسازیم. بازگشتͬ صورت به زیر روش به را P مجموعه�ی D-درخت مͬ�توانیم ما سپس

(این باشد داشته وجود P برای {{p١, ..., pk}, {pk+١, ..., pn}} قطری�سازی اگر مͬ�کنیم. اجرا P برای را

از D-درخت ͷی و نموده ایجاد ریشه گره ͷی (t = min{k, n− k} که مͬ�شود تعیین مقایسه O(t) با امر

قرار آن راست فرزند عنوان به را {pk+١, ..., pn} از D-درخت ͷی و چپ فرزند عنوان به را {p١, ..., pk}

تشخیص مقایسه O(n) با امر (این نباشد قطری�سازی هیچ دارای P اگر صورت، این غیر در مͬ�دهیم.

را زیر بازگشتͬ رابطه�ی روش این مͬ�نماییم. ایجاد P برابر S (.) مجموعه�ی با برگ گره ͷی مͬ�شود)، داده

: ١ ≤ t ≤ ⌊n/٢⌋ آن در که مͬ�آورد�، دست به T (n) مقایسه�ها کل تعداد برای

T (n) =
{

O(t) + T (t) + T (n − t) n > ١, باشد داشته قطری�سازی امͺان اگر
O(n) این�صورت غیر در

ͷی با برابر بازگشتͬ رابطه�ی در O(n) و O(t) در ثابت�ها که کنید فرض کلیت رفتن دست از بدون

صحیح استقرا حͺم n = ١ برای است. T (n) ≤ n + n log n که مͬ�کنیم ثابت استقرا با سپس هستند.

اگر یعنͬ است، بازگشتͬ رابطه�ی دوم خط استقرا پایه�ی حالت ١ ≤ ١ + log ١ = ١ داریم زیرا است
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برقرار همواره n ≤ n + n log n رابطه�ی آن در باشد، نداشته قطری�سازی امͺان عضو n با مجموعه�ای

داریم: استقرایͬ حالت در باشد. برقرار k ≤ n برای استقرا فرض که کنید فرض است.

T (n) =t + T (t) + T (n − t)

≤t + t + t log t + (n − t) + (n − t) log(n − t)

=n + t + t log t + (n − t) log(n − t)

=n + t + t log t + (n − t) log(n − t) + (n log n − t log n − (n − t) log n)

=n + n log n + t − t log(n/t) − (n − t) log(n/(n − t))

=n + n log n + n(t/n − H(t/n))

≤n + n log n,

نوشته متفاوت صورت دو به که را n log n چهارم خط در مͬ�کند. استفاده فرضاستقرا از دوم خط در

انتروپͬ تابع ششم خط در و نموده دسته�بندی را جملات پنجم خط در مͬ�کنیم. کم و اضافه است شده

است. x = t/n آن در که مͬ�کنیم؛ وارد را H(x) = x log(١/x) + (١ − x) log(١)/١ − x)) دودویͬ

اعمال است صادق x ≤ ١/٢ ازای به حداقل که را x ≤ H(x) تحلیلͬ نامساوی آخر خط در نهایت، در

حل این که نمود مشاهده مͬ�توان است. O(n log n) مرتبه�ی از و T (n) ≤ n+ n log n بنابرین، مͬ�کنیم.

انتروپͬ). تابع برای محدودیت دلیل (به است محدود t = n/٢ فرض توجه با

□ دارد. نیاز فضا O(n) به P مجموعه�ی D-درخت هر که دید مͬ�توان سادگͬ به

مسطح بهینه مستطیل آوردن دست به ٣.۴

محاسبه را -بهینه f مستطیل مͬ�توان D-درخت�ها از استفاده با چͽونه که داد خواهیم نشان بخش این در

که A ⊆ P غیرتهͬ زیرمجموعه�ی ͷی برای را -بهینه f مستطیل «ده» مجموعه�ی ابتدا کار این برای نمود.

مͬ�کنیم. تعریف است، مسأله شده داده نقاط مجموعه P

،A مجموعه�ی -بهینه f مستطیل «ده» مجموعه�ی ،A ⊆ P غیرتهͬ زیرمجموعه�ی هر برای تعریف۴.١.٣.

Box(A) در ͬͽهم که است، شده تشͺیل زیر -بهینه�ی f مستطیل�های از مͬ�شود، داده نشان Ten(A) با که
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هستند. محاط

.Box(A)-١

-بهینه. f مستطیل ͷی ،Bopt(A) -٢

.Box(A) پایین چپ رأس شامل -بهینه f مستطیل ͷی ،B١(A) -٣

.Box(A) پایین راست رأس شامل -بهینه f مستطیل ͷی ،B٢(A) -۴

.Box(A) بالای راست رأس شامل -بهینه f مستطیل ͷی ،B٣(A) -۵

.Box(A) بالای چپ رأس شامل -بهینه f مستطیل ͷی ،B۴(A) -۶

.Box(A) پایین رئوس شامل -بهینه f مستطیل ͷی ،B١,٢(A) -٧

.Box(A) راست سمت رئوس شامل -بهینه f مستطیل ͷی ،B٢,٣(A) -٨

.Box(A) بالای رئوس شامل -بهینه f مستطیل ͷی ،B٣,۴(A) -٩

.Box(A) چپ سمت رئوس شامل -بهینه f مستطیل ͷی ،B۴,١(A) -١٠

Ten(A) ،A مجموعه�ی از {A١, A٢} قطری�سازی هر و A ⊆ P غیرتهͬ زیرمجموعه�ی هر برای .٢.٣.۴ لم

شود. محاسبه Ten(A٢) و Ten(A١) روی از امتیاز ترکیب O(١) با مͬ�تواند

و u٢ و بالا به پایین قطری�سازی ͷی {A١, A٢} که کنید فرض مسأله کلیت رفتن دست از بدون برهان.

نشان max{H١, ...,Ht} که کنید فرض باشند. Box(A) چپ بالای و راست پایین رئوس ترتیب به u۴

مشاهده باشد. H١, ...,Ht مستطیل�های میان در A مجموعه�ی برای امتیاز بیش�ترین با مستطیل دهنده�ی

که: مͬ�شود

.Box(A) = Box(A١ ∪ A٢) = Box(Box(A١) ∪ Box(A٢)) •

.Bopt(A) = max{Bopt(A١), Bopt(A٢), Box(B٣(A١) ∪ B١(A٢))} •

.B١(A) = max{B١(A١), Box(Box(A١) ∪ B١(A٢))} •

.B٢(A) = Box(max{B٢(A١), B٢(A٢), Box(B٢,٣(A١) ∪ B١,٢(A٢))} ∪ {u٢}) •
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.B٣(A) = max{Box(B٣(A١) ∪ Box(A٢)), B٣(A٢)} •

.B۴(A) = Box(max{B۴(A١), B۴(A٢), Box(B٣,۴(A١) ∪ B۴,١(A٢))} ∪ {u۴}) •

B١,٢(A) = max{Box(B١,٢(A١) ∪ {u٢}), Box(Box(A١) ∪ B١٫٢(A٢))} •

B٢,٣(A) = max{Box(B٢,٣(A٢) ∪ {u٢}), Box(Box(A٢) ∪ B٢,٣(A١))} •

B٣,۴(A) = max{Box(B٣,۴(A٢) ∪ {u۴}), Box(Box(A٢) ∪ B٣,۴(A١))} •

B۴,١(A) = max{Box(B۴,١(A١) ∪ {u۴}), Box(Box(A١) ∪ B۴,١(A٢))} •

مجزای دو به دو مستطیل�های ثابتͬ تعداد از استفاده با مͬ�تواند Ten(A) عناصر از ͷی هر که آنجا از

داریم: H′ و H مجزای مستطیل دو هر برای و آید، دست به Ten(A٢) و Ten(A١)

f ((H ∪ H′) ∩ A) = f ((H ∩ A) ∪ (H′ ∩ A)) = g( f (H ∩ A), f (H′ ∩ A)),

□ آمد. خواهد دست به نظر مورد نتیجه ترتیب این به و

بوده تجزیه�پذیر و یͺنوا تابعͬ f و صفحه در نقطه n شامل مجموعه�ای P کنید فرض .٣.٣.۴ قضیه

-بهینه f مستطیل مͬ�تواند که دارد وجود الͽوریتمͬ بپذیرد. آرگومان عنوان به را P از زیرمجموعه�ای که

و اندیس�ها) و مختصات روی (بر مقایسه O
(
n log n +

∑β
i=١ hc(ni)

)
با را P مجموعه�ی

توسط که است P مجموعه�ی افراز ͷی {P١, ..., Pβ} آن در که بیابد، امتیاز ترکیب O
(∑β

i=١ hs(ni) + β
)

و ،Pi مجموعه�ی اصلͬ عدد ni افراز، اندازه�ی β است. شده ایجاد P مجموعه�ی دلخواه D-درخت ͷی

محاسبه�ی برای رفته کار به امتیازهای ترکیب و نقاط مختصات مقایسه�های تعداد ترتیب به hs(ni) و hc(ni)

هستند. Pi بهینه�ی مستطیل «ده»

کنید فرض .(۴.٢.۴ (لم بسازید P برای T قطری�سازی درخت ͷی مقایسه، O(n log n) با برهان.

مͬ�کنند. صدق S (ui) = Pi رابطه�ی در i ∈ [١..n] مقادیر همه�ی برای و بوده T برگ�های u١, ..., uβ

محاسبه امتیاز ترکیب hs(ni) و مختصات مقایسه�ی hc(ni) با را Ten(S (ui)) = Ten(Pi) مجموعه�ی

روی از را Ten(A(v)) آن، از v داخلͬ گره هر برای T درخت ١ پس�ترتیب پیمایش از استفاده با نمایید.
١Postfix
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گره�های v٢ و v١ آن در که ،(٢.٣.۴ (لم نمایید محاسبه امتیاز (١)Oترکیب با Ten(A(v٢)) و Ten(A(v١))

بوده T ریشه�ی گره r آن در که است، Bopt(A(r)) همان P مجموعه�ی f بهینه�ی مستطیل هستند. v فرزند

با الͽوریتم این مجموع، در است. A(r) = P رابطه�ی در و

O(n log n) +
∑β

i=١
hc(ni) = O

(
n log n +

∑β

i=١
hc(ni)

)
و مختصات β∑مقایسه�ی

i=١
hs(ni) +

∑β−١

i=١
O(١) = O

(∑β

i=١
hs(ni) + β

)
□ مͬ�شود. اجرا امتیاز ترکیب

قطری�سازی درخت در ui برگ گره هر برای که است زمانͬ بالا قضیه�ی الͽوریتم حالت بهترین

مختصات مقایسه�ی O(n log n) پیچیدگͬ حالت این باشد. O(١) مرتبه�ی از |S (ui)| ،P مجموعه�ی

قطری�سازی امͺان P که است زمانͬ حالت، بدترین داشت. خواهد پͬ در را امتیاز ترکیب O(n) و

تلاش هنͽام شده انجام اضافͬ مختصات مقایسه�ی O(n log n) نیز حالت این در حتͬ باشد. نداشته

در قطری�سازی الͽوریتم پیچیدگͬ بنابرین نمͬ�کند. اضافه کلͬ مجانبͬ پیچیدگͬ به قطری�سازی، برای

مقایسه O(n log n) حداکثر پیچیدگͬ با قبل، بخش�های در شده بررسͬ حالت�های از کم�تر حالت، بدترین

است. امتیاز ترکیب O(n٢ log n) و مختصات

آسیاب�بادی مسأله�ی با برخورد ١.٣.۴

استفاده ٣.٣.۴ قضیه�ی در شده مطرح الͽوریتم از شͺلͬ به دست�یابͬ برای ٢.١.۴ لم از بخش این در

(D-درخت) قطری�سازی درخت در u برگ گره با متناظر S (u) مجموعه�ی قطری�سازی امͺان مͬ�نماییم.

نقاط از ͬͺی شامل آسیاب�بادی ͷی دارای ٢.١.۴ لم به بنا مجموعه این و نداشته وجود P مجموعه�ی

نقاط براساس قطری�سازی درخت ͷی ایجاد و S (u) کرانͬ نقاط حذف اصلͬ، ایده�ی است. S (u) کرانͬ

خواهد دنبال به را نقاط مجموعه عمق در قطری�سازی ͷی روش این است. بازگشتͬ صورت به باقͬ�مانده

دهد. کاهش را امتیاز ترکیب اعمال تعداد مͬ�تواند بالقوه صورت به و داشت
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صورت به ∗D-درخت، ،P نقاط مجموعه برای تعمیم�یافته قطری�سازی درخت ͷی .۴.٣.۴ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر روند مطابق و بازگشتͬ

u′ گره با کند، صدق |S (u)| > ١ شرط در که P نقاط مجموعه از D-درخت ͷی به متعلق u برگ گره «هر

مجموعه�ی اگر مͬ�شود؛ جایͽزین است، ،S (u) کرانͬ نقاط مجموعه�ی ،X(u) نقاط مجموعه�ی شامل که

S (u)\X(u) مجموعه�ی نقاط از ∗D-درخت ͷی u′ گره فرزند تنها آنͽاه باشد، غیرتهͬ S (u)\X(u)

بود.» خواهد

،P مجموعه�ی ∗D-درخت�های همه�ی باشد. صفحه در نقطه n از مجموعه�ای P کنید فرض .۵.٣.۴ لم

شرط�های از ͬͺی در u برگ گره هر و بوده برگ گره n − ۴σ و �فرزند ͷت گره σ یͺسان تعداد دارای

نیاز O(n) مرتبه�ی از فضایͬ به P مجموعه�ی ∗D-درخت ͷی مͬ�کند. صدق |S (u)| = ۴ یا |S (u)| = ١

شود. ساخته مقایسه O(n log n + σn) با مͬ�تواند و دارد

الͽوریتمͬ کردن دنبال با مͬ�شود. اثبات ۴.٣.۴ تعریف و ٣.٢.۴ لم به توجه با لم این اول بخش برهان.

ͷی مͬ�توان شود، یافت نباشد قطری�سازی قابل که برگͬ گره که جایͬ تا D-درخت ایجاد الͽوریتم مشابه

بر الͽوریتم ادامه�ی برای اینجا در نمود. ایجاد مقایسه O(n log n + σn) با را P مجموعه�ی ∗D-درخت

در الͽوریتم که آنجا از مͬ�شود. انجام O(n)مقایسه ،۴.٣.۴ اساستعریف بر S (u)\X(u)رویمجموعه�ی

درخت∗D-درخت O(nاست. log n+σn)مرتبه�ی از مقایسه�ها کل تعداد مͬ�یابد، u σگره تعداد نهایت

□ شود. ساخته خطͬ فضایͬ در مͬ�تواند درخت این بنابرین است، محدود درجه�ی با گره n دارای

که باشد تجزیه�پذیر و یͺنوا تابعͬ f و باشد صفحه در نقطه n از مجموعه�ای P فرضکنید .۶.٣.۴ قضیه

مͬ�تواند که دارد وجود الͽوریتمͬ مͬ�کند. دریافت را P از زیرمجموعه�ای هر خود ورودی آرگومان عنوان به

ترکیب O(n + σn log n) و مختصات مقایسه O(n log n + σn) با را P مجموعه�ی f بهینه�ی مستطیل

است. P مجموعه�ی ∗D-درخت هر ت�ͷفرزند گره�های تعداد σ اینجا در که بیابد، امتیاز

P مجموعه�ی برای T (∗D-درخت) تعمیم�یافته قطری درخت ͷی مقایسه O(n log n + σn) با برهان.

ترکیب ثابتͬ تعداد از استفاده با T درخت از u برگ گره n−۴σ از ͷی هر برای .(۵.٣.۴ (لم نمایید ایجاد
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را Ten(S (u)) ،T درخت پس�ترتیب پیمایش از استفاده با سپس، کنید. محاسبه را Ten(S (u)) امتیاز،

نمایید: محاسبه زیر صورت به u داخلͬ گره هر برای

ͷی {A(v١), A(v٢)} آنͽاه باشد، راست) (فرزند v٢ و چپ) (فرزند v١ فرزند دو دارای v اگر الف)

با را Ten(A(v)) مͬ�توان Ten(A(v٢)) و Ten(A(v١)) از استفاده با و بوده A(v) قطری�سازی

.(٢.٣.۴ (لم نمود محاسبه امتیاز ترکیب O(١)

Ten(A(v)) حالتمͬ�توان بدترین در آنͽاه باشد، ت�ͷفرزند σگره از ͬͺی v اگر صورت، این غیر در ب)

شامل Ten(A(v)) مستطیل اگر یعنͬ، نمود. محاسبه امتیاز ترکیب و مقایسه O(n log n) با را

O(n log n) با را مستطیل این مͬ�توان آنͽاه باشد، خود مرز روی بر X(u) نقاط از ͬͺی حداقل

یافت. امتیاز ترکیب و مقایسه

v گره فرزند گره v′ آن در که است، Ten(A(v′)) مستطیل همان مستطیل این صورت، این غیر در ج)

است.

گره σ از ͷی هر برای و امتیاز ترکیب O(١) تعداد فرزند، دو دارای گره O(n) تعداد از ͷی هر برای

مرتبه�ی از امتیازها ترکیب کل تعداد بنابرین مͬ�شود. انجام امتیاز ترکیب O(n log n) تعداد فرزند �ͷت

□ مͬ�آید. دست به نتایج سایر و بوده O(n + σn log n)
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۵ فصل

نتیجه�گیری و کاربردها
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کاربردها ١.۵

مͬ�تواند f تابع تعریف به بسته که است هندسͬ بهینه�سازی مسأله ͷی مسطح بهینه مستطیل مسأله

ارائه مسائل بسیاری مͬ�تواند مسأله این که است این توجه قابل نͺته باشد. داشته بسیاری کاربردهای

دیͽر کاربردهای از دهد. پوشش را است نقاط روی مستطیل بهینه�سازی به مربوط که قبل هندسͬ شده

تجزیه ماهواره�ای، تصاویر مطلوبدر شͺل مستطیل مناطق شناسایͬ به مͬ�توان مسطح بهینه مستطیل مسأله

مͬ�پردازیم. آنها از برخͬ به زیر در که کرد اشاره ͬͺپزش در عͺس�ها تحلیل و

مستطیل دو با ͹رن دو نقاط ͷیͺتف مسأله

مͬ�باشد: گونه بدین مسأله صورت گردید. مطرح همͺاران و کورتس توسط ٢٠٠٩ سال در مسأله این

(از بیشینه مستطیل دو یافتن هدف مͬ�باشد، قرمز و آبͬ رن�͹های با نقطه n از مجموعه�ای S کنید فرض

مستطیل ͷی که به�طوری باشد ͹رن ͷی با نقاط شامل تنها کدام هر که است هم موازی نقاط) تعداد نظر

این برای باشند. ͹رن ͷی با نقاط تنها دارای مستطیل هر و قرمز، نقاط شامل دیͽری و آبͬ نقاط شامل

استفاده با را مسأله این مͬ�خواهیم .[٧] است شده ارائه O(n٢ log n) زمانͬ پیچیدگͬ با الͽوریتمͬ مسأله

تعداد نظر (از بیشینه مستطیل دو که است این مسأله این در هدف کنیم، حل مسطح بهینه مستطیل مسأله از

مسأله کلیت دادن دست از بدون باشد. ͹رن ͷی با نقاط شامل تنها کدام هر که بیابیم هم موازی نقاط)

بیشینه مستطیل سپس و مͬ�کنیم پیدا را است قرمز نقاط شامل فقط که بیشینه مستطیل ابتدا کار این برای

تابع قرمز، نقاط شامل تنها بیشینه مستطیل آوردن دست به برای مͬ�یابیم. را است آبͬ نقاط شامل تنها که

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را f

قرمز نقاط شامل تنها A مجموعه اگر مͬ�شود اعمال A مانند S از زیرمجموعه�ای روی f تابع که وقتͬ

این که صورتͬ در و است A مجموعه نقاط تعداد برابر مͬ�دهد نسبت A مجموعه به f تابع که ارزشͬ باشد

که کنید توجه مͬ�دهد، نسبت ارزش∞را مجموعه این به f تابع باشد آبͬ ͹رن با نقطه�ای شامل مجموعه

g(x, y) = x+ y صورت به مͬ�تواند آن با متناظر تجزیه تابع و مͬ�باشد یͺنوا و تجزیه�پذیر تابع ͷی f تابع

تنها که مستطیل بیشینه f تابع به توجه با S مجموعه روی بر مسطح بهینه مستطیل مسأله حل با باشد.

نقاط شامل تنها که مستطیل بیشینه مͬ�توان ترتیب همین به مͬ�شود. حاصل است قرمز ͹رن با نقاط شامل
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حالت بدترین در مسطح بهینه مستطیل مسأله زمانͬ پیچیدگͬ که کنید توجه آورد. دست به را است آبͬ

است. O(n٢ log n) برابر

خالͬ مستطیل بزرگترین مسأله

ارائه الͽوریتمͬ [۵] ͷندای هایل ͷم و لیو ͹یان خالͬ مستطیل بزرگترین مسأله برای ٢٠٠٣ سال در

دست به هدف باشد. شده افراز X− و X+ توسط و باشیم داشته نقطه n که فرض است، این مسأله دادند،

باشد. (B∩ X−) = ∅ که طوری به کند مقدار بیشترین را B∩ X+اندازه که است B مانند مستطیلͬ آوردن

است. X+ مجموعه اندازه برابر s آن در که مͬ�باشد O(s٢ log s) زمانͬ پیچیدگͬ دارای شده ارائه الͽوریتم

مستطیل مسأله به مستطیل» دو با ͹رن دو نقاط ͷیͺتف «مسأله مانند سادگͬ به مͬ�توان نیز را مسأله این

آورد. بدست را نظر مورد نتیجه آن حل با و کرد تبدیل مسطح بهینه

ماهواره�ای تصاویر در مطلوب شͺل مستطیل مناطق شناسایͬ

باید کار این برای کنیم، قطع را درختان از تعدادی جنͽل از چوب تأمین منظور به مͬ�خواهیم که فرضکنید

درختانͬ مثلا́ کنیم وارد جنͽل به را خسارت کم�ترین امͺان حد تا که این اول بͽیریم: نظر در را مورد چند

این دوم و نشوند قطع امͺان حد تا هستند درختان از خاصͬ گونه یا و کمتر ارتفاع یا کم�تر سن دارای که

همچنین و زمان در تا باشد شͺل مستطیلͬ مثلا́ محدوده ͷی صورت به کنیم قطع باید که درختانͬ که

را شͺلͬ مستطیلͬ منطقه�ای مͬ�خواهیم ما مثال عنوام به شود. صرفه�جویͬ آنها حمل�ونقل از حاصل هزینه

گرفت ͷکم مͬ�توان ماهواره�ای تصاویر از کار این برای باشد. بیشینه آن درختان ارتفاع مجموع که بیابیم

مͬ�دهد نسبت آن به f تابع که امتیازی و کرده فرض نقطه ͷی عنوان به را درخت هر که صورت این به

یͺنوا و تجزیه�پذیر تابع ͷی تابع این f تابع تعریف به بنا که باشید داشته توجه باشد، آن ارتفاع با متناسب

ترتیب این به گرفت. نظر در g(x, y) = x+ y صورت به مͬ�توان را آن با متناظر ترکیب تابع g تابع و است

کردن حل به اقدام و تبدیل مسطح بهینه مستطیل مسأله به را جنͽل درختان بهینه برش مسأله مͬ�توانیم ما

نماییم. آن

ͷی حل برای خوب شروع ͷی مͬ�تواند مهندسͬ�ها و علوم از بسیاری در مسطح بهینه مستطیل مسأله

باشد. بزرگ�تر مسأله
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نتیجه�گیری ٢.۵

امتیاز نͽهداری برای که MCS درخت نام به داده�ای ساختمان از استفاده با [٧] همͺاران و کورتس

نمودند. پیشنهاد بیشینه١ وزن دارای جعبه مسأله� برای راه�حلͬ بود، شده گرفته نظر در قسمت�ها سلسه�مراتب

شد: بررسͬ ،[٢] شده داده تعمیم جنبه چندین از که راه�حل این پایان�نامه این در

به نمود، جایͽزین f تجزیه�پذیر و یͺنوا تابع ͷی با را جمع عملͽر مͬ�توان چͽونه که شد داده نشان .١

کلͬ�تری امتیازدهͬ توابع بهینه�سازی منظور به [٧] همͺاران و کورتس الͽوریتم از بتوان که نحوی

نمود. استفاده نقاط وزن� حاصل�جمع صرفاً با مقایسه در

اضافه اعمال بتواند و شده پویا کاملا́ که شد داده تعمیم گونه�ای به MCS درخت داده� ساختمان .٢

به نسبت لͽاریتمͬ زمان در را آن�ها نسبͬ ترتیب به توجه با و داده ساختمان به نقاط حذف و کردن

دهد. انجام نقاط تعداد

خوشه�بندی (مانند ویژگͬ�هایخاصنمونه�ها از بهره�گیری منظور به تطبیقͬ روش�هایͬ پایان�نامه این در .٣

بررسͬ حالت بدترین در زمانͬ پیچیدگͬ افزایش بدون نقاط) نسبͬ موقعیت یا منفͬ و مثبت نقاط

شد.

باز مسأله�های ١.٢.۵

از: است عبارت نمود مطرح مͬ�توان که بازی مسأله�های

چͽونه الͽوریتم که دهیم نشان و گرفته نظر در نمودیم بررسͬ آنچه از دیͽر متفاوت دسته�بندی�های .١

مͬ�شود، تطبیقͬ آن واسطه به

مͬ�توان که است صورت این به مسأله بعدی سه برای مثال عنوان به بالاتر، ابعاد به مسأله تعمیم .٢

که بیابیم چنان مختصات محور موازی اضلاع با مستطیلͬ مͺعب و گرفت نظر در فضا در را نقاط

١Maximum Weight Box
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موجود مستطیل�های مͺعب تمام بین در امتیاز بیشترین دارای مستطیل مͺعب این درون در نفاط

و باشد

جای به مثال عنوان به است، محدب چندضلعͬ�های مانند مستطیل از غیر اشͺال برای مسأله تعمیم .٣

موازی آن اضلاع از ͬͺی و باشد امتیاز بیشترین داراری که کنیم پیدا را محدبͬ پنچ�ضلعͬ مستطیل

باشد. مختصات محور
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انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

Last . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آخرین

Argument . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آرگومان

Windmill . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آسیاب�بادی

Information . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اطلاعات.

Score . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . امتیاز

Size . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اندازه

First . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولین.

Rearrange . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازآرایͬ.

Top-down . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایین. به� بالا

Partition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بخش.

Worst case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �حالت. بدترین

Leaf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برگ

Leaves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برگ�ها

Updat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رسانͬ روز به

Best case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حالت بهترین�

Optimal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینه
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Abstract

Assume a given set P of n planar points, and a scoring function f which assigns a real-

value to every subset of P. The problem of Optimal Planar Box is to find a rectangle
H (aligned with the coordinate axes) which maximizes the value of f (H ∩ P). In this

problem, we assume f to be a monotone and decomposable function, i.e. there exists a

composition function gmonotone in its two arguments such that f (A) = g( f (A1), f (A2))

for every subset A ⊆ P and every partition {A1, A2} of A. In the present thesis, we exam-

ine a solution to theOptimal Planar Box problem where, in the worst case, O(n2 log n))

score compositions and coordinate comparisons can be performed, and much less on

other classes of instances defined by various measures of difficulty. A secondary re-

sult of this research is the fully dynamicMCS Splay tree data structure which supports
delete and insert operations as well as the dynamic finger property, thus improving
previous results.
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