


0.1 نسخه ،yazd-thesis کلاس توسط آماده شده



یــــزد دانــــشگاه
ریاضی دانشکده

کامپیوتر علوم گروه

ارشد کارشناسی درجه دریافت برای پایان نامه

علمی) کامپیوتر(محاسبات علوم

یال اشتراکی حداقل با k-مسیر مسئله بررسی

فرشی محمد دکتر راهنما: استاد

هاشمی نژاد مهدیه دکتر مشاور: استاد

جلایق علیرضا نگارش: و پژوهش

١٣٩۴ اسفندماه





از ناشی نوآوری های و ابتکارات مطالعات، نتایج بر مترتب معنوی و مادی حقوق کلیه ی

نتایج از استفاده هرگونه و است یزد دانشگاه به متعلق پایان نامه/رساله این موضوع تحقیق

هنری، بدیع اثر ثبت اختراع، ثبت فنی، دانش تولید برای پایان نامه/رساله این از عملی و علمی

مجلات و سمینارها در مقاله ارائه و اقتباس و ترجمه نسخه برداری، تکثیر، و چاپ همچنین

است. یزد دانشگاه کتبی موافقت به منوط پایان نامه/رساله این از علمی





به تقدیم

عزیزم مادر و پدر

آموختند. من به را اندیشیدن درست که کسانی همه و





سپاس گزاری

از همه زمین و آسمان ها شده، گسترده گیتی سراسر در او دانش و رحمت که عزتمندی یکتای خداوند سپاس

سپاس بی نهایت را او لطف و رحمت می فرماید. موهبت بخواهد که هر بر را حقیقی دانش و علم و اوست آن

ایمان و علم که رساند اصل این به مرا و داشت ارزانی من بر را پژوهش این مطالب درک و فهم که چرا می گویم

را تازه تلاشی امید، با تا دوباره، فرصتی کردم خطا که بار هر و داد من به  تلاش توفیق پروازند. یک بال دو

خواست به همه چیز و اوست آن از چیز همه که به راستی آیم. نائل مطلوب نتیجه ی به او خواست به و کنم آغاز

اوست.

تشکر فرشی، محمد دکتر آقای جناب ارجمند راهنمای استاد بی دریغ زحمات از می دانم وظیفه خود بر

مرا علمی، اندوخته های پشتوانه به و نظر دقت با نامه پایان انجام مراحل تمامی در ایشان نمایم؛ قدردانی و

از همچنین رساندم. پایان به ایشان ارزشمند رهنمودهای تحت را دوره این که خرسندم بسیار نمودند، یاری

و تشکر کمال مشاور، استاد عنوان به هاشمی نژاد مهدیه خانم سرکار گرانقدر، استاد راهنمایی های و زحمات

دارم. را قدردانی





تعالی بسمه

ب/ك/3 شناسه:
دانشجوي پایان نامه دفاعیه صورتجلسه

ارشد کارشناسی دوره
تکمیلی تحصیلات مدیریت

ارشد کارشناسی دانشجوي جلایق علیرضا آقاي/خانم: تحصیلی پایان نامه دفاعیه جلسه

علمی) کامپیوتر(محاسبات کامپیوتر/علوم علوم رشتـه/گرایش:

یال اشتراکی حداقل با k-مسیر مسئله بررسی عنوان: تحت

گردید. تشکیل ذیل) شرح (به داوران هیأت اعضاي حضور با 1394/12/15 تاریخ در 6 واحد: تعداد و

درجه و صدم نود و هفده حروف به 17.90 عدد به نمره با پایان نامه داوران، هیأت توسط ارزیابی از پس

گرفت. قرار تصویب مورد خوب

امضاء خانوادگی نام و نام عنوان

فرشی محمد دکتر راهنما: استاد/استادان

هاشمی نژاد مهدیه دکتر مشاور: استاد/استادان

فاضلی شاهزاده ابوالفضل سید دکتر داخلی: صاحبنظر و متخصص

آباد ملک دولتی اردشیر دکتر خارجی: صاحبنظر و متخصص

(ناظر) دانشگاه تکمیلی تحصیلات نماینده
نمازیان منصور دکتر خانوادگی: ونام نام

امضاء:





چکیده

به s راس از مجزا یال مسیر k کردن پیدا مسئله ،G = (V,E) گراف یک از t و s شده داده راس دو برای

e ∈ E یال هر اگر گویند، یال مجزا را مسیر k می شود. مطرح گراف نظریه در که است مسائلی از یکی t راس

کنید فرض است، محدود گراف در یال مجزا مسیرهای تعداد باشد. شده استفاده مسیرها در یک بار حداکثر

کردن پیدا که است بدیهی باشد، k > k′ که صورتی در است، k′ ،G در یال مجزا مسیرهای تعداد حداکثر

یعنی یال اشتراکی، حداقل با مسیر k کردن پیدا جایگزین راه حل یک نیست. ممکن G در یال مجزا مسیر k

بررسی را یال اشتراکی حداقل مسئله پایان نامه این در می باشد. است، شده ظاهر مسیر یک از بیش در که یالی

که است شده ثابت می باشد. یال اشتراکی تعداد کم ترین با t به s از مسیر k کردن پیدا آن هدف که می کنیم

ϵ > ٠ به ازای هر ،٢log١−ϵ n عامل با تقریبی الگوریتم هیچ و است NP-سخت یال اشتراکی حداقل مسئله

می باشد ⌊k٢⌋ تقریب عامل دارای شده، ارائه مسئله این برای که تقریبی الگوریتم بهترین ندارد. وجود آن برای

دارد. وجود مسئله برای چندجمله ای زمان با الگوریتم باشد ثابت k که حالتی در تنها و

مسئله از هدف است. r-آسیب پذیری حداقل مسئله می شود، بررسی پایان نامه این در که دیگری مسئله

که یالی به می باشد. آسیب پذیر یال تعداد کم ترین با ،G در t به s از مسیر k کردن پیدا آسیب پذیری حداقل

مسئله ورودی های جزء که است ثابت عدد یک r می گویند. آسیب پذیر یال شود، ظاهر مسیرها در بار r از بیش

یال اشتراکی حداقل مسئله به آسیب پذیری حداقل مسئله باشد، r = ١ هرگاه و می باشد آسیب پذیری حداقل

می شود. تبدیل





مطالب فهرست

ث جداول فهرست

چ تصاویر فهرست

١ مقدمات ١

٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف ها ١ - ١

٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جریان شبکه ١ - ٢

١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیچیدگی کلاس های و مسائل انواع ١ - ٣

١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینه سازی مسائل ١ - ٣ - ١

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصمیم گیری مسائل ١ - ٣ - ٢

١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیچیدگی کلاس های ١ - ٣ - ٣

١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الگوریتم ها انواع ۴ - ١

١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیرقطعی و قطعی الگوریتم های ١ - ۴ - ١

١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقریبی الگوریتم های ٢ - ۴ - ١

١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ابتکاری الگوریتم های ٣ - ۴ - ١

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجموعه پوشش مسئله ۵ - ١

٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کمینه یال-هزینه با جریان مسئله ۶ - ١

٢٣ یال اشتراکی حداقل مسئله ٢

٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف در مجزا مسیرهای ٢ - ١



٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یال اشتراکی حداقل مسئله تعریف ٢ - ٢

٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  MSE مسئله NP-سختی اثبات  ٢ - ٣

٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . MSE مسئله برای تقریبی الگوریتم  ۴ - ٢

٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . k-تقریبی الگوریتم ١ - ۴ - ٢

٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . k)-تقریبی − 1) الگوریتم ٢ - ۴ - ٢

۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  MSE مسئله برای تقریب کران پایین ۵ - ٢

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ابتکاری روش های ۶ - ٢

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پی در پی به هنگام سازی روش ١ - ۶ - ٢

۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسیر کوتاه ترین روش ٢ - ۶ - ٢

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصادفی روش های ٣ - ۶ - ٢

۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الگوریتم ها پیاده سازی ٢ - ٧

۵١ آسیب پذیری حداقل مسئله ٣

۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آسیب پذیری حداقل مسئله تعریف ٣ - ١

۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آسیب پذیری مسئله اولیه-دوگان الگوریتم ٣ - ٢

۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . k ثابت مقادیر برای دقیق الگوریتم ٣ - ٣

۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . MSE مسئله برای زیرخطی عامل با تقریبی الگوریتم ۴ - ٣

٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آسیب پذیری حداقل مسئله پذیری تقریب عدم ۵ - ٣

٧٧ نتیجه گیری

٧٩ مآخذ و منابع

٨٣ نمایه

ت



جداول فهرست

٢٧ . . . . . . . . . . . . . طول. حداقل با مجزا مسیر  k مسئله برای آمده دست به نتایج ٢ - ١





تصاویر فهرست

٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف  از نمونه ای ١ - ١

۵ . . . . . . . . . . . . است گراف برای توپولوژیکی ترتیب یک ،v١, v٢, v٣, v۴ ترتیب ١ - ٢

۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G٢ و G١ گراف دو موازی و سری ترکیب ١ - ٣

٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوبخشی گراف یک از مثالی ۴ - ١

٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جریان شبکه یک ۵ - ١

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیشینه جریان دهی یک ۶ - ١

تشکیل را بیشینه راسی مستقل مجموعه یک رنگ سیاه رئوس راسی؛ مستقل مجموعه ١ - ٧

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . می دهند.

١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجموعه پوشش مسئله از مثال یک ١ - ٨

٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یال هر برای ظرفیت و هزینه با شبکه یک ١ - ٩

٢۵ . . . . . . . G در راس مجرا مسیرهای تعداد حداکثر با است برابر G′ در بیشینه جریان  ٢ - ١

٢۶ . . . ضخیم). (خطوط آن راه حل و مسطح گراف در مجزا مسیرهای مسئله از مثال یک  ٢ - ٢

٣١ . . . . . . . . . . . شده اند. مشخص π۶ تا π١ با که ،G گراف در −s-مسیر t شش  ٢ - ٣

٣٣ . . . . . می شود. تبدیل e′′ و e′ یال دو به e یال هر حداقل اشتراکی الگوریتم اول گام در  ۴ - ٢

٣۵ . . . . . . . . . . . . .  MSE مسئله به مجموعه پوشش مسئله انتقال از مثال یک  ۵ - ٢

٣٨ . . . . . . . . . . .  G. گراف در e یال روی از G′ گراف در e٢ و e١ یال های ساختن ۶ - ٢

زنجیره هایی خط چین ها، .MSE در یال ها از مجموعه ای به MECF در یال یک تبدیل ٢ - ٧

۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هستند. |E|+ ١ طول به



۴٢ . . . . . . . . . یال. هر برای واحد هزینه با  MSE مسئله به  MEFC مسئله کاهش ٢ - ٨

۴٧ . . . . . . . . . . رم . شهر گراف روی بر ابتکاری الگوریتم های اجرای از تجربی نتایج ٢ - ٩

۴٩ . . . . . . . SSCA آزمایشی گراف روی بر ابتکاری الگوریتم های اجرای از تجربی نتایج ٢ - ١٠

۵٣ . . . . . . . . . . . شده اند. مشخص π۶ تا π١ با که ،G گراف در −s-مسیر t شش  ٣ - ١

۵٧ . . . . . . . . . . . . . شده. مشخص k = ٣ از کمتر اندازه با برش های G گراف در ٣ - ٢

۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف. در ٣ اندازه با f جریان ٣ - ٣

۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . دارد. قرار C برش از بعد e′ یال و C برش از قبل e یال ۴ - ٣

۶٣ . . . . . . . . . می شود. تقسیم G٢ و G١ گراف دو به C −s-برش t یک با G گراف ۵ - ٣

٧٠ . . . . . .G بدون دور و جهت دار گراف برای ٣ - ۴ - ٣ لم در شده بیان تبدیل از مثال یک ۶ - ٣

٧١ . . . . . . . . . . کردیم. تقسیم دسته چهار را G گراف یال های ،٣ - ۴ - ٣ قضیه اثبات ٣ - ٧

یال هر یکسان. یال های هزینه با r-آسیب پذیری حداقل مسئله به MSE مسئله کاهش ٣ - ٨

٧۴ . . . . . . . . می شود. جابجا (xy, y) یال و xy به x از ١-زنجیر kتا با G در (x, y)

ح



١ فصل

مقدمات



  



 

ویژگی ها، از برخی همچنین می گردد. بیان داریم، نیاز آنها به آینده فصل های در که مفاهیمی فصل، این در

پوشش کوچکترین مسئله و کمینه یال-هزینه با جریان مسئله می گیرد. قرار بررسی مورد مرتبط مسائل و قضیه ها

می شوند.  بیان فصل این در که هستند مسائلی جمله از مجموعه

گراف ها ١ - ١

رئوس مجموعه عنوان به V = {v١, v٢, . . . , vn} متناهی مجموعه ی دو شامل است ساختاری گراف، یک  

به است V مجموعه رئوس از مرتب زوج یک یال هر یال ها. مجموعه عنوان به E = {e١, e٢, . . . , en} و

vj راس از که است یالی ei دراین صورت است. vk به vj از یالی دهنده نشان ei = (vj , vk) مثال: عنوان

یک یال به ازای هر زیرا می شود، نامیده جهت دار گراف ساختاری، چنین می شود. وارد vk راس به و شده خارج

می گویند. بدون جهت گراف باشند، بدون جهت آن یال های که گرافی به است. شده مشخص (vk به vj (از جهت

هر به یا و گراف راس های به یا گراف، یال های به برچسب هایی دادن نسبت گراف، یک برچسب گذاری

می دهند. نمایش حروف یا و صحیح اعداد با را برچسب ها این معمول صورت به که است آن ها دوی

  
  

(ب)   (الف)

۱

۲

۳

۴

۵

۶ v۱ v۲ v۳

  

  

گراف  از نمونه ای :١ - ١ شکل
   

خط های شکل به یال ها و دایره با راس ها آن در که داد نمایش نموداری توسط راحتی به می توان را گراف

یال های و {v١, v٢, v٣} رئوس با گراف یک کرد. مشخص می کنند، متصل یکدیگر به را راس ها که جهت داری

٣



یال های تعداد به است. شده داده نمایش (الف) ١ - ١ شکل در {(v١, v٣), (v٣, v١), (v٣, v٢), (v٣, v٣)}

یال  های تعداد به همچنین می شود، داده نمایش indeg(v) با و می شود گفته v ورودی درجه ،v راس به ورودی

می شود. داده نمایش outdeg(v) با و می شود گفته v راس خروجی درجه ،v راس از خروجی

طول می شود. نامیده vn به vi از ١ گشت یک (vi, vj), (vj , vk), . . . , (vm, vn) یال های از توالی یک

راس شامل که گشتی می شود. پیموده نهایی راس تا اول راس از حرکت با که است یال هایی تعداد گشت یک

مسیر را آن نباشد تکراری راس شامل مسیر یک اگر می نامند. مسیر٢ را نباشد تکراری) یال طبعا (و تکراری

در می گویند. vi مرکزیت با دور۴ یک را تکراری راس داشتن بدون خودش، به vi از مسیر یک گویند. ساده٣

و v به u از مسیر یک حداقل G گراف در اگر می نامند متصل۵ را v و u راس دو ،G بدون جهت گراف یک

رأس دو اگر می شوند. نامیده غیرمتصل۶ آنها درغیراین صورت باشد. داشته وجود u به v از مسیر یک حداقل

از غیر اگر دور یک می شوند. نامیده مجاور٧ رأس ها، باشند، متصل هم به یال) (یک یک طول به مسیری با

می شود. گفته ساده٨ دور باشد، نداشته دیگری تکراری راس است، شده آغاز آن با را دور که راسی

دنباله ی شکل، این در می باشد. v٢ به v١ از ساده مسیر یک (v٣, v٢) ،(v١, v٣) (الف) ١ - ١ شکل در

داشته برچسب گراف یال های اگر نیست. ساده دور اما است دور یک (v٣, v١) و (v٣, v٣)،(v١, v٣) یال های

که است یال هایی برچسب از توالی یک برچسب این کنیم. مشخص نیز برچسب با را گام ها می توانیم باشند،

در می نامیم. طوقه٩ را خودش به راس یک از یال یک نهایت، در می شود. پیموده مسیر یک پیمایش هنگام

می شود. دیده v٣ راس روی طوقه یک (الف) ١ - ١ شکل

زیرمجموعه آن یال های و G راس های زیرمجموعه آن راس های که است گرافی ،G برای زیرگراف١٠ یک

مجموعه داخل نیز آن طرف دو راس های باید می گیرد قرار زیرگراف در که یالی به ازای هر و باشد G یال های

است. آن زیرگراف G که است گرافی ،G برای ابرگراف١١ یک معکوس به طور باشد. زیرگراف راس های

١Walk
٢Path
٣Simple path
۴Cycle
۵Connected
۶Disconnected
٧Adjacent
٨Simple cycle
٩Loop

١٠Subgraph
١١Supergraph

۴



جهت دار گراف یک در اگر می باشد. H برای ابرگراف یک G آنگاه باشد، G زیرگراف H اگر به عبارت دیگر

یال به ازای هر که طوری کرد برچسب گذاری v١, v٢, . . . , vn صورت به را راس ها بتوان ،G = (V,E)

،١ - ٢ شکل گراف در می گویند. توپولوژیکی١ ترتیب راس ها، ترتیب به باشد، i < j ،(vi, vj) ∈ E

آنها برای توپولوژیکی ترتیب دارند، جهت دار دور که گراف هایی است. توپولوژیکی ترتیب یک ،v١, v٢, v٣, v۴

ندارد.   توپولوژیکی ترتیب (الف)، ١ - ١ گراف مثال عنوان به ندارد. وجود
 

  

v۱ v۲ v۳ v۴

  

  

است گراف برای توپولوژیکی ترتیب یک ،v١, v٢, v٣, v۴ ترتیب :١ - ٢ شکل
    

می باشد نیاز مورد تحقیق این در آن ها تعریف که گراف نمونه چند زیر، در دارد. مختلفی انواع گراف،

است: شده آورده

از یا v به u از مسیری ،v و u دلخواه راس دو به ازای هر اگر می گویند، همبند٢ بدون جهت گراف یک به

جایگزین جهت دار، گراف یک در اگر می نامند. ناهمبند٣ را گراف درغیراین صورت باشد. داشته وجود u به v

این در شود، (بدون جهت) همبند گراف یک ساخت به منجر بدون جهت یال های با جهت دار یال های تمام کردن

می گویند. ضعیف همبند جهت دار، گراف این به صورت

یک می کند، وصل هم به را گراف راس دو که یال هر برای و نقطه یک راس هر برای گراف یک در اگر

از مسطح رسم یک می آید. دست به گراف آن از رسم یک شود، کشیده صفحه در آنها متناظر نقاط بین خط

دارای که گرافی نکنند. قطع را یکدیگر انتهاییشان راس های در مگر یالی دو هیچ آن در که است رسمی گراف،

مثال عنوان به می گوییم. نامسطح گراف آن به صورت غیراین در و گوییم مسطح۴ گراف باشد مسطح رسم

گراف از رسم هر می دهد. نمایش را نامسطح گراف (ب)  شکل ١ - ١ و است مسطح گراف (الف)  شکل ١ - ١

١Topological ordering
٢Connected
٣Disconnected
۴Planner graph

۵
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G٢ و G١ گراف دو موازی و سری ترکیب :١ - ٣ شکل
  

نامیده گراف از ١ وجه یک نواحی آن از کدام هر می کند، تقسیم ناحیه هایی به را آن صفحه، یک روی مسطح

که است گرافی وزن دار گراف گویند. داخلی وجه را وجه ها دیگر و بیرونی وجه نامتناهی، وجه به می شود.

و s٢ رئوس و G١ گراف از t١ و s١ رئوس شود.   داده نسبت وزن یا عدد یک رئوس یا یال ها از یک هر به

ترکیب از G گراف می گوییم. مقصد و مبدا رئوس ترتیب به را tiها و siها بگیرید. نظر در را G٢ گراف از t٢

بدهد G در جدید راس یک تشکیل و شوند ادغام هم با s٢ و t١ راس های اگر به دست می آید G٢ و G١ سری

گراف های موازی ترکیب از G گراف گوییم انتخاب کنیم. G در مقصد و مبدا عنوان به را t٢ و s١ راس های و

هم با t٢ و t١ راس های و G مبدا عنوان به و شوند ادغام هم با s٢ و s١ راس های اگر به دست آمده، G٢ و G١

مجموعه و {s, t} راس های مجموعه با G = (V,E) گراف کنیم. انتخاب G مقصد عنوان به و شوند ادغام

توسط بازگشتی صورت به که گرافی هر و است t مقصد و s مبدا با سری -موازی گراف یک را {(s, t)} یال

ببینید). را ١ - ٣ (شکل می گوییم سری -موازی٢ گراف را به دست آید موازی یا و سری ترکیب عمل دو

کرد، افراز V٢ و V١ مثل مجزا مجموعه دو به می توان را راس هایش که است گرافی دوبخشی٣، گراف

دوبخشی گراف معمولا می کند. وصل V٢ از راس یک به را V١ از راس یک گراف، آن از یال هر که طوری  به

را گراف یال های مجموعه E و گراف بخش دو V٢ و V١ که می دهند نمایش G = (V١, V٢, E) صورت به را

١Face
٢Parallel series graph
٣Bipartite graph

۶
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دوبخشی گراف یک از مثالی :۴ - ١ شکل
  

است.   شده داده نمایش ۴ - ١ شکل در گراف ها این از مثال یک می دهند. تشکیل

جریان شبکه ١ - ٢

به راس یک حداقل و مبدا عنوان به راس یک حداقل که طوری به وزن دار یال های با جهت دار گراف یک به

یال آن از عبوری جریان ظرفیت دهنده نشان یال هر وزن می گوییم. جریان١ شبکه باشد، داشته مقصد عنوان

می خواهیم بیشینه٢ جریان مسئله ی در است. جریان عبور قابل جهت دهنده ی نشان یال هر جهت و می باشد

یال هر از که طوری به کرد، منتقل مقصد راس های به مبدا راس های از می توان که کنیم پیدا را جریانی حداکثر

می خواهیم ۵ - ١ شکل گراف در مثال عنوان به کند. عبور جریان مجاز جهت در و آن ظرفیت اندازه ی به حداکثر

اندازه به حداکثر یال هر از که طوری به برسد (مقصد) t = ٧ راس به (مبدا) s = ١ راس از جریان بیش ترین

این در است، شده داده نمایش ۶ - ١ شکل در ۵ - ١ شکل گراف بیشینه جریان کند. عبور جریان ظرفیتش

دارد.   قرار (٣, ۶) یال روی بر ٣ اندازه با جریان مثال عنوان به و است ۵ برابر بیشینه جریان اندازه گراف

e = (u, v) ∈ E یال برای c(u,v) ظرفیت با G = (V,E) دار وزن گراف برای جریان دهی .١ - ٢ - ١ تعریف

که: طوری به است f : E → R≥٠ تابع کردن پیدا معنی به
١Network flow
٢Maximum flow

٧
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جریان شبکه یک :۵ - ١ شکل
   

.∀(u, v) ∈ E : ٠ < f(u,v) ≤ ce یعنی باشد؛ برقرار یال هر برای جریان محدودیت شرط .١

∀v ∈ V − {s, t} : یعنی باشد؛ برقرار مقصد و مبدا جز به راس هر برای جریان بقای شرط .٢

.
∑

u f(u,v) =
∑

w f(v,w)

جز به باشد، برابر آن از خروجی جریان های جمع با باید راس یک به ورودی جریان های جمع به عبارت دیگر ،

هستند. مقصد و مبدا راس های ترتیب به که t و s راس های

به شده وارد جریان منهای مبدا راس از شده خارج جریان میزان با برابر جریان یک اندازه .١ - ٢ - ٢ تعریف

می باشد: مبدا

|f | =
∑
w

(s, w) ∈ E

f(s,w) −
∑
w

(w, s) ∈ E

f(w,s)

 

گویند. برش ١  یک را  ̄S = V − S و  S مجموعه دو به  G گراف راس های مجموعه افراز  .١ - ٢ - ٣ تعریف

در آن ها دیگر پایانی نقطه و  S در آن ها پایانی نقطه یک که می کند تعریف را یال ها از مجموعه یک برش هر

می دهند.  نمایش  [S, S̄] صورت به را برش این و می شود گفته عبوری ٢  یال یال ها این به دارد، قرار  ̄S 

مجموع با برابر وزن دار گراف های در و عبوری یال های تعداد با برابر بدون  وزن گراف های در برش اندازه  

 ̄S = {۴, ۵, ۶, و {٧  S = {١, ٢, که {٣  [S, S̄] برش یک شکل ١ - ۶  است. S̄ به S از عبوری یال های وزن

١Cut
٢Crossing edge

٨



اندازه نتیجه در می باشد،  {(٢, ۴), (٣, یال های {(۶ مجموعه برش این در عبوری یال های می دهد. نمایش را

است. ۵ برش

اندازه شکل ١ - ۶  در گویند. برش کمینه  باشد، داشته را اندازه کم ترین برش ها همه میان در که برشی

هست.  نیز برش کمینه یک شده، داده نمایش برش و می باشد ۵ برش

اگر می گوییم −s-برش t یک را [S, S̄] برش ،G گراف از t و s شده داده راس دو برای  .۴ - ١ - ٢ تعریف

باشد.  t ∈ S̄ و s ∈ S

s-برش − t یک   ۶ - ١ شکل  در شده داده نمایش برش باشد،  t = و ٧  s = اگر ١ مثال عنوان به  

برش کمینه بحث در قضیه ها از یکی نیست. −s-برش t یک برش این باشد،  t = و ٣  s = اگر ١ ولی است؛

با رابطه در آمده دست به مهم نتایج از یکی که قضیه این است. بیشینه-برش کمینه جریان شده شناخته قضیه

می باشد. زیر شرح به و شده مطرح ١٩۵۶ سال در بار نخستین فولکرسون٢ و فورد١ توسط است، برش کمینه

s مبدا راس یک از می توان که جریانی میزان بیش ترین بیشینه-برش کمینه): (جریان [١۶] .۵ - ١ - ٢ قضیه

است. کمینه −s-برش t ظرفیت با برابر داد انتقال ظرفیت دارای شبکه ی یک در t مقصد راس یک به
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بیشینه جریان دهی یک :۶ - ١ شکل
   

١Ford
٢Fulkerson

٩



همبندی مولفه یک راس های که صورت این به به دست می آید، سادگی به برش کمینه ناهمبند گراف های در

عبوری یال هیچ برش، در چون می دهیم. قرار  ̄S مجموعه در را مانده باقی راس های و  S مجموعه در را گراف

گرفته نظر در گراف های که می کنیم فرض تحقیق این ادامه در است. صفر برابر برش اندازه نتیجه در نداریم،

هستند. همبند همگی شده

پیچیدگی کلاس های و مسائل انواع ١ - ٣

بهینه سازی مسائل ١ - ٣ - ١

دنبال به که است مسئله ای بهینه سازی، مسئله یک می باشند. بهینه سازی به مربوط جهان در مسائل از بسیاری

گسسته یا پیوسته مبنای بر می توان را بهینه سازی مسائل می باشد. هدف تابع یک کردن بیشینه یا کردن کمینه

مسئله یک عنوان به گسسته متغیرهای با بهینه سازی مسئله یک کرد. تقسیم بندی دسته دو به متغیرها، بودن

است. ترکیبیاتی بهینه سازی بهینه سازی، مسائل از منظور تحقیق این در می شود. شناخته ترکیبیاتی بهینه سازی

می شود. برده نام مسائل این از نمونه چند ادامه در

خاصی ارزش و وزن دارای کدام هر که اشیاء از مجموعه ای که کنید فرض کوله پشتی١: مسئله .١ - ٣ - ١ مسئله

یا کوچک تر شده، انتخاب اشیاء وزن مجموع که کنید انتخاب گونه ای به را اشیاء دارید. اختیار در هستند

شود. بیشینه آن ها ارزش و باشد شده تعیین پیش از حدی مساوی

مجموع که گونه ای به گراف در رأس دو بین مسیری یافتن مسیر٢: کوتاه ترین یافتن مسئله .١ - ٣ - ٢ مسئله

یک از رفتن برای راه سریع ترین یافتن مسأله می توان مثال برای شود. کمینه آن دهنده تشکیل یال های وزن

نشان یال ها و مکان ها دهنده نشان رأس ها حالت این در گرفت؛ نظر در را، نقشه روی دیگر مکان به مکان

شده اند. وزن گذاری آن ها کردن طی برای لازم زمان برحسب که هستند مسیر بخش های دهنده

را دیگری به یکی از مستقیم رفتن هزینه و داریم شهر تعدادی دوره گرد٣: فروشنده مسئله .١ - ٣ - ٣ مسئله

عبور یک بار دقیقا شهرها تمامی از و شود شروع شهر یک از که مسیری کم هزینه ترین است مطلوب می دانیم.
١Knapsack problem
٢Shortest path problem
٣Travelling salesman problem

١٠



بازگردد. شروع شهر به و کند

رئوس از زیرمجموعه بزرگ ترین یافتن هدف مسئله این در راسی١: مستقل مجموعه مسئله .۴ - ١ - ٣ مسئله

شکل در رنگ سیاه رئوس مثال عنوان به نیستند. مجاور مجموعه از راسی دو هیچ که طوری به است گراف

می دهد. تشکیل را بیشینه راسی مستقل مجموعه یک ١ - ٧

  
  

    

 

می دهند. تشکیل را بیشینه راسی مستقل مجموعه یک رنگ سیاه رئوس راسی؛ مستقل مجموعه :١ - ٧ شکل
   

تصمیم گیری مسائل ١ - ٣ - ٢

یا کم تر راه حل یک آیا می کند بررسی که دارد وجود متناظر تصمیم گیری مسئله یک بهینه سازی مسئله هر برای   

در می باشند. خیر یا بلی خروجی دارای فقط تصمیم گیری مسائل خیر، یا دارد وجود کران یک برای مساوی

می کنیم. معرفی را مسائل این از نمونه دو ادامه

گراف در آیا است، شده داده k عدد و G گراف راسی: مستقل مجموعه تصمیم گیری مسئله .۵ - ١ - ٣ مسئله

خیر؟ یا دارد وجود k حداکثر اندازه به راسی مستقل مجموعه G

١Independent set problem

١١



عنوان به مشخص راس دو و k عدد ،G گراف مسیر: کوتاه ترین یافتن تصمیم گیری مسئله .۶ - ١ - ٣ مسئله

وجود گراف در رأس دو بین k حداکثر وزن به مسیری می کند بررسی و کرده دریافت را مسیر انتهای و ابتدا

دارد.

خواهد وجود الگوریتمی آنگاه کند، حل را تصمیم گیری مسئله بتواند که باشد داشته وجود الگوریتمی اگر

اگر مسیر، کوتاه ترین یافتن مسئله در مثال عنوان به .[۵] کند حل را آن با متناظر بهینه سازی مسئله که داشت

پرسش های در دودویی جستجوی از استفاده با را مسیر کوتاه ترین طول ابتدا باشند، صحیح عدد یال ها وزن

می کنیم حذف را e یال یک بار هر ،t راس و s راس دو بین مسیر کوتاه ترین اندازه یافتن از بعد می یابیم، متوالی

e یال یعنی بود، بلی پاسخ اگر می کنیم، اجرا مسیر کوتاه ترین اندازه با گراف برای را تصمیم گیری الگوریتم و

تمام برای را روش این دارد. قرار بهینه مسیر در e یال یعنی بود، خیر پاسخ اگر و ندارد قرار بهینه مسیر در

به دست آید. بهینه مسیر یال های مجموعه تا می بریم کار به گراف یال های

پیچیدگی کلاس های ١ - ٣ - ٣

مشکل بر علاوه گاهی و است نشده ارائه آن جواب و راه حل ولی دارد جواب مسئله می دانیم که هست مواردی

این از بعد نداریم. را مسئله آن پیاده سازی جهت لازم ابزار و منابع بهینه، راه حل داشتن دست در با حتی مذکور

که می رسد ذهن به سوال این طبیعی طور به هستند، حل غیرقابل کدام و حل قابل مسائل کدام شدیم متوجه که

فضا یا زمان حیث از که می شوند تقسیم کلاس هایی به مسائل کار سادگی برای است. چقدر مسئله سختی درجه

پیچیدگی مورد دو می توان می شوند. خوانده پیچیدگی کلاس های اصطلاح در کلاس ها این هستند. مشابه هم با

نتایج چند هر می کنیم، بررسی را زمانی پیچیدگی اینجا در داد. قرار بحث مورد را فضایی پیچیدگی و زمانی

معروف ترین است. مفید تر و مهم تر زمانی پیچیدگی مطالعه اما دارد، وجود فضایی پیچیدگی مورد در بسیاری

می کنند. تقسیم بندی زمان، نظر از را مسائل که هستند، NP و P کلاس های کلاس ها، این

NP-کامل، NP-سخت، کلاس های می کنیم، برخورد آن ها با تحقیق این در که کلاس هایی دیگر از

تورینگ ماشین و کاهش مفهوم با که داریم نیاز کلاس ها این تعریف برای است. NTIME و DTIME

کنید. مراجعه [١٩] به تورینگ ماشین با آشنایی برای و می شود بیان ادامه در کاهش تعریف باشیم. آشنا

١٢



درستی چندجمله ای زمان در می توان است تصمیم گیری مسائل همه از مجموعه ای NP پیچیدگی کلاس 

از استفاده با که می کنیم تعریف تصمیم گیری مسائل از مجموعه ای را P پیچیدگی کلاس کرد. بررسی را جواب

NP کلاس عضو حتما باشد، P کلاس عضو که مسئله ای هر باشند. حل قابل چندجمله ای زمان الگوریتم های

می باشد. NP کلاس زیرمجموعه P کلاس به عبارت دیگر است، نیز

تبدیل B از نمونه یک به بتواند A از نمونه هر اگر می یابد، کاهش B مانند دیگری مسئله به A مسئله

دیگر مسئله به مسئله یک از کاهش یک می کند. فراهم A برای راه حلی ،B برای راه حل یک تبدیل این با شود.

راه حل یک اغلب شود. استفاده اول مسئله به نسبت دوم مسئله بودن سخت دادن نشان برای است ممکن

می کنیم تبدیل قدیمی مسئله از نمونه ای به را جدید مسئله از نمونه یک که است این جدید مسئله حل سریع

مسئله جواب کردن مشخص برای را آن جواب و می کنیم حل را آن موجود راه حل های از استفاده با سپس و

می بریم. کار به جدید

سخت L١ مسئله اگر آنگاه دهیم، کاهش L٢ مسئله به چندجمله ای زمان در را L١ مسئله بتوانیم اگر

است، سخت آن حل شده اثبات که داریم L١ مسئله یک ما کنید فرض است. سخت نیز L٢ مسئله آنگاه باشد،

از استفاده با باشد. سخت L٢ مسئله حل که بزنیم حدس است ممکن داریم. آن به شبیه L٢ مسئله یک و

اگر باشد، آسان L٢ مسئله حل که می کنیم فرض است. سخت L٢ مسئله که کرد اثبات می توان خلف برهان

حل قابل L٢ مسئله به آن تبدیل با راحتی به است سخت می دانیم که L١ مسئله از نمونه هر که بدهیم نشان ما

می باشد. سخت نیز L٢ مسئله که می کند اثبات این می رسیم. تناقض به کنیم، حل را آن و است

مسئله هر اگر دارد قرار NP-سخت کلاس در تصمیم گیری مسئله یک NP-سخت: کلاس .١ - ٣ - ١ تعریف

باشد. آن به کاهش قابل چندجمله ای زمان در NP کلاس عضو

پیچیدگی کلاس در L تصمیم گیری مسئله یک NP-کامل: یا سخت تمام مسائل کلاس .١ - ٣ - ٢ تعریف

کند: صدق زیر شرایط در هرگاه دارد قرار NP-کامل

باشد NP-سخت کلاس عضو L مسئله (١

باشد. NP کلاس عضو L مسئله (٢

NP پیچیدگی کلاس در Q مسئله که می دهیم نشان ابتدا ،Q مسئله یک بودن NP-کامل اثبات برای

١٣



و می گیریم نظر در را است NP-سخت کلاس در شده شناخته مسئله یک که Q′ مسئله سپس و دارد قرار

داد. کاهش Q مسئله به چندجمله ای زمان در را Q′ مسئله می توان که می کنیم ثابت

زمان در قطعی الگوریتم آن ها برای که دارد مسائل از کلاسی به اشاره :DTIME(T (n)) .١ - ٣ - ٣ تعریف

ماشین یک وسیله به می توان که است زبان هایی کلاس DTIME(T (n)) دیگر عبارت به دارد. وجود T (n)

کرد. تصمیم گیری O(T (n)) زمان در قطعی تورینگ

صورت به P پیچیدگی کلاس از دیگری بیان تا می دارد آن بر را ما مشاهده این

P = ∪i≥١DTIME(ni)

در قطعی تورینگ ماشین یک توسط که است زبان هایی تمام شامل P کلاس به عبارت دیگر  بگیریم. نظر در

نمی باشد. اهمیت دارای چندجمله ای این درجه که این ضمن می شوند، پذیرفته چندجمله ای زمان

در غیرقطعی الگوریتم آن ها برای که دارد مسائل از کلاسی به اشاره :NTIME(T (n)) .۴ - ١ - ٣ تعریف

ماشین یک وسیله به می توان که است زبان هایی کلاس NTIME دیگر عبارت به دارد. وجود T (n) زمان

شده بیان ١ - ۴ - ١ بخش در غیرقطعی الگوریتم های کرد. تصمیم گیری O(T (n)) زمان در غیرقطعی تورینگ

است.

صورت به NP پیچیدگی کلاس از دیگری تعریف می توان همچنین

NP = ∪i≥١NTIME(ni)

در غیرقطعی تورینگ ماشین یک توسط که است زبان هایی تمام شامل NP کلاس به عبارت دیگر  کرد. بیان

نمی باشد. اهمیت دارای نیز چندجمله ای این درجه که این ضمن می شوند، پذیرفته چندجمله ای زمان

١۴



الگوریتم ها انواع ۴ - ١

غیرقطعی و قطعی الگوریتم های ١ - ۴ - ١

آن، به خاص ورودی یک دادن با دارد، پیش بینی قابل رفتاری که است الگوریتمی قطعی١، الگوریتم یک

به رسیدن برای را مشخص مسیر یک قطعی الگوریتم به عبارت دیگر کند تولید را مشخصی خروجی همیشه

متفاوت، اجراهای در است ممکن خاص ورودی یک برای غیرقطعی٢ الگوریتم  مقابل در می کند. طی جواب

به توجه با می کند، طی جواب به رسیدن برای را مسیر چندین غیرقطعی الگوریتم نکند. تولید یکسان خروجی

که بگیرید نظر در را ١٬١ الگوریتم مثال عنوان به کرد. مشخص را الگوریتم اجرای بعدی حالت نمی توان این

،n برای الگوریتم خروجی که صورتی در خیر. یا است اول می کند مشخص و می کند دریافت را طبیعی عدد

اول عدد ،n زیاد احتمال به باشد، بلی n برای الگوریتم خروجی اگر ولی نیست اول n عدد قطعا باشد، خیر

نباشد. یکسان خروجی ها است ممکن کنیم، اجرا n ورودی برای بار چندین را الگوریتم اگر همچنین است.

n عدد بودن اول بررسی غیرقطعی الگوریتم :١٬١ الگوریتم
n طبیعی عدد ورودی:

n عدد بودن اول مورد در تصمیم گیری خروجی:
کن تکرار بار ٧٠ برای ١

١ < a < n که کن انتخاب a تصادفی عدد یک ٢

آنگاه n ٪ a == ٠ اگر ٣
برگردان را خیر ۴

برگردان را بلی ۵

تقریبی الگوریتم های ٢ - ۴ - ١

مسائل  این از بسیاری حقیقت در است. سختی کار بهینه صورت به بهینه سازی مسائل از خیلی کردن حل

را مسئله جواب بهینه که ندارد وجود چندجمله ای الگوریتم هیچ که است معنی بدین این هستند. NP-سخت

١Deterministic algorithm
٢Nondeterministic algorithm

١۵



مجموعه یافتن مسئله و دوره گرد فروشنده مسئله برای مثال عنوان به باشد. P = NP که این مگر کند، پیدا

هستند. NP-سخت مسائل  جمله از و است نشده پیدا ای جمله چند زمان با الگوریتمی هنوز بیشینه، مستقل

چندجمله ای الگوریتم یک که باشیم داشته انتظار نمی توانیم وقتی سخت، مسائل از نوع این با مواجه در

حال در بهینه سازی مسائل تعداد امروز، دنیای در دهیم؟ انجام می توانیم کاری چه بیاوریم، دست به آن حل برای

بهینه جواب  به که موارد بعضی در هستند. NP-سخت آن ها   بیشتر و شوند حل که است لازم و است افزایش

جواب های روی بر بهینه، جواب های کردن پیدا جای به و می بریم کار به را تقریبی الگوریتم های نیست، نیاز

بهینه جواب  به که است جوابی کردن پیدا ما هدف صورت این در می کنیم. تمرکز بهینه) به (نزدیک خوب

یک همیشه که کنیم پیدا دوره گرد فروشنده مسئله برای الگوریتم یک می خواهیم، ما مثال برای باشد. نزدیک

باشد. کمینه گشت اندازه برابر  α حداکثر آن اندازه که کند پیدا را گشتی

مسئله در مثال عنوان به می کنیم. استفاده I ورودی با مسئله جواب بهینه نمایش برای OPT (I) نماد از

مسئله وقتی و است  P شهرهای  مجموعه روی گشت کوتاه ترین طول به اشاره OPT (P دوره گرد، ( فروشنده

برای است. G گراف از مستقل مجموعه بزرگ ترین اندازه ،OPT (G) می کنیم، بررسی را مستقل مجموعه های

می کنیم. استفاده OPT نماد  از ،OPT (I) جای به گاهی سادگی

فروشنده مسئله کنیم، پیدا مسئله برای مقدار کم ترین با جوابی می خواهیم ما ،  ١ کمینه سازی  مسئله در

خوانده α-تقریبی  االگوریتم کمینه سازی، مسئله برای الگوریتم یک است. کمینه سازی مسئله یک دوره گرد

به  α .باشد α ·OPT (I) حداکثر آن انداره که کند تولید جواب یک I ورودی هر برای الگوریتم اگر می شود،

می شود. نامیده الگوریتم برای تقریب عامل عنوان

کنیم. پیدا آن برای مقدار بیشترین با جوابی می خواهیم ما که است مسئله ای ، بیشینه سازی ٢  مسئله

بیشینه سازی α-تقریبی  مسئله برای الگوریتم یک است. بیشینه سازی مسئله از مثال یک مستقل مجموعه های

فرض باشد. α ·OPT (I) حداقل آن مقدار که کند تولید جوابی I ورودی هر برای الگوریتم اگر می شود نامیده

به  α چه هر که است بدیهی است.  α < بیشینه سازی ١ مسائل در و  α > کمینه سازی ١ مسائل در می کنیم

به دست می آورد. جواب بهینه از بهتری تقریب الگوریتم باشد، نزدیک تر یک

بیشینه سازی) مسائل در بالا کران (یا، پایین کران می توان نمی دانیم، را بهینه جواب  که موارد از بعضی در

١Minimization problem
٢Maximization problem

١۶



پیداکردن بنابراین می کند. تولید α-تقریبی   جواب همیشه الگوریتم که کرد اثبات و به دست آورد را بهینه جواب 

است. تقریبی الگوریتم های تحلیل در مهم مراحل از یکی بهینه جواب برای کران

روش گیری کار به و خطی برنامه ریزی از استفاده تقریبی، الگوریتم های طراحی روش های از یکی

دنباله ای سپس می شود، به دست آورده دوگان مسئله جواب شدنی یک ابتدا روش این در است. اولیه-دوگان

و اولیه مسئله بهینه جواب بین اختلاف که می شود تولید نحوی به بهینه نقطه به همگرا و شدنی جواب های از

اولیه-دوگان روش در تقریب عامل محاسبه برای ضعیف دوگانگی خاصیت از یابد. کاهش دوگان جواب شدنی

می شود. استفاده

نظر در را آن دوگان و (اولیه) کمینه سازی خطی برنامه ریزی یک ضعیف): دوگانگی (قضیه .١ - ۴ - ١ قضیه

باشد: زیر صورت به دوگان و خطی برنامه ریزی کنید فرض و بگیرد

P = min cx , D = max yb
Ax ≥ b yA ≤ c
x ≥ ٠ y ≥ ٠

دوگان شدنی جواب یک Y = (y١, y٢, . . . , ym) و اولیه شدنی جواب یک X = (x١, x٢, ..., xn) اگر

آنگاه: باشد،
m∑
i=١

biyi ≤
n∑

j=١

cjxj

می گوییم ضعیف دوگانگی رابطه فوق، رابطه به هستند، دوگان و اولیه مسئله در هدف تابع ضرایب bj و ci که

باشیم: داشته که صورتی در و
m∑
i=١

biy
∗
i =

n∑
j=١

cjx
∗
j

.[٢۶] هستند بهینه جواب های Y ∗ و X∗ که می گوییم قوی دوگانگی آن به

ابتکاری الگوریتم های ٣ - ۴ - ١

این کرد. استفاده تقریبی الگوریتم های از می توان  سخت مسائل حل برای شد، بیان قبل بخش در که همانطور

دیگر روش کنند. تضمین را بهینه جواب از مشخصی فاصله ی در خوب جواب کردن پیدا می توانند الگوریتم ها

قابل جوابی دنبال به  الگوریتم ها این می باشد. ابتکاری١ الگوریتم های از استفاده سخت، مسائل حل برای
١Heuristic algorithms

١٧



جواب خوبی برای تضمینی هیچ و نیست مسئله آن برای جواب بهترین الزاما که می گردند مسئله برای قبول

از ابتکاری الگوریتم های هستند. بهینه جواب به نزدیک جواب ها تجربی، نتایج و شواهد براساس اما ندارند.

به ازای و کنند طی را متفاوتی مسیر های است ممکن جواب یافتن برای و هستند غیرقطعی الگوریتم های دسته

ندارند. یکتایی خروجی مشخص، ورودی یک

مجموعه پوشش مسئله ۵ - ١

پرکاربرد مسائل از و دارد ساده ای مفهوم که است ترکیبیاتی بهینه سازی مهم مسائل از یکی مجموعه١ پوشش

است. شده انجام آن مورد در زیادی مطالعه که می باشد

برابر آن ها اجتماع که X زیرمجموعه های از دسته ای شامل C مجموعه و X مرجع مجموعه .١ - ۵ - ١ مسئله

مجموعه، پوشش مسئله است. شده داده اختصاص وزن یک C مجموعه هر به که بگیرید نظر در را است X با

کمینه آن ها وزن مجموع و می شود X با برابر آن ها اجتماع که می کند مشخص را C اعضای از زیرمجموعه ای

است.

فرض می باشد. مسئله حل برای گروه تشکیل در مجموعه، پوشش کاربردهای از یکی مثال عنوان به

کردن کار برای افراد از مجموعه ای و باشد، مسئله یک حل برای نیاز مورد مهارت های از مجموعه ای X کنید

دهیم تشکیل را گروهی می خواهیم دارد. مهارت زمینه چند یا یک در فرد هر و دارند وجود مسئله این روی بر

گروه از عضوی ،X در نیاز مورد مهارت هر برای که طوری به باشد، افراد از ممکن تعداد کم ترین شامل که

باشد. مهارت آن دارای

است NP-کامل مسئله یک مجموعه، پوشش مسئله که دادند نشان ١٩٧٢ سال در همکاران و کارپ

به دست آوردن برای زیادی پژوهش های شود، حل چندجمله ای زمان در مسئله این است بعید که آنجایی از .[١١]

است. شده انجام باشد، بهینه جواب به نزدیک آن ها جواب که تقریبی الگوریتم های

تصمیم گیری مسئله یک بهینه سازی مسئله هر برای است، شد داده توضیح ١ - ٣ - ٢ بخش در که همان طور

که است ⟨X,C, l⟩ سه تایی ورودی مجموعه، پوشش مسئله تصمیم گیری نسخه در دارد. وجود نیز آن با متناظر

١Set cover

١٨



بررسی مسئله این می باشد. صحیح عدد یک l و X زیرمجموعه های از دسته ای شامل C مرجع، مجموعه X

باشد. l حداکثر آن اندازه که دارد وجود X برای C ′ ⊂ C مانند پوششی آیا که می کند
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مجموعه پوشش مسئله از مثال یک :١ - ٨ شکل
   

٩ شامل X که است شده داده نمایش مجموعه پوشش مسئله از (X,C) مثال یک ،١ - ٨ شکل در

را X مجموعه که C زیرخانواده کوچکترین می باشد. {S١, S٢, S٣, S۴} زیرمجموعه ۴ شامل C و عنصر

شکل مثال برای مجموعه پوشش تصمیم گیری مسئله اگر .C ′ = {S١, S٢, S٣} با است برابر دهد، پوشش

٣ حداکثر اندازه با C از زیرخانواده ای آیا که است معنی بدین شود، مطرح < X,C, ٣ > صورت به ١ - ٨

C١ = {S١, S٢, S٣} مجموعه  زیرا می باشد، بلی مسئله جواب که دهد؟ پوشش را X عناصر که دارد وجود

مسئله اگر ولی می دهند. پوشش را X عناصر همه و است ٣ حداکثر آن ها اندازه که گرفت نظر در می توان را

همه و باشد ٢ حداکثر آن اندازه که ندارد وجود زیرخانواده ای هیچ آنگاه شود، مطرح < X,C, ٢ > صورت به

می باشد. خیر ،< X,C, ٢ > مسئله جواب نتیجه در دهد، پوشش را X عناصر

١٩



کمینه یال-هزینه با جریان مسئله ۶ - ١

جمله از است. فراوان کاربردهای با جریان شبکه  بنیادی مسائل از یکی کمینه١ یال-هزینه با جریان مسئله

طراحی و مسیریابی۵ برنامه ریزی۴، حمل ونقل٣، غیرهم زمان٢، شبکه های بهینه سازی در مسئله کاربردهای

 .[٧] است شبکه۶

 u(e) ∈ Z+ ظرفیت با  G = (V,E) گراف :(MECF ) کمینه یال-هزینه با جریان مسئله  .١ - ۶ - ١ مسئله

به  s مشخص راس از  F اندازه  با  f جریان  یک بگیرید. نظر در e ∈ E یال هر برای  c(e) ∈ Z+ هزینه و

به یا شود حداقل کرده عبور آن ها از جریان که یال هایی هزینه مجموع که طوری به کنید پیدا  t مشخص راس

شود.  کمینه  
∑

e∈E,f(e)>٠ c(e) اندازه دیگر عبارت

جریان هزینه که به طوری می کند پیدا گراف در را کمینه هزینه با f جریان یک MECF به عبارت دیگر  

در را شکل ١ - ٩  در  G گراف مثال عنوان به می کند. عبور جریان آنها از که یال هایی هزینه  جمع با است برابر

جریان هزینه کنیم، حل  F = اندازه ٣ با  f جریان  برای  MECF مسئله  بخواهیم که صورتی در بگیرید. نظر

اگر و است، آمده  دست به  e۴ و  e۶, e٨, e٩, eیال های ١٠ روی هزینه جمع از که می شود،  C = با ٧ برابر  f  

می شود،  C = با ١١ برابر  f جریان  هزینه کنیم، حل  F = اندازه ۵ با جریان برای  MECF مسئله  بخواهیم

است. به دست آمده   eو ٨  e١٠, e۶, e۴, e٩, e٢, eیال های ١ روی هزینه جمع از که

آن برای F-تقریبی الگوریتم یک و شده شناخته NP-سخت مسئله  یک عنوان به  MECF مسئله    

راس از می خواهیم MECF مسئله در که است جریانی مقدار دهنده نشان F جا این در است[١۴]. شده ارائه

با تقریبی الگوریتم یک MECF مسئله برای آنگاه باشد، F = ٣ اگر مثال عنوان به دهیم. انتقال t راس به s

به ازای ٢log١−ϵ n عامل با تقریبی الگوریتم MECF مسئله برای است شده ثابت [٣] در دارد. وجود ٣ عامل

به دست فرض این با نتیجه این باشد، NP ⊂ DTIME(npolygon n) مگراین که ندارد، وجود ϵ > ٠ هر

است. گراف راس های تعداد n و باشد F = O(n٢) که آمده

١Minimum edge-cost flow
٢Synchronous networks
٣Transportation
۴Scheduling
۵routing
۶Network Design

٢٠



  

  

e۲ = (۳,۲)

e۶ = (۳,۱)

e۹ = (۳,۳)

e۱۰ = (۲,۱)

e۸ = (۲,۱)

e۷ = (۴,۲)

e۳ = (۲,۱)

e۵ = (۳,۱)

e۱ = (۲,۲)

e۴ = (۳,۱)

(u(e), c(e))

s t

  

 

یال هر برای ظرفیت و هزینه با شبکه یک :١ - ٩ شکل
   

تقریبی الگوریتم هیچ باشد، یکنواخت١ توزیع یال  ها همه هزینه که صورتی در MECF مسئله .١ - ۶ - ١ قضیه

باشد. NP ⊂ DTIME(npolygon n) مگراین که ندارد، وجود ϵ > ٠ به ازای هر ،٢log١−ϵ n تقریب عامل با

می باشد. سخت مسئله همچنان شود، انتخاب u(e) ∈ {١, poly(n)} مجموعه بین از یال ها ظرفیت اگر حتی

ویژگی ها، از برخی همچنین شد. بیان داریم، نیاز آنها به بعد فصل های در که مفاهیمی فصل، این در

کوچک ترین مسئله و کمینه یال-هزینه با جریان مسئله گرفت. قرار بررسی مورد مرتبط مسائل و قضیه ها

درستی بررسی و قضیه ها اثبات برای شد. بیان فصل این در که هستند مسائلی جمله از مجموعه پوشش

می شود. استفاده مسائل این از الگوریتم ها

١Uniform distribution

٢١





٢ فصل

یال اشتراکی حداقل مسئله



آن برای که نتایجی از برخی و می کنیم تعریف را گراف در مجزا مسیرهای مسئله ابتدا فصل، این در

حداقل مسئله می کنیم. بررسی را یال اشتراکی حداقل با مسیر k مسئله سپس می کنیم. بیان را دارد وجود

با است، NP-سخت مسئله یک و می شود مسیرهای مجزا مسئله به تبدیل خاص حالت یک در یال اشتراکی

می شود. معرفی آن حل برای ابتکاری روش و تقریبی الگوریتم چند وجود این

گراف در مجزا مسیرهای ٢ - ١

مسیر دو که صورتی در باشند. نداشته مشترکی یال هیچ مسیر، دو اگر گویند یال مجزا را گراف در مسیر دو

دو گویند. راس مجزا مسیرهای آن ها به باشند نداشته انتهایشان و ابتدا رئوس از غیر به مشترکی راس هیچ

پژوهش این در نیست. برقرار لزوما آن عکس ولی هستند نیز یال مجزا باشند، راس مجزا که صورتی در مسیر

می باشد.  راس مجزا مسیر مجزا، مسیر یک از منظور

مسیر  k و گویند یال مجزا مسیر  k را باشند، یال مجزا هم با دو به دو که گراف در مسیر k به  .٢ - ١ - ١ تعریف

گویند.  راس مجزا مسیر  k را باشند راس مجزا هم با به دو صورت به که

که است مسائلی از یکی  t راس به  s راس از  G گراف در (یال مجزا) راس مجزا مسیر   k کردن پیدا مسئله  

به ازای هر بنابراین است، محدود گراف در (یال مجزا) راس مجزا مسیرهای تعداد می شود. مطرح گراف نظریه در

در t راس به s راس از یال مجزا مسیرهای تعداد حداکثر ندارد. وجود گراف در (یال مجزا) راس مجزا مسیر k  ،k 

گراف روی از N شبکه که است، برابر N = (V,E) شبکه در t به s از بیشینه جریان با G = (V,E) گراف

یال مجزا، مسیرهای مسئله از استفاده با می سازیم. یال هر به واحد یک ظرفیت دادن نسبت و G = (V,E)

در راس مجزا مسیرهای مسئله به عبارت دیگر به دست آورد. نیز را گراف در راس مجزا مسیرهای تعداد می توان

مسیرهای حداکثر به دست آوردن برای می باشد. یال مجزا مسیرهای مسئله به شدن تبدیل قابل چندجمله ای زمان

دو به را v ∈ V \{s, t} راس هر ابتدا می سازیم؛ صورت بدین G روی از را G′ گراف ،G گراف در راس مجزا

(u, v) یال هر برای و کنیم می اضافه گراف به را (v١, v٢) یال یک v٢ به v١ از و می کنیم تبدیل v٢ و v١ راس

باشد t = t١ = t٢ و s = s١ = s٢ کنید فرض کار راحتی برای می کنیم. اضافه G′ به را (u٢, v١) یال ،G در

G′ در راس مجزا مسیرهای تعداد با برابر G′ در یال مجزا مسیرهای تعداد تبدیل این با ببنید). را ٢ - ١ (شکل
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G در راس مجرا مسیرهای تعداد حداکثر با است برابر G′ در بیشینه جریان  :٢ - ١ شکل
   

  

 

 G گراف از  (s١, t١), (s٢, t٢), . . . , (sk, tk) راس های از جفت  k و  G = (V,E) گراف  .٢ - ١ - ١ مسئله

وجود صورت در  p١, p٢, . . . , pk مجزای مسیر  k کردن پیدا مجزا، مسیر  k مسئله از هدف بگیرید. نظر در را

می کند.  وصل ti به را si راس که باشد مسیری  ،pi مسیر که طوری به است،

مقدار یک و نباشد ورودی ها جزء  k اگر .[١٢] است  NP-سخت مسئله  یک مجزا، مسیرهای مسئله  

در همچنین و [٢٣] مسطح  جهت  دار  گراف های در چندجمله ای زمان در را مسیرمجزا  k می توان باشد، ثابت

باشد،  k = اگر ٢ حتی کلی حالت در مسئله که حالی در به دست آورد، [١۵] بدون دور و گراف های  جهت  دار

در را مجزا مسیرهای می توان باشد، بدون جهت گراف اگر .[١۵] است NP-سخت گراف های  جهت  دار برای

سال ١٩٨۴  در لیووین٢  وان و کرامر ١   .[٢۵ ،٢۴ ،٢٢] به دست آورد   k ثابت مقدار برای چندجمله ای زمان

و بدون جهت گراف اگر حتی است، NP-سخت مجزا مسیرهای مسئله نباشد، ثابت  k وقتی که کردند اثبات

باشد. مسطح

کرد، حل را مسئله چندجمله ای زمان در می توان خاص حالت دو در باشد، مسطح گراف که صورتی در

این باشند. گراف بیرونی وجه روی بر  ti و  si انتهایی راس های همه اگر اول حالت نباشد. ثابت  k اگر حتی

اگر دوم، حالت در .[۴] کرد حل چندجمله ای زمان در بیشینه جریان مسئله به کاهش با می توان را مسئله

 T مشترک  وجه یک در  t١, . . . , tk انتهایی راس های و  S مشترک وجه یک در  s١, . . . , sk انتهایی راس های
١Kramer
٢Van Leeuwen

٢۵



همکاران و کولین ١  اریک ببنید). را (شکل ٢ - ٢  باشند مجزا  T و   S وجه های که طوری به باشند، داشته قرار

آن ها الگوریتم .[۴] کرد حل  O(kn log n) زمان در نیز حالت) این (در را مسئله این می توان که داده اند نشان

نیز مسیرها طول مجموع که می دهد را تضمین این ما به می کند، مشخص را مجزا مسیر  k که این بر علاوه

شود. کمینه

است. طول کم ترین با مجزا مسیرهای به دست آوردن هدف مجزا، مسیرهای مسئله بهینه سازی نسخه در   
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ضخیم). (خطوط آن راه حل و مسطح گراف در مجزا مسیرهای مسئله از مثال یک  :٢ - ٢ شکل
   

یا و مسیرها طول مجموع کردن کمینه هدف، است ممکن می شود، بررسی مختلف حالت های در مسئله این

نوع دو ولی شده بررسی هم دیگری انواع در مسئله باشد. مسیر طولانی ترین طولِ کردن کمینه هدف که این

آمده دست به نتایج و بیان آن از دیگر نوع چند و مسئله دو این ادامه در دارد. را کاربرد بیشترین شده بیان

می شود[١٣].  بررسی آن ها برای

از جفت  k  ،G = (V,E) گراف در  :(Min−Sum) طول حداقل با مجزا مسیر  k مسئله  .٢ - ١ - ٢ مسئله

کنید پیدا گونه ای به  p١, p٢, . . . , pk مجزا مسیر  k بگیرید.  نظر در را  (s١, t١), (s٢, t٢), . . . , (sk, tk)  راس

دیگر عبارت به یا است،  G گراف در  pi مسیر طول  l(pi) .شود کمینه  
∑k

i=١ l(pi) مسیرهای طول مجموع که

با برابر وزن دار گراف های در و یک بدون  وزن، گراف های در  w(e) مقدار  e یال برای  ،l(pi) =
∑

e∈pi w(e) 

می باشد .   e یال وزن

١Eric Colin

٢۶



 
 

 

 

پیچیدگی  انتهایی   رئوس و ورودی گراف شرایط    
NP-سخت  گراف  جهت  دار      k = ٢  

باز  مسئله وجه   یک مسطح،      جهت  دار،
باز  مسئله بدون جهت      

چندجمله ای  راه حل وجه   دو مسطح، بدون جهت،    
چندجمله ای  راه حل وجه   یک مسطح، بدون جهت،    k = ٣  

باز  مسئله بدون جهت   باشد   ثابت  :k  
NP-سخت  بدون جهت   کلی   حالت در  :k  

  (MCF چندجمله ای ( راه حل    t١ = · · · = tk و  s١ = · · · = sk    
  (MCF چندجمله ای ( راه حل خوش ترتیب   وجه، یک مسطح،    

  
  

 

طول. حداقل با مجزا مسیر  k مسئله برای آمده دست به نتایج :٢ - ١ جدول
 

  

برای و ،[١٣] است NP-سخت گراف های  جهت  دار  در  Min − Sum مسئله باشد،  k = اگر ٢  

داشته قرار وجه یک روی بر  tو ٢ t١, s٢, sکه ١ طوری به مسطح  جهت  دار گراف های و بدون جهت گراف های

 S وجه در  sو ٢  sراس های ١ و باشد بدون جهت و مسطح گراف، که صورتی در است. باز مسئله یک باشند،

 Min− Sum مسئله برای باشند، مجزا  T و   S که طوری به باشد داشته قرار  T وجه  در  tو ٢  tراس های ١ و

بدون جهت گراف های در  Min−Sum مسئله برای باشد،  k = اگر ٣ دارد.   وجود چندجمله ای زمان با راه حل

چندجمله ای راه حل باشند، داشته قرار وجه یک در ها  ti و ها  si انتهایی راس های همه که طوری به مسطح، و

.[١٣] دارد وجود

.[١٣] است نشده حل بدون جهت، گراف های برای  Min−Sum مسئله باشد، ثابت مقدار یک  k اگر

اختیار  k برای صفر از بزرگ تر مقدار هر بتوان دیگر عبارت به یا باشد، داشته قرار کلی حالت در  k اگر

که صورتی در است. NP-سخت بدون جهت،  گراف های برای  Min − Sum مسئله حالت این در کرد،

از استفاده با چندجمله ای زمان در را  Min−Sum مسئله می توان باشد،  t١ = · · · = tk و  s١ = · · · = sk 

−s-مسیر t یک  t به  s از مسیر هر به حالت این در .[١٣] نمود حل  (MCF کمینه ( هزینه با جریان مسئله

شده، ارائه [٨] در که روس ٢  و گولدبرگ١  الگوریتم از استفاده با را مسئله این می توان همچنین می گوییم.

١Goldberg
٢Raos

٢٧



و  m = |E| که به دست آورد،  G = (V,E) گراف در  O(m min(n
٢
٣ ,m

١
٢ log(n٢/m) log k)) زمان در

 s١, . . . , sk, t١, . . . , tk ترتیب به انتهایی راس های تمام و باشد مسطح ورودی گراف که صورتی در  .n = |V | 

کمینه هزینه با جریان مسئله  از استفاده با می توان را  Min−Sum مسئله باشند، شده ظاهر وجه یک روی بر

وجه یک روی بر انتهایی و ابتدایی راس های که ترتیبی به مسطح، گراف یک در کرد. حل چندجمله ای زمان در

وجه روی  t١, . . . , tk که زمانی در مسطح گراف های در گویند. خوش ترتیب ١  ترتیب، یک می شوند، ظاهر

کرد، حل  O(kn log n) زمان در را  Min− Sum مسئله می توان دارند، قرار  S وجه روی  s١, . . . , sk و  T  

صورت به  Min− Sum مسئله برای آمده دست به نتایج .[١٣] می باشد ورودی گراف راس های تعداد  n که

است.  شده داده نمایش ٢ - ١ جدول در خلاصه

در  :(Min−Max) شود کمینه مسیر طولانی ترین طولِ که طوری به مجزا مسیر  k مسئله  .٢ - ١ - ٣ مسئله

کمینه  maxi(l(pi)) که طوری به کنید پیدا گونه ای به  p١, p٢, . . . , pk مجزا مسیر  k  ،G = (V,E) گراف

شود. 

 

در [١٧] وجود این با است، NP-سخت بدون دور و گراف های  جهت  دار در  ،Min−Max مسئله

ببینید. را ٢ - ١ جدول نتایج کلی مشاهده برای است. شده ارائه آن برای فاکتور ٢  با تقریبی الگوریتم

شیلوچ٢  است. شده بررسی نیز دیگری حالت های در مجزا مسیرهای مسئله شد، بیان قبلا که همان طور

طولِ و کوتاه ترین طول که طوری به s-مسیر − t دو  کردن پیدا مسئله که داده اند نشان [١٠] در همکاران و

کران و بالا کران  ترتیب به  δو ٢  δ١ است، NP-سخت شود، دار کران  δو ٢  δبا ١ ترتیب به مسیر طولانی ترین

NP-سخت نیز  شود کمینه مسیر کوتاه ترین طول که −s-مسیر t دو  پیداکردن مسئله هستند. مسئله در پایین

کرده  اند. بررسی را مجزا مسیرهای مسئله از کلی تر حالت یک [١٨] در همکاران و لی٣  .[٢٧] است

 

هر ازای به که طوری به بگیرید، نظر در را  t و  s مجزای ِ راس  دو  G = (V,E) گراف در  .۴ - ٢ - ١ مسئله

هزینه jامین  است. شده داده اختصاص نامنفی مقدار با  , c(١)uv , c
(٢)
uv , . . . , c

(k)
uv هزینه    k  ،(u, v) ∈ E یال

١Well ordered
٢Shiloach
٣Li

٢٨



می آید.  دست به زیر صورت به  pj مسیر

C(j)(pj) =
∑

(u,v) ∈ pj

cjuv

 

شود.  کمینه ، 
∑k

j=١ C
(j)(pj) یعنی هزینه ها، مجموع که کنید پیدا طوری  t به  s از مجزا مسیر  k 

با را صوت٢ و داده١ داریم قصد مخابراتی شبکه یک در کنید فرض مسئله، از کاربرد یک عنوان به  

و داده عبور هزینه که آنجایی از دهیم. انتقال مجزا مسیری در کدام هر دیگر مکان به مکانی از هزینه کمترین

نوع یک و صوت عبور برای هزینه نوع یک یال، به ازای هر باید بنابراین نیست، برابر هم با شبکه در صوت

یک عبور هزینه ،c(٢)uv و صوت واحد یک عبور هزینه ،c(١)uv کنید فرض گرفت. نظر در داده عبور برای هزینه

و کرد استفاده هزینه کمترین با مجزا مسیرهای مسئله از می توان صورت این در باشد. uv یال از داده واحد

بدون جهت یا ورودی  جهت  دار گراف که صورتی در مسئله این به دست آورد.  k = برای ٢ را بهینه مسیرهای

همچنین و چندجمله ای زمان با ابتکاری الگوریتم یک در [١٨] باشد.  k = اگر ٢ حتی است NP-کامل باشد،  

است. شده ارائه بدون دور و بدون جهت گراف های برای چندجمله ای الگوریتم یک

اندازه با f جریان بخواهیم و باشد واحد مقدار کمان ها همه ظرفیت ،MECF مسئله در که صورتی در

مسیر کوتاه ترین kامین مسئله با برابر مسئله این آنگاه بیاوریم، به دست  t راس به s راس از G گراف در k

که است گونه ای به t راس به s راس از مجزا مسیر k یافتن هدف مسیر کوتاه ترین kامین مسئله در می شود.

کنید فرض نوشت. خطی برنامه ریزی یک صورت به را مسئله این می توان شود. کمینه مسیرها طول مجموع

یال های مجموعه ،δ+(i) همچنین و باشد e یال هزینه c(e) و e یال روی جریان f(e) ،e ∈ E یال برای که

باشد. i راس به ورودی یال های مجموعه ،δ−(i) و i راس از خروجی

min
∑

e c(e)f(e)

s.t.
∑
δ+(i)

c(e)−
∑
δ−(i)

c(e) =


k i = s
٠ i ̸= s, t
−k i = t

٠ ≤ c(e) ≤ ١

می باشد. مسیر کوتاه ترین kامین مسئله برای جواب یک با متناظر فوق خطی برنامه ریزی جواب یک

١Data
٢Voice

٢٩



یال اشتراکی حداقل مسئله تعریف ٢ - ٢

هدف یال مجزا، مسیرهای مسئله در بگیرید، نظر در را آن از  t و  s مشخص راس دو و  G = (V,E) گراف  

زمان در می توان و هستند محدود گراف در یال مجزا مسیرهای تعداد بود.  t به  s از یال مجزا مسیر  k کردن پیدا

 k′ با برابر  G در یال مجزا مسیرهای تعداد حداکثر کنید فرض به دست آورد. را آن ها تعداد حداکثر چندجمله ای

ممکن حالت این است. غیرممکن  G در یال مجزا مسیر  k کردن پیدا که است بدیهی باشد  k > k′ اگر باشد.

صورتی در هستند. تنک کاربردی گراف های از بسیاری عمل در طرفی از و دهد رخ تنک١ گراف های در است

 ٢(MSE) یال اشتراکی حداقل مسئله باشیم، داشته t به s از مسیر k ،k به ازای هر همیشه باشد لازم که

مسئله به خاص حالت یک در و است یال مجزا مسیرهای مسئله از تعمیمی مسئله این می کنیم. بررسی را

می گوییم.  یال اشتراکی شود، استفاده مسیرها در یک بار از بیش که یالی به می شود. تبدیل یال مجزا مسیرهای

عدد و  s, t ∈ V راس  دو  ،G = (V,E) گراف  :(MSE) یال اشتراکی حداقل مسئله  .٢ - ٢ - ١ مسئله

یال های تعداد  که کنید پیدا گونه ای به  G در  t به  s از مسیر  k شامل  P مجموعه  بگیرید. نظر در را  k > ٠ 

شوند. کمینه اشتراکی

 

فرض مثال عنوان به دارد. کاربرد حمل ونقل و ارتباطی شبکه های از بعضی طراحی در MSE مسئله  

حرکت شبکه در نقطه دو بین دارد قصد که مهم٣ خیلی شخص یک حرکت برنامه می خواهد امنیتی نهاد یک کنید

مسیر k است، لازم امنیتی تضمین چقدر که این به بسته است؛ صورت این به استراتژی۴ نماید. مخفی را کند

به مسیر k بین از را مسیر یک تصادفی صورت به سپس می گیرند. نظر در پیشنهادی مسیر عنوان به قبل از را

را می داند) را مسیرها و استراتژی (که دشمن حمله احتمال که این برای می کنند. انتخاب نهایی مسیر عنوان

یال هایی به عبارت دیگر ، بگیریم. نظر در نگهبان یک دارند بالایی ریسک که یال هایی برای باید دهیم، کاهش

یال ها از محافظت هزینه که این  برای دارند. محافظت به نیاز شده اند، استفاده مسیرها در یک بار از بیش که

فرض مسئله کلیت دادن دست از بدون کنیم. پیدا اشتراکی یال حداقل با را مسیر k باید ما دهیم، کاهش را

١Sparse
٢Minimum Shared Edge
٣Very important person
۴Strategy

٣٠



می دهد. نمایش ساده گراف در را  MSE مسئله مثال یک شکل ٢ - ٣  است. ورودی  جهت  دار گراف می کنیم

 ،k = برای ٢ شده، داده نمایش  π١, π٢, . . . , π۶ صورت به که است برابر ۶   t به  s از ممکن مسیرهای تعداد

و  πمسیر ١ دو و باشد، صفر برابر یال اشتراکی، ممکن تعداد حداقل که به دست آورد می توان  t به  s از مسیر دو

مسیرهای مجموعه وسیله به که است، برابر ٢  اشتراکی یال های تعداد حداقل  ،k = برای ٣ به دست می آید.  π٢ 

ظاهر مسیرها در یک بار از بیش  eو ١٠  eیال های ٢ فقط مسیرها مجموعه این در به دست آمده،  πو ٣  π١, π٢ 

 t به  s از مسیر اینکه سه  برای بنابراین هستند. یال اشتراکی e١٠ و e٢ یال های فقط  تعریف طبق بر و شده اند

داریم. نیاز یال اشتراکی دو حداقل به به دست آوریم  G گراف در

  
  

 

e۱

e۲

e۳

e۵

e۶

e۷

e۴

e۹

e۱۰

e۱۱

π۱ = 〈e۱, e۴, e۱۰〉
π۲ = 〈e۲, e۷, e۱۱〉
π۳ = 〈e۲, e۶, e۸, e۱۰〉
π۴ = 〈e۲, e۳, e۴, e۱۰〉
π۵ = 〈e۲, e۷, e۹, e۱۰〉
π۶ = 〈e۲, e۶, e۵, e۴, e۱۰〉

e۸
s t

  
 

  

شده اند. مشخص π۶ تا π١ با که ،G گراف در −s-مسیر t شش  :٢ - ٣ شکل
   

مجموعه  k = برای ٣ مثال عنوان به نیست، یکتا  MSE مسئله راه حل در  P مسیرهای  مجموعه

دیگری ترکیب هر ولی دارد. اشتراکی یال دو نیز مسیر این زیرا باشد، جواب می تواند نیز  P ′ = {π٢, π٣, π۴} 

داشته یال اشتراکی دو از کمتر که کرد انتخاب را مسیرهایی مجموعه نمی توان بگیریم، نظر در که مسیرها از

به یال اشتراکی حداقل مسئله باشد، صفر نیاز مورد اشتراکی یال های تعداد اگر خاص حالت یک در باشد.

نداشتیم، نیاز یال اشتراکی هیچ به  k = برای ٢ شکل ٢ - ٣  مثال در می شود. تبدیل یال مجزا مسیرهای مسئله

بود، نیاز یال اشتراکی دو به  k = برای ٣ ولی به دست آورد. گراف در یال مجزا مسیر دو می توان دیگر عبارت به

به دست آورد. یال مجزا مسیر سه شکل ٢ - ٣،  گراف در نمی توان که است معنی بدین این

ازای به می توان و نداریم محدودیت  k مقدار برای  MSE مسئله در شد، داده توضیح قبلا که همان طور

مسیرهای مجموعه  ،k = برای ۴ می توان شکل ٢ - ٣  گراف در به دست آورد. مسیر  k  ،k > صحیح ٠ عدد هر

٣١



نیز اشتراکی یال های تعداد می یابد، افزایش  k مقدار چه هر به دست آورد. یال اشتراکی با ٣   {π١, π٢, π٣, π۵} 

دو مسیر یک است ممکن و نداریم انتخابی مسیرهای روی قیدی هیچ  MSE مسئله در می کند. پیدا افزایش

 ،k = برای ۴ شکل ٢ - ٣  گراف در مثال عنوان به باشد. شده انتخاب راه حل مسیرهای مجموعه در بار چند یا

احتمال باشد، بیشتر  k مقدار چه هر است.  MSE مسئله برای جواب یک نیز  {π١, π١, π١, πمجموعه {١

تعداد حداقل آنگاه باشد،  k > |E| اگر که جایی تا می کند پیدا افزایش نیز باشند هم به شبیه مسیرها که این

مسیر کوتاه ترین با برابر راه حل مسیر  k همه و می شود  t به  s از مسیر کوتاه ترین اندازه با برابر اشتراکی یال های

بسیار که مسائلی از مورد دو ادامه در می شود. اثبات و بیان  ٢ - ۵ - ٢ بخش در نتیجه این می شود.  t به  s از

می شود. بیان هستند یال اشتراکی حداقل مسئله به شبیه

و k > ٠ صحیح عدد ،s, t ∈ V راس دو ،G = (V,E) گراف حداقل اشتراکی: مسئله .٢ - ٢ - ٢ مسئله

انتخاب گونه ای به t به s از مسیر k شامل P مجموعه بگیرید. نظر در را c(e) هزینه e ∈ E یال به ازای هر

با برابر یال این هزینه شود، ظاهر مسیر ها در بار λ ،e یال اگر شود. کمینه اشتراکی یال های هزینه که کنید

است. (λ− ١)c(e)

اگر که است این در MSE مسئله با حداقل اشتراکی مسئله فرق باشد، برابر هم با یال ها همه هزینه اگر

در ولی می شود، شمرده بار (λ− ١) حداقل اشتراکی، مسئله در شود، ظاهر مسیرها در (λ > ١) λبار ،e یال

بیشینه جریان از استفاده با و چندجمله ای زمان در حداقل اشتراکی مسئله می شود. شمرده یک بار MSE مسئله

طور به است. شده پیشنهاد O(k|E| + |V | log |V |) زمان با دقیق الگوریتم یک [٢٨] در است. حل قابل

ورودی گراف روی از را G′ = (V ′, E′) گراف اول؛ گام در است. شده تشکیل گام سه از الگوریتم این کلی

و می کنیم اضافه G′ به e′′ و e′ موازی یال دو ،e ∈ E یال به ازای هر می سازیم: صورت بدین G = (V,E)

و M + c(e) و c(e) ترتیب به را e′′ و e′ یال های هزینه است شده داده نشان ۴ - ٢ شکل در که همان طور

دوم؛ گام در باشد. k از بزرگ تر عدد یک M کنید فرض می دهیم، قرار k − ١ و ١ ترتیب به را آنها ظرفیت

با سوم؛ گام در و به دست می آوریم، G′ در k اندازه با جریان یک کمینه، هزینه با جریان الگوریتم از استفاده با

می شود.   تولید مسیر k مسیر، به جریان تجزیه از استفاده

ثابت هزینه یک که یال هر به ،G = (V,E) گراف در متغیر: و ثابت هزینه با جریان مسئله .٢ - ٢ - ٣ مسئله

با جریان کردن پیدا هدف، می دهیم. اختصاص متغیر هزینه یک آن از عبوری جریان واحد هر با متناسب و
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u(e′) = 1
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می شود. تبدیل e′′ و e′ یال دو به e یال هر حداقل اشتراکی الگوریتم اول گام در  :۴ - ٢ شکل
   

شود. کمینه هزینه ها مجموع که طوری به می باشد t به s از ،k اندازه

می باشد ϵ > ٠ به ازای هر β(G)+١+ ϵ تقریب ضریب دارای مسئله این برای تقریبی الگوریتم بهترین

را اندازه بیش ترین که −s-برشی t به گراف در است. گراف در بیشینه  −s-برش t ،β(G) آن در که ،[٢]

می گویند. −s-برش بیشینه t باشد، داشته

 MSE مسئله NP-سختی اثبات  ٢ - ٣

نشان اثبات، برای است. NP-کامل یال اشتراکی حداقل مسئله تصمیم گیری نسخه که می شود ثابت ادامه در

یک می توان همچنین و دارد قرار NP کلاس در یال اشتراکی حداقل مسئله تصمیم گیری مسئله که می شود داده

داد.  کاهش آن به را NP-سخت مسئله

   .[٢١] است NP-کامل  ،MSE مسئله تصمیم گیری نسخه  .٢ - ٣ - ١ قضیه

 

گراف یک  G که  ،⟨G, k, h⟩ سه تایی می شود: بیان صورت این به  MSE مسئله تصمیم گیری نسخه اثبات.

مسیر  k شامل  P مجموعه  آیا بگیرید. نظر در را می باشند، عدد دو  k, h ∈ N و  t و  s راس دو با بدون جهت

در باشد؟  h حداکثر دارند، قرار  P در  که مسیرهایی اشتراکی یال های تعداد که طوری به دارد وجود  t به  s از

آیا که کرد تحقیق چندجمله ای زمان در می توان باشیم داشته را −s-مسیر t تا  k شامل  P مجموعه  که صورتی

شود ظاهر s-مسیرها − t در بار  k حداکثر می تواند یال هر خیر. یا است  h حداکثر اشتراکی یال های تعداد
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 NP مسئله  یک  MSE مسئله نتیجه در باشد،  G مرتبه برابر  k حداکثر می تواند  P مجموعه  اندازه بنابراین

است. 

تصمیم گیری مسئله به را مجموعه پوشش تصمیم گیری مسئله که است صورت بدین قضیه اثبات روش

NP-کامل مجموعه پوشش تصمیم گیری مسئله که مطلب این از استفاده با سپس و می دهیم کاهش MSE

نسخه در است. NP-کامل مسئله یک نیز یال اشتراکی حداقل تصمیم گیری مسئله که می گیریم نتیجه است،

دسته ای شامل C مرجع، مجموعه X که است ⟨X,C, l⟩ سه تایی ورودی مجموعه، پوشش مسئله تصمیم گیری

تصمیم گیری مسئله از  ⟨X,C, l⟩ نمونه هر انتقال، از استفاده با می باشد. عدد یک l و X زیرمجموعه های از

لازم ابتدا کار این برای می دهیم. کاهش  MSE مسئله از  ⟨G, k, h⟩ نمونه یک به را مجموعه پوشش مسئله

به ازای هر می سازیم: صورت بدین را G گراف شهودی صورت به کنیم. بیان را  G گراف ساخت روش است

صورتی در می کنیم. اضافه G به را vCi راس یک Ci زیرمجموعه به ازای هر و vx راس یک x ∈ X عضو

s از پایان در اضافه می کنیم. G گراف به را (vx, vCi) یال داشت، قرار Ci زیرمجموعه داخل x عضو که

را ۵ - ٢ (شکل می کنیم اضافه (vCi , t) یال یک t به vCi راس هر از و (s, vx) یال یک ،vx راس هر به

ابتدا  G گراف ساخت برای می شود: بیان ریاضی زبان به و کامل صورت به ساخت روش ادامه در ببینید).

اضافه  G به را  VC = {vCi |Ci ∈ C} و  VX = {vx|x ∈ X} که ،  V = VX ∪ VC ∪ {t, s} راس های

می کنیم. وصل باشد  x ∈ Ci که صورتی در  vCi ∈ VC راس  هر به را  vx ∈ VX راس  هر سپس می کنیم.

تمام به  s راس از پایان در و می کنیم، اضافه  t راس به جهت دار یال یک  vCi ∈ VC راس  هر از علاوه براین

گفته زنجیر١ یک مسیر ها این از کدام هر به می کنیم، اضافه یال  l+ با ١ مسیر یک  v ∈ VX ∪ VC راس های 

دادن قرار با می دهد. نمایش را مجموعه پوشش مسئله روی از گراف ساخت از نمونه یک شکل ٢ - ۵  می شود.

در می کنیم. کامل  ⟨X,C, l⟩ مجموعه پوشش نمونه از را  ⟨G, k, h⟩ نمونه ساخت  k = |X| + |C| , h = l 

هستند. هم ارز  ⟨X,C, l⟩ و  ⟨G, k, h⟩ مسئله نمونه دو می دهیم نشان ادامه

  

می دهیم نشان باشد. G در یال اشتراکی  h حداکثر با −s-مسیر t تا k شامل  P مجموعه  کنید فرض

حداکثر در زنجیر هر می دهد. پوشش را  X که طوری به دارد وجود  |C ′| ≤ l با  C ′ ∈ C مجموعه یک که

آنجایی از داشت. خواهیم یال اشتراکی  h = l از بیشتر صورت درغیراین  زیرا می شود ظاهر −s-مسیر t یک 
١Chain
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 MSE مسئله به مجموعه پوشش مسئله انتقال از مثال یک  :۵ - ٢ شکل
   

مسیر یک  در فقط زنجیر هر بنابراین می باشد،  (k = |X| + |C|) مسیرها تعداد با برابر  s خروجی درجه که

خروجی یال یک تنها و دارد وجود −s-مسیر t یک در دقیقا  vx ∈ VX راس  هر علاوه براین، می شود. ظاهر

سر یک که هستند یال هایی بین در اشتراکی یال های نتیجه در دارد. وجود  P در   vx ∈ VX راس  هر از

است یال اشتراکی یک دیگر {  عبارت به می دهیم قرار  V مجموعه ′ در را یال ها این است. وصل  t به آن ها

  .V ′ = {v ∈ VC |(v, t) 

که می کنیم ادعا می گذرد.  v ∈ VC راس  از و  vx ∈ VX راس  از که بگیرید نظر در را s-مسیر − t یک  

ظاهر −s-مسیر t دو  حداقل در  v راس زیرا است، یال اشتراکی  ،(v, t) یال به عبارت دیگر یا است  v ∈ V ′ 

واسطه ی به که  s − v − t مسیر یک و  ،Vx راس واسطه ی به که  s − vx − v − t مسیر یک است: شده

یال اشتراکی یک و است شده ظاهر مسیر دو در  (v, t) یال بنابراین آمده است. وجود به  v به  s از زنجیر یک

می شود.  محسوب

 vx ∈ VX راس  هر گراف زیر این در بگیرید. نظر در را دارند قرار  P در  که یال هایی تنها شامل  G از زیرگرافی  

 |C ′| = l با پوشش یک  C ′ = {Ci|vCi ∈ V مجموعه {′ نتیجه در و است شده وصل  v ∈ V راس ′ یک به

از جواب یک به  MSE مسئله  ،⟨G, k, h⟩ جواب یک از می توان که شد داده نشان اینجا تا است.  X برای

 C ′ ⊂ C مجموعه کنید فرض می کنیم. بررسی معکوس صورت به را انتقال ادامه در رسید.  ⟨X,C, l⟩ نمونه

با  P مجموعه   ،G متناظر گراف در می دهیم نشان می دهد. پوشش را  X و  |C ′| ≤ l که طوری به دارد وجود

دارد.  وجود یال اشتراکی  h = l حداکثر با −s-مسیر t  ،k 
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ذیل شرح به را  Px نام به s-مسیر − t یک   x ∈ X هر برای  .V ′ = {vCi ∈ VC |Ci ∈ C کنید {′ فرض  

 x که آنجایی از می کنیم. دنبال را است وصل  vx به که زنجیری و می کنیم شروع  s راس از می کنیم. تعریف

می کنیم. دنبال را دارد وجود گراف در که  (vx, vCi) یال بنابراین دارد قرار  Ci ∈ C مجموعه های از یکی در

 Ci ∈ C مجموعه ′ یک حداقل در  x راس هر چون می کنیم. دنبال می کند، وصل  t به را  vCi که  یالی ادامه در

سپس است. −s-مسیر t تا |X| شامل  PX = {Px|x ∈ X} مجموعه است،  |X| آن ها تعداد و دارد قرار

می باشد،  (vCi , t) یال و  (s, vCi) زنجیر شامل مسیر یک  Ci ∈ C به ازای هر که می کنیم تعریف را  PC مجموعه 

مشاهده سادگی به بگیریم، نظر در را  P = PX ∪ PC اگر  است. s-مسیر − t تا |C| شامل  PC بنابراین 

یک بار حداقل  (vCi , t) :شود ظاهر  P در  مسیر دو حداقل در می تواند  Ci ∈ C که ′  (vCi , t) یال هر می شود،

تعریف طبق و دارد  x عضو یک حداقل  Ci ∈ C مجموعه ′ زیرا می شود ظاهر  s − vx − vCi − t مسیر در

 VC \ V راس های ′ که آنجایی از دارد. وجود  PC در   s− vCi − t مسیر یک  Ci ∈ C به ازای هر  PC مجموعه 

شده استفاده  P مسیر  یک در دقیقا باشد  v ∈ VC \ V که ′  (v, t) یال هر نشده اند، ظاهر  PX مسیرهای  در

 ⟨X,C, l⟩ جواب هر می توان بنابراین است.  |V ′| = h با برابر  P در  اشتراکی یال های تعداد نتیجه در است،

کرد. تبدیل  MSE مسئله  ⟨G, k, h⟩ نمونه از جواب یک به را مجموعه پوشش تصمیم گیری مسئله از

تصمیم گیری مسئله به می توان را مجموعه پوشش تصمیم گیری مسئله که شد، داده نشان بالا روند در

است. NP-کامل مسئله یک  MSE تصمیم گیری مسئله بنابراین داد، کاهش چندجمله ای زمان در  ،MSE 

حداقل مسئله نتیجه در نمود، حل آن تصمیم گیری نسخه استفاده با را یال اشتراکی حداقل مسئله می توان

را یال اشتراکی حداقل مسئله از جواب یک اگر طرفی از می باشد، آن تصمیم گیری نسخه سختی به یال اشتراکی

صورت به باید زیرا خیر، یا است بهینه جواب که کرد تصمیم گیری چندجمله ای زمان در نمی توان باشیم، داشته

یال اشتراکی، حداقل مسئله نتیجه در است، نمایی حالت ها تعداد و کنیم بررسی را حالت ها تمام فورس بورت

است.  NP-سخت مسئله یک
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MSE مسئله برای تقریبی الگوریتم  ۴ - ٢

 

k-تقریبی الگوریتم ١ - ۴ - ٢

چند جمله ای الگوریتم و است NP-سخت مسئله یک  MSE مسئله شد، بیان قبل بخش در که همانطور

استفاده تقریبی الگوریتم های از مسئله ها از این گونه حل برای معمولا است. نیامده بدست آن برای تاکنون

برای تقریبی الگوریتم یک ادامه در به دست می آورند. جواب بهینه از تقریبی یک جواب بهینه، جای به و می شود

.[٢١] می شود ارائه کمینه یال-هزینه با جریان مسئله از استفاده با یال اشتراکی حداقل مسئله

 

داد.    کاهش  MECF مسئله  به می توان را  MSE مسئله  .١ - ۴ - ٢ قضیه

 

گراف در  MECF مسئله  از نمونه یک به را  G = (V,E) گراف در  MSE مسئله از نمونه هر اثبات.

انجام صورت بدین کاهش هستند. و ′G   جهت  دار  G گراف های که کنید دقت می کنیم. تبدیل  G′ = (V ′, E′) 

به  G گراف در  e جهت همان در  eو ٢  eیال  جهت  دار ١ دو  ،e ∈ E یال به ازای هر و  V ′ = V مجموعه  می شود،

، u(e١) = ١ ، c(e١) = ٠ صورت  به را  eو ٢  eیال های ١ ظرفیت و هزینه و می کنیم اضافه  E′ یال مجموعه

ببینید). را (شکل ٢ - ۶  می دهیم قرار  u(e٢) = k − و ١ c(e٢) = ١  

  

 G گراف در مسیر  k = F کردن  پیدا با متناظر  G′ گراف در  MECF برای   L هزینه با راه حلی هر

مثبت آن ها روی جریان  ،MECF راه حل  در که بگیرید نظر در را یال هایی مجموعه است. یال اشتراکی  L با

 MSE راه حل در که هستند یال هایی  همان دقیقا  ،G گراف در آن ها متناظر یال های دارند. هزینه ١  و است

 MECF راه حل  یک با متناظر گراف روی یال اشتراکی  L با  MSE راه حل هر برعکس، هستند. یال اشتراکی

است.  G′ گراف روی  L هزینه با
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 G. گراف در e یال روی از G′ گراف در e٢ و e١ یال های ساختن :۶ - ٢ شکل
   

تقریبی الگوریتم یک می توان آنگاه باشد، داشته وجود  MECF مسئله  برای تقریبی الگوریتم یک اگر

بیان  MECF مسئله  برای F-تقریبی الگوریتم  یک در [١۴]، کرامک به دست آورد. نیز  MSE مسئله برای

آوریم، دست به  G′ گراف در  MECF مسئله  از  F اندازه  با و  f جریان  با تقریبی راه حل یک اگر است. کرده

به دست آورد  G′ روی از را  G گراف شده، بیان قضیه ٢ - ۴ - ١  در که انتقالی روش معکوس از استفاده با می توان

دارد. یال اشتراکی  L حداکثر که به دست آورد  k = F با   G′ در  MSE مسئله برای تقریبی راه حل یک و

دیگر انتقال یک ادامه در است. شده بیان  MSE مسئله برای  k عامل با تقریبی الگوریتم یک تاکنون

 k − یال ها ١ ظرفیت حداکثر MECF مسئله در که می شود مطرح MECF مسئله به MSE مسئله از

عبارت به به دست آورد.  k − عامل ١ با  MSE مسئله برای بهتر تقریبی الگوریتم یک می توان بنابراین باشد.

داد.  کاهش  k − به ١  k از را تقریب عامل می توان دیگر

و  u(e) ∈ Z+ ظرفیت با  G = (V,E) گراف  :(MCF ) کمینه١ هزینه با جریان مسئله    .١ - ۴ - ٢ مسئله

به  t مقصد راس به  s مبدا راس از  F اندازه  با  f جریان  بگیرید. نظر در یال هر برای را  c(e) ∈ Z+ هزینه

باشد.  f(e) ≤ u(e) یال به ازای هر و شود کمینه  
∑

e∈E c(e)f(e) حاصل که کنید پیدا گونه ای

جریان برای را  MCF مسئله  که صورتی در بگیرید. نظر در را شکل ١ - ٩  در  G گراف مثال عنوان به  

 e۴, e۶, e١٠, eیال های ٨ روی جریان که می شود،  C = با ٧ برابر  f جریان  هزینه کنیم، حل  F = اندازه ٣ با  f  

می آید. دست به ٣, ٣, ٢, ١, ١ ترتیب به  eو ٩

شده شناخته NP-سخت مسئله یک عنوان به MECF مسئله است، شده ذکر قبلا که طور همان

١Minimum-cost flow

٣٨



برای دیگر اثبات شده، بیان مطالب به توجه با می توان است. شده ارائه [١۴] در آن برای اثبات یک و است

چندجمله ای زمان در می توان که شد بیان ١ - ۴ - ٢ قضیه در داد. ارائه MECF مسئله بودن NP-سخت

،MSE مسئله که شده بیان ٢ - ٣ - ١ قضیه در طرفی از داد، کاهش MECF مسئله به را MSE مسئله

برای جدید اثبات یک بگیریم، نظر در هم با را قضیه دو این که صورتی در است. NP-سخت مسئله یک

به دست می آید. MECF مسئله بودن NP-سخت

k)-تقریبی − 1) الگوریتم ٢ - ۴ - ٢

 

باشد. آمده دست به قضیه ٢ - ۴ - ١  از استفاده با  G از که باشد گرافی  G′ = (V ′, E′) کنید فرض

می دهیم قرار  c(e)/u(e) با برابر  G′′ در را یال هر هزینه می شود: ساخته صورت این به  G′ روی از  G′′ گراف

همان را  G′′ در یال هر ظرفیت و است  G′ در یال یک ظرفیت و هزینه ترتیب به  u(e) و  c(e) که طوری به

و باشد  G′ روی  MECF مسئله  بهینه راه حل هزینه  OPT ′ کنید فرض می دهیم. قرار  G′ در یال ظرفیت

OPT ′′ بهینه جواب  با متناسب جریان را  f باشد.   G′′ گراف روی  MCF مسئله  بهینه راه حل هزینه OPT ′′

در  f جریان  بنابراین است، مشابه هم با  G′′ و  G′ در یال ها ظرفیت که آنجایی از بگیرید. نظر در  G′′ روی

نتیجه در می دهیم. نمایش E+ با را است مثبت آنها روی جریان که یال هایی مجموعه می باشد. معتبر نیز  G′ 

داریم: 

  

  OPT ′ =
∑
e∈E+

c(e) =
∑
e∈E+

u(e)
c(e)

u(e)
 

  ≤ (k − ١)
∑
e∈E+

c(e)

u(e)
  

  ≤ (k − ١)
∑
e∈E+

c(e)

u(e)
f(e) = (k − ١)OPT ′′.  

  

  

 k − حداکثر ١ قضیه ٢ - ۴ - ١  در  G′ ساخت نحوه اساس بر یال، هر ظرفیت زیرا است برقرار نابرابری اولین  

فرض  .f(e) ≥ دارند ١ قرار  E+ در که یال هایی همه برای زیرا می باشد برقرار نیز نابرابری دومین و است

داریم  قضیه ٢ - ۴ - ١  با ترکیب از باشد،  G روی  MSE مسئله در بهینه راه حل هزینه  OPT کنید 

OPT = OPT ′ ≤ (k − ١)OPT ′′.

٣٩



الگوریتم های است.  MSE مسئله برای −k)-تقریبی ١) جواب یک  MCF برای  بهینه جواب هر بنابراین،  

شده ارائه  ١٩٩٢ سال در آهوجا١ توسط ما شرایط برای الگوریتم بهترین دارد. وجود  MCF مسئله  برای کارایی

راس ها، تعداد ترتیب به  U و   C,m, n آن در که می شود اجرا  O(nm log(nC) log logU) زمان در و [١]

 U = k − و ١  C = ما ١ تبدیل در که آنجایی از می باشد. یال ظرفیت حداکثر و یال هزینه حداکثر یال ها،

می آید.  دست به زیر نتیجه است،

زمان در که دارد وجود یال اشتراکی حداقل مسئله برای k)-تقریبی − 1) الگوریتم یک  .٢ - ۴ - ٢ قضیه

می شود.  اجرا  O(nm log n log log k) 

 

با +1)-تقریبی ϵ) الگوریتم یک MECF مسئله برای باشد، ١ - ١ سری- موازی گراف که صورتی در

،MSE مسئله برای باشد سری -موازی گراف وقتی بنابراین است[١۴]. شده ارائه چندجمله ای اجرای زمان

دارد. وجود O(m١)٣ + ١/ϵ) log k) زمان با 1)-تقریبی + ϵ) الگوریتم یک

 MSE مسئله برای تقریب کران پایین ۵ - ٢

 

که این مگر نمی پذیرد، را  ٢log١−ϵ n تقریب  ϵ > به ازای هر ٠  MSE مسئله   .١ - ۵ - ٢ قضیه

 .  NP ⊆ DTIME(nPolylog n) 

 

از نمونه یک به را است یکسان آن یال های هزینه که  MECF مسئله  از نمونه یک قضیه اثبات برای اثبات.

مسئله یک  P کنید فرض هستند. معادل هم با مسئله دو حل که می دهیم نشان و می کنیم تبدیل  MSE مسئله

که یال هایی هزینه مجموع که طوری به کنیم، پیدا  f s−t-جریان  یک G گراف در می خواهیم که باشد  MECF  

جریان مقدار شود. حداقل  
∑

e∈E,f(e)>٠ c(e) دیگر عبارت به یا شود کمینه شده، استفاده آن ها از  f جریان  در

١Ahuja

۴٠



که  u(e) ∈ {١, poly(n)} ظرفیت یک یال هر به  G گراف در می دهیم. نمایش  C با را آن هزینه و  F با  را  f  

می دهیم. اختصاص یال ها همه به  c(e) = یکسان ١ هزینه یک و است  n = |V | 

ازای به می سازیم. می شود، بیان ادامه در که صورتی به  G = (V,E) روی از را  G′ = (V ′, E′) گراف

و  x راس های بین یال مجموعه یک سپس و می کنیم اضافه  V در ′ آن با متناظر  x راس یک  x ∈ V راس  هر

 y به  xy از یال  جهت  دار یک و  xy به  x از زنجیر تا  u(e) شامل یال مجموعه می کنیم. اضافه  G′ گراف به  y 

می باشد. نهایت بی آن ها ظرفیت و صفر آن ها روی هزینه که است یال  جهت  دار  |E|+شامل ١ زنجیر  هر است.

که زنجیرهایی همچنین می دهیم، نمایش  (x, xy, y) تایی سه با را است  (x, y) یال با متناظر که یالی مجموعه

می کنیم اضافه  G′ به نیز را  t′ و  s′ راس دو این بر علاوه می خوانیم. نوع ١ زنجیر می کند، وصل  xy به را  x 

پایان در می خوانیم. نوع ٢  زنجیر را زنجیرها از نوع این می کنیم. وصل  t′ به را  t و  s′ به را  s زنجیر  F با  و

از نوع این به می کنیم. اضافه  t′ به  y از زنجیر یک و  xy به  s′ از زنجیر یک  ،(x, xy, y) تایی سه هر ازای به

تا  k = |E| + F پیداکردن  مسئله  P کنید ′ فرض ببنید).   را ٢ - ٨ (شکل می گوییم نوع ٣  زنجیر زنجیرها،

  

  

u(e) > ۰

c(e) = ۱

x y x xy y
u(e)

...

∀e c(e) = ۰

c(e) = ۱

⇒
  

 

طول به زنجیره هایی خط چین ها، .MSE در یال ها از مجموعه ای به MECF در یال یک تبدیل :٢ - ٧ شکل
هستند. |E|+ ١

 

می نامیم  S را اشتراکی یال های تعداد باشد. S ≤ |E| یال اشتراکی حداقل با  G′ = (V ′, E′) در −s-مسیر t

می کنیم اثبات ابتدا کار این برای هستند. متناظر هم با یک به یک  P و ′  P برای جواب ها که می دهیم نشان و

می کنیم. ثابت را آن معکوس سپس و است  P برای جواب یک  P برای ′ جواب هر که

یال های تعداد که طوری به است  G′ در −′s-مسیر t′ تا  k شامل  P مجموعه  یک  P برای ′ جواب یک

ظاهر مسیر یک در می توانند بار یک حداکثر  G′ در زنجیرها از کدام هر که کنید دقت باشد.  S ≤ |E| اشتراکی

یال اشتراکی زنجیر آن یال های تمام آنگاه شود ظاهر مسیر دو در زنجیرها از یکی اگر صورت درغیراین شوند،

از بیشتر اشتراکی یال های تعداد نتیجه در است |E|+ ١ با برابر زنجیر هر یال های تعداد طرفی از می شوند.

۴١



می شود خارج s′ از که زنجیر هر است،  k = |E|+F برابر   G′ در  s′ خروجی درجه که آنجایی از می شود. |E|

یک در دقیقا می تواند می شود وارد  t′ به که زنجیر هر همچنین و می شود ظاهر P مسیرهای از یکی در دقیقا

ظاهر  P مسیر  یک در حداقل  (x, xy, y) یال مجموعه از  (x, y) یال هر این بر علاوه شود. ظاهر  P مسیر 

شوند ظاهر یک بار از بیشتر  P مجموعه  مسیرهای در می توانند که هستند یال هایی تنها  (xy, y) بنابراین شده،

باشند. یال اشتراکی دیگر عبارت به یا

حذف و تغییر با بگیرید. نظر در  t′ به  s′ از  |E| + F اندازه  با  f جریان ′ یک ،P با متناظر حال

و می کنیم تبدیل  G گراف در F اندازه با  f s-جریان  − t یک به را  f جریان ′  ،G′ در یال ها از بعضی

بنابراین است،  G در s-جریان − t هزینه  با برابر  G′ در  f جریان ′ اشتراکی یال های تعداد می دهیم نشان

به  p مسیر به ازای هر ابتدا است).   G′ در اشتراکی یال های تعداد S و G در f جریان هزینه C)  S = C 
  

 

u(e)

x

y

F
...

E. . .

s′ s

x
xy

y

t t′

u(e)

. . .

F
...

E. . .
: |E|+ ۱ طول با زنجیر

G = (V,E) G′ = (V ′, E ′)

s

t
. . .

  

یال. هر برای واحد هزینه با  MSE مسئله به  MEFC مسئله کاهش :٢ - ٨ شکل
 

 
 

روی که واحد  یک مقدار با جریان است، زنجیر یک نمایش  99K که  s′ 99K x 99K xy → y 99K t′ شکل

نتیجه در و می شود صفر برابر ٣ نوع زنجیر هر روی جریان کار این با می کنیم. حذف  f از ′ را دارد قرار  p 

در  (x, y) یال با متناظر  (x, xy, y) مجموعه یال به ازای هر کنیم. حذف گراف از را نوع ٣  زنجیرهای می توانیم

می کند، پیدا ادامه  y به و می آید  x از  xy روی جریان که آنجایی از است.  u(e) حداکثر  (x′, y) روی جریان G

ظرفیت دارای که  (x, y) یال با را  (x, xy, y) یال مجموعه و کرد متراکم را نوع ١  زنجیرهای می توان نتیجه در

با را  t و  s′ با را  s و متراکم را نوع ٢  زنجیرهای مشابه طور به کرد. جایگزین است  c(e) = هزینه ١ و  u(e) 

۴٢



با  متناظر  G′ روی  f جدید ′ جریان هستند. هم ریخت ١   G گراف و حاصل گراف نتیجه در می کنیم. ادغام  t′ 

است.  F مقدار  با  G گراف روی f −s-جریان t

که هستند یال هایی همان دقیقا است مثبت آن ها روی جریان که یال هایی  f در ′ که می کنیم مشاهده

یال های با متناظر یال ها این به عبارت دیگر یا است یک از بزرگ تر کاهش از قبل  f در ′ آن ها روی جریان

جریان هزینه های مجموع و است برابر ١   G در یال هر هزینه هستند.  G′ گراف در  P مسئله ′ در اشتراکی

طی معکوس صورت به را بالا روند که صورتی در  .C = S یعنی است، اشتراکی یال های تعداد برابر  f ′ 

مسئله دو جواب های بنابراین هست. نیز P ′ برای جواب یک ،P در جواب هر که دهیم نشان می توانیم کنیم،

هستند. متناظر هم با یک به یک

u(e) ∈ {١, poly(n)} که کنید توجه و است O(|V |+ |E|(F +
∑

e∈E u(e))) از G′ گراف اندازه

هرگاه است. انجام قابل چندجمله ای زمان در MECF مسئله به MSE مسئله کاهش نتیجه در می باشد،

MECF مسئله تقریب پذیری کران پایین بنابراین کرد، استفاده ١ - ۶ - ١ قضیه از می توان باشد F ≤ |V ٢|

است[٢١]. برقرار نیز MSE مسئله برای

اندازه به بستگی است، شده به دست آورده MSE مسئله برای فوق  قضیه در که تقریب پذیری کران پایین

بگیرد، مقداری هر می تواند k مسئله، تعریف طبق و نداریم k مقدار برای کرانی طرفی از دارد. ورودی گراف

بیان ادامه در که قضیه ای براساس کرد. استفاده فوق قضیه از مستقیم طور به نمی توان شرایط این با لذا و

به دست می آید.  k برای کران یک می شود،

کوتاه ترین اندازه برابر گراف در یال اشتراکی تعداد حداقل آنگاه باشد،  k > |E| اگر    .٢ - ۵ - ٢ قضیه

است.  −s-مسیر t  

 

همه که طوری به کنیم پیدا  t به  s از مسیر یک باید  ،k > |E| برای مسیر  k از مجموعه هر ازای به اثبات.

مسیرها دیگر از متفاوت یال یک حداقل به نیاز مسیر هر صورت غیراین در باشد. یال اشتراکی مسیر، یال های

نیست. امکان پذیر این که باشیم، داشته یال تا |E| از بیش است نیاز که دارد،

١Isomorphic

۴٣



گزارش را آن بار  k و انتخاب را  t به  s از مسیر کوتاه ترین  ،k > |E| که مسیر  k از مجموعه به ازای هر

می شوند. یال اشتراکی مسیر، روی یال های همه بنابراین می کنیم،

چندجمله ای زمان در  MSE مسئله باشد،  k > |E| هرگاه که گرفت نتیجه می توان قضیه ٢ - ۵ - ٢  از

است، برقرار قضیه ٢ - ۵ - ١  شرایط بنابراین باشد،  k ≤ |E| = O(|V که (٢| می کنیم فرض است. حل قابل

است.  ٢log١−ϵ n با برابر ϵ > ٠ به ازای هر  MSE مسئله تقریب پایین کران نتیجه در

ابتکاری روش های ۶ - ٢

الگوریتم همراه به روش ها این و می شود بیان MSE مسئله برای ابتکاری روش چند بخش این در

می شوند[٢١]. مقایسه هم با نتایج و پیاده سازی k)-تقریبی − 1)

پی در پی به هنگام سازی روش ١ - ۶ - ٢

با جریان الگوریتم براساس است، شده  داده توضیح MSE مسئله برای ٢ - ۴ - ٢ بخش در که تقریبی الگوریتم

به دست می آورد، MECF مسئله برای (k−1)-تقریبی جواب یک و است شده طراحی (MCF ) کمینه هزینه

MSE مسئله برای (k−1)-تقریبی جواب یک الگوریتم که گفت می توان ١ - ۴ - ٢ قضیه تبدیل استفاده با که

روی از یافته انتقال گراف یک می شود، دریافت MCF الگوریتم توسط که ورودی گراف است. به دست آورده

الگوریتم هرگاه دارد. قرار {٠, ١/(k − ١)} مجموعه در یال هر هزینه که ویژگی این با می باشد، اولیه گراف

روی بر اول، حالت دهد: رخ است ممکن حالت دو می کند، انتخاب را دارد ١/(k − ١) هزینه که e یال یک

این الگوریتم نظر از دارد. قرار e یال روی بر مثبت جریان یک دوم، حالت در و نیست جریانی هیچ e یال

مهم یال ها تعداد و شود کمینه
∑

e∈E f(e)c(e) می خواهیم MCF مسئله در زیرا است، برابر هم با حالت دو

در اشتراکی یال یک گرفتن نظر در با متناظر دارد، ١/(k − ١) هزینه که یالی هر انتخاب طرفی از نیستند.

این یا کند استفاده قبلی اشتراکی یال های از که نمی کند تفاوتی الگوریتم برای نتیجه در است. MSE مسئله

کند. اضافه راه حل به جدید اشتراکی یال یک که

۴۴



یال هایی تا می کنیم مجبور را تقریبی الگوریتم که است صورت بدین می دهیم انجام که ابتکاری کار اولین

این می نامیم، ١ پی در پی به هنگام سازی را ابتکاری روش این کارگیرد. به را شده اند استفاده راه حل در قبلا که

ترغیب قبلی یال های از دوباره استفاده به را MCF الگوریتم که این برای است. آمده ٢٬١ الگوریتم در روش

را یال آن هزینه و انتخاب را دارد ناصفر هزینه و می کند عبور آن از جریان بیشترین که یالی تکرار هر در کنیم،

هیچ هزینه ها به هنگام سازی می کنیم. اجرا جدید هزینه های با را MCF الگوریتم دوباره سپس و می کنیم صفر

یک به دست می آوریم را هزینه حداقل با جریان که مرتبه ای اولین چون ندارد، الگوریتم تقریب عامل بر تاثیری

دهیم. بهبود را تقریبی جواب می کنیم سعی بعدی تکرارهای در و به دست آورده ایم k)-تقریبی − 1) جواب

پی در پی به هنگام سازی الگوریتم :٢٬١ الگوریتم
k صحیح عدد و G جهت دار گراف ورودی:

t به s از مسیر k یافتن برای نیاز مورد اشتراکی یال های تعداد خروجی:
بساز G گراف روی از را G′ گراف ،١ - ۴ - ٢ قضیه از استفاده با ١

بساز c(e)/u(e) به e یال هر هزینه تغییر با ،G′ گراف روی از را G٠ گراف ٢
کن محاسبه G٠ در را k اندازه با f −s-جریان t حداقل ٣

i = ٠ ۴
f ̸= ٠ که زمانی تا ۵

می کند عبور آن از جریان بیشترین که کن پیدا گونه ای به را G٠ در e یال ۶
بساز صفر به e یال هزینه تغییر با ،Gi گراف روی از را Gi+١ گراف ٧

کن محاسبه Gi+١ در را k اندازه با f −s-جریان t حداقل ٨
i = i+ ١ ٩

برگردان را i ١٠

مسیر کوتاه ترین روش ٢ - ۶ - ٢

در اشتراکی یال های تعداد برای بالا کران یک s-مسیر − t کوتاه ترین یا   ل های تعداد ٢ - ۵ - ٢ قضیه بر بنا

MSE مسئله جواب شدنی یک اگر باشد. −s-مسیر t کوتاه ترین اندازه ℓ کنید فرض است. MSE مسئله

جایگزین مسیر کوتاه ترین با را مسیر k می توانیم ما باشد، داشته یال اشتراکی ℓ از بیش −s-مسیر t تا k برای

کرده ایم. استفاده ابتکاری روش این از ٢٬٢ الگوریتم در دهیم. کاهش ℓ به را اشتراکی یال های تعداد و کنیم

١Successive update
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مسیر کوتاه ترین الگوریتم :٢٬٢ الگوریتم
k صحیح عدد و G جهت دار گراف ورودی:

t به s از مسیر k یافتن برای نیاز مورد اشتراکی یال های تعداد خروجی:
باشد G روی اجرا با ٢٬١ الگوریتم خروجی p کنید فرض ١

باشد G در −s-مسیر t کوتاه ترین طول ℓ کنید فرض ٢

برگردان را min{ℓ, p} ٣

تصادفی روش های ٣ - ۶ - ٢

آن از جریان بیش ترین که یالی هزینه بار هر و می کنیم عمل حریصانه١ صورت به ٢٬١ الگوریتم از ،۶ خط در

خاص ، لحظه ای در یک هر که انتخاب، سری یک انجام با حریصانه الگوریتم می کنیم. صفر را است کرده عبور

بهینه حل یک که است این امید است. بهینه خود جای در انتخاب یعنی می کند، عمل می رسد نظر به بهترین

آن هزینه و انتخاب را یال یک تصادفی روش چند با ادامه در نیست. چنین همواره ولی شود، یافت سراسری

می کنیم: انتخاب تصادفی را یال ها روش سه به می کنیم. صفر را

به e یال بار هر می دهیم: تغییر صورت بدین را ٢٬١ الگوریتم ۶ خط روش، این در ساده: تصادفی

می کنیم. صفر را آن هزینه و می شود انتخاب دارند مثبت جریان که Gi یال های بین از تصادفی صورت

است برابر w(e) که می دهیم اختصاص w(e) وزن یک ،e یال هر به روش این در وزن دار: تصادفی

با است برابر w(e) (به عبارت دیگر است شده ظاهر s-مسیرها − t در e یال که مرتبه هایی تعداد با

تکرار هر در قبل، روش خلاف بر باشد. یال ها همه وزن مجموع W کنید فرض و (Gi در f(e) اندازه

انتخاب احتمال نتیجه در می کند، انتخاب w(e)/W احتمال با تصادفی صورت به را e یال ما الگوریتم

می یابد. افزایش شده اند ظاهر −s-مسیرها t در بیشتر که یال هایی

تعداد چون می کنیم، اجرا بار چندین را وزن دار تصادفی روش روش، این در : پی در پی تصادفی

یال های تعداد که می کنیم گزارش را اجرایی جواب نیست، یکسان هم با اجرا هر در اشتراکی یال های

باشد. کمتر همه از آن اشتراکی
١Greedy
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الگوریتم ها پیاده سازی ٢ - ٧

بر الگوریتم ها عملکرد و شده پیاده سازی [٢١] در شده، بیان ابتکاری الگوریتم ۵ و k)-تقریبی − ١) الگوریتم   
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رم . شهر گراف روی بر ابتکاری الگوریتم های اجرای از تجربی نتایج :٢ - ٩ شکل
   

روی بر برنامه اجرای نتایج از خلاصه ای ،٢ - ١٠ شکل و ٢ - ٩ شکل است. شده بررسی مشابه گراف دو روی

تصادفی گراف یک به مربوط ٢ - ١٠ شکل و رم١ شهر راه های شبکه به مربوط ٢ - ٩ شکل است. گراف دو

نماینده SSCA#2 گراف است. DARPA HPCS SSCA#2 آزمایشی٢ گراف های نظریه توسط شده تولید

٣٣۵٠ دارای گراف دو هر است. زیست شناسی محاسبات و علمی محاسبات ملی، امنیت زمینه در محاسبات

به راس جفت ١٠٠ ،k هر برای است. شده اجرا ۵٠ تا ١ از k برای الگوریتم ها هستند.   یال ٨٨٧٠ و راس

که این از اطمینان برای است. شده گزارش اشتراکی یال های تعداد میانگین و شده اند انتخاب تصادفی صورت

مسیر کوتاه ترین اندازه که شده اند انتخاب جفت هایی هستند، دور هم از کافی اندازه به تصادفی مقصد و مبدا
١Rome
٢Graph theory benchmark
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از Boewulf کلاستر از اجرا برای راس هاست. تعداد n که است بوده √n/۴ از بیشتر مقصد و مبدا بین

سرعت دارای کلاستر هر کلاستر، ۶۴ دارای که است، شده استفاده بالا کارآیی با محاسبات مجازی آزمایشگاه

می باشد. اصلی حافظه  بایت گیگا ٨ و هرتز گیگا ٢٬٢*۴

قابل طور به ابتکاری روش های عملکرد می کنید، مشاهده ٢ - ١٠ شکل و ٢ - ٩ شکل در که همان طور

k برای داده ها است، واضح عملکردها مقایسه که (چون است اولیه k)-تقریبی − 1) الگوریتم از بهتر توجهی

اشتراکی یال های تعداد ٨۵٪ تا ۵٠٪ از باشد، بزرگ کافی اندازه به k مقدار وقتی است). شده ارائه کوچک های

از بهتر مسیر کوتاه ترین الگوریتم باشد خاصی بازه یک در k وقتی می یابد. بهبود ابتکاری الگوریتم با گراف در

جواب ها نهایت در شود بزرگ کافی اندازه به k وقتی چند هر می کند. عمل پی در پی به هنگام سازی الگوریتم

که این احتمال شود، بزرگ (k) مسیرها تعداد وقتی که است دلیل این به همگرایی می شوند. هم گرا یکدیگر به

می یابد. افزایش شوند، انتخاب مسیرها در یال اشتراکی عنوان به مسیر کوتاه ترین یال های

مسئله یک مسئله، این که شد داده نشان و شد بررسی و معرفی یال اشتراکی حداقل مسئله فصل این در

فصل ادامه در شد. ارائه مسئله برای k − ١ و k عامل های با تقریبی الگوریتم دو و می باشد NP-سخت

پیاده سازی از به دست آمده نتایج و بردیم کار به k)-تقریبی − 1) الگوریتم از استفاده با را ابتکاری روش چند

می شود. ارائه مسئله برای بهتر عامل با تقریبی الگوریتم چند بعد فصل در شد. مقایسه هم با روش ها

۴٨
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. SSCA آزمایشی گراف روی بر ابتکاری الگوریتم های اجرای از تجربی نتایج :٢ - ١٠ شکل
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٣ فصل

آسیب پذیری حداقل مسئله



فصل ادامه در و می شود داده تعمیم آسیب پذیری حداقل مسئله به یال اشتراکی حداقل مسئله فصل این در

مسئله برای زیرخطی عامل با تقریبی الگوریتم یک و آسیب پذیری حداقل مسئله برای تقریبی الگوریتم یک

حداقل مسئله برای باشد، ثابت k اگر که می شود داده نشان علاوه براین می شود. ارائه یال اشتراکی حداقل

دارد. وجود چندجمله ای راه حل یال اشتراکی

آسیب پذیری حداقل مسئله تعریف ٣ - ١

یال حداقل مسئله از تعمیمی که می کنیم، بررسی و معرفی را r-آسیب پذیری حداقل مسئله بخش این در

تعریف به منجر این که داده اند تعمیم بخش سه در را MSE مسئله کلی طور به است. (MSE) اشتراکی

هزینه MSE مسئله در می کند. نزدیک تر عملی کاربردهای به را آن و می شود r-آسیب پذیری جدید مسئله

به اول وهله در بنابراین است. متفاوت یال هر هزینه عمل در که حالی در است، برابر هم با اشتراکی یال های

مسئله در دیگر طرف از می باشد. e اشتراکی یال هزینه دهنده نشان که می دهیم اختصاص ce هزینه یال هر

کران بالای یک ،e یال هر برای تعمیم دوم بخش در اما شود، ظاهر مسیر تا k در حداکثر می تواند یال هر MSE

تعمیم، سوم بخش در شود. استفاده مسیر Ue در می تواند حداکثر e یال می دهد، نشان که می گیریم نظر در Ue

r از بیش e یال اگر که صورت این به می کنیم، اضافه ٠ ≤ r < k نام به دیگر پارامتر یک MSE مسئله به

برای دیگر عبارت به شود. پرداخت ce هزینه e یال برای باید آنگاه گرفت، قرار استفاده مورد مسیرها در بار

تعمیم و فوق مطالب به توجه با نمی شود. پرداخت هزینه ای شده اند ظاهر مسیرها در بار r از کمتر که یال هایی

می خوانیم r-آسیب پذیر را یال یک می کنیم. تعریف زیر صورت به را r-آسیب پذیری مسئله ،MSE مسئله

باشد. شده استفاده مسیر k در rبار از بیش هرگاه

یال هر به که بگیرید نظر در را G = (V,E) جهت دار گراف آسیب پذیری١: حداقل مسئله .٣ - ١ - ١ مسئله

و s, t ∈ V مشخص راس دو همچنین است. شده داده اختصاص Ue ظرفیت و ce نامنفی هزینه یک e ∈ E

که کنید پیدا طوری t به s از مسیر k بگیرید. نظر در را باشد ٠ ≤ r < k که طوری به k و r صحیح عدد دو

.[٢٠] شود حداقل r-آسیب پذیر یال های هزینه مجموع

١The miminum vulerability problem



MSE مسئله به ١-آسیب پذیری مسئله آنگاه باشد، Ue = k و ce = ١ یال ها همه به ازای که صورتی در

است. (MECF ) کمینه یال -هزینه با جریان مسئله با برابر ٠-آسیب پذیری مسئله علاوه براین، می شود. تبدیل

مسیر تا k که است صورت این به بگیریم نظر در می توانیم آسیب پذیری حداقل مسئله برای که دیگر کاهش یک

با است برابر این که باشد، نداشته وجود جواب در (r > ٠) r-آسیب پذیری یال هیچ که کنید پیدا گونه ای به

چندجمله ای زمان در بیشینه جریان الگوریتم از استفاده با را آن می توانیم و مجزا مسیرهای شده شناخته مسئله

.[٨] کنیم حل

،k = ٣ و r = ١ با آسیب پذیری حداقل مسئله بگیرید. نظر در را ٣ - ١ شکل گراف مثال عنوان به

π١, π٢ شامل مسیرها و است ٢ برابر آن ١-آسیب پذیری یال های تعداد که به دست می آورد t به s از مسیر سه

عبارت به یا شده اند ظاهر مسیرها در یک بار از بیش e١٠ و e٢ یال های فقط مجموعه این در می باشند. π٣ و

s-مسیر − t سه می توان r = ٢ و k = ٣ برای علاوه براین هستند. ١-آسیب پذیر ،e١٠ و e٢ یال های دیگر

مسیر پنج می توان باشد، r = ٢ و k = ۵ اگر که حالی در ندارد، ٢-آسیب پذیری یال هیچ که به دست آورد

دارد.   وجود مسیرها مجموعه در e٧ و e٢ ٢-آسیب پذیر یال دو که به دست آورد t به s از π٣ و π١, π١, π٢, π٢
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π۶ = 〈e۲, e۶, e۵, e۴, e۱۰〉

e۸
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شده اند. مشخص π۶ تا π١ با که ،G گراف در −s-مسیر t شش  :٣ - ١ شکل
 

   

آسیب پذیری مسئله اولیه-دوگان الگوریتم ٣ - ٢

طوری به است، G جهت دار گراف در t راس به s راس از مسیر تا k کردن پیدا هدف r-آسیب پذیری، مسئله در

r-آسیب پذیر یال هر هزینه شود. حداقل شده اند استفاده مسیرها در بار r از بیش که یال هایی هزینه مجموع که
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برای را تقریبی الگوریتم یک بخش این در کند. عبور مسیر Ue از بیش نباید e یال از و می باشد ce گراف در

بدین الگوریتم خلاصه طور به می باشد. ⌊ k
r+١⌋ تقریب عامل دارای که می کنیم بیان r-آسیب پذیری مسئله

از یال ها از بعضی ظرفیت افزایش با سپس و می دهد قرار r را یال ها همه ظرفیت ابتدا می کند، عمل صورت

به برش کمینه اندازه که این تا می برد بین از را گراف در k از کمتر اندازه با s-برش های − t تمام ،Ue به r

مسیرها پایان در و می آورد دست به گراف روی از t به s از k اندازه با f جریان یک سپس برسد. k حداقل

می سازد. f جریان روی از را

در است. کمتر ⌈kr ⌉ از آن ها اندازه که است G گراف در −s-برش هایی t تمام S مجموعه کنید فرض

می کنیم. تعریف S مجموعه عنوان به را G در −s-برش ها t تمام مجموعه بود، r = ٠ اگر خاص حالت یک

دو به G گراف راس های مجموعه افراز با است برابر −s-برش t یک آمده، ١ - ٢ - ٣ تعریف در که همان طور

هزینه جمع ،t ∈ V − V ′ و s ∈ V ′ باشیم داشته t و s راس های برای که طوری به V − V ′ و V ′ مجموعه

می گویند. −s-برش t هزینه را V − V ′ به V ′ از عبوری یال های

r-آسیب پذیر، مسئله در جواب شدنی هر ازای به که می شود مشاهده ،S مجموعه تعریف گرفتن نظر در با

از منظور باشد. داشته وجود یال هایش مجموعه در r-آسیب پذیر یال یک حداقل باید C ∈ S برش هر

به یعنی بگیریم، نظر در را خلف فرض که صورتی در می باشد. G در t به s از مسیر k کردن پیدا جواب شدنی

(⌈kr ⌉ − ١)× r < k حداکثر آنگاه باشیم، نداشته r-آسیب پذیری یال هیچ ،C ∈ S برش یک حداقل ازای

که می دهد نتیجه این می شود، مقدار این با برابر حداکثر برش کمینه اندازه زیرا کند عبور C از می تواند مسیر

به عبارت دیگر  یا بودیم گرفته نظر در مسئله برای جواب شدنی یک که حالی در نیست، جواب شدنی جواب، این

دارد. وجود t به s از مسیر تا k ،G در بودیم کرده فرض

در به دست می آوریم. را مسئله با متناظر خطی برنامه ریزی مدل یک ابتدا تقریبی الگوریتم بیان برای

k در بار r از بیش e یال که صورتی در می گیریم، نظر در را xe بولی متغیر یک e یال هر ازای به G گراف

نظر در xe = ٠ درغیراین صورت و ،xe = ١ باشد)، آسیب پذیر e یال (به عبارت دیگر  باشد شده ظاهر مسیر

بدونه کران یال ها کنیم فرض که صورتی در می دهیم. نمایش Ue و ce با را یال هر ظرفیت و هزینه می گیریم.

بیان زیر صحیح عدد خطی برنامه ریزی یک صورت به را آن می توان باشد)، Ue = ∞ یال هر ازای (به هستند
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نمود:
min

∑
e∈E

cexe

s.t.
∑
e∈C

xe ≥ ١ ∀C ∈ S

xe ∈ {٠, ١} ∀e ∈ E

برش یک با متناظر قید هر و است آسیب پذیر یال های تعداد کاهش هدف فوق صحیح عدد برنامه ریزی در

باید آسیب پذیر یال یک حداقل C برش در که است معنی بدین
∑

e∈C xe ≥ ١ عبارت می باشد. C ∈ S

به را صحیح عدد برنامه ریزی می توان xe ≥ ٠ با xe ∈ {٠, ١} محدودیت های تعویض با باشد. داشته وجود

است: شده داده نمایش زیر در مسئله خطی برنامه ریزی مدل نمود. تبدیل خطی برنامه ریزی

min
∑
e∈E

cexe

s.t.
∑
e∈C

xe ≥ ١ ∀C ∈ S

xe ≥ ٠ ∀e ∈ E

متغیرهای yCها کنید فرض به دست آوریم. را فوق خطی برنامه ریزی مدل دوگان است لازم الگوریتم طراحی برای

یال برای که می کنیم عمل صورت بدین
∑

e∈C yC محاسبه برای باشند، دوگان خطی برنامه ریزی در تصمیم

جمع سری در را برش ها با متناظر yC سپس است، شده استفاده برش هایی چه در e که می کنیم نگاه ،e مشخص

.
∑

e∈C yC =
∑t

i=١ yCi آنگاه باشد، شده ظاهر C١, C٢, . . . , Ct برش های در e یال کنید فرض می زنیم.

max
∑
C∈S

yC

s.t.
∑
e∈C

yC ≤ ce ∀e ∈ E

yC ≥ ٠ ∀C ∈ S

است. شده داده نمایش ٣٬١ الگوریتم در به دست آمده، خطی برنامه ریزی دوگان از استفاده با که تقریبی الگوریتم

اولیه مسئله جواب نشدنی یک و y = ٠ دوگان جواب شدنی یک با که می کند عمل صورت بدین الگوریتم

طول در که یال هایی مجموعه می دهد. بهبود را جواب شدنی متوالی تکرارهای در سپس می کند. شروع R = ∅

برای ظرفیت ابتدا در می شوند. نگهداری R مجموعه در می شوند شناخته آسیب پذیر یال عنوان به الگوریتم

استفاده e یال از می تواند مسیر r حداکثر می کنیم مشخص به عبارت دیگر  می دهیم، قرار ue = r یال ها همه

تکرار هر در که صورت بدین می دهد، بهبود را جواب شدنی بار هر تکرار حلقه یک از استفاده با الگوریتم کند.

آنقدر را yC محدودیت با متناظر متغیرهای مقدار و به دست می آورد را k از کمتر اندازه با C −s-برش t یک

سپس برسد. خود حد بالاترین به e مثل یال ها از بعضی برای ،
∑

e∈C yC ≤ ce که زمانی تا می دهد افزایش
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قرار (e اولیه (ظرفیت Ue با برابر را e یال ظرفیت و می کنیم اضافه R آسیب پذیر یال های مجموعه به را e یال

می دهیم.

اولیه-دوگان الگوریتم :٣٬١ الگوریتم
k صحیح عدد و G جهت دار گراف ورودی:

t راس به s راس از k اندازه با f جریان خروجی:
y = ٠ ١
R = ∅ ٢

e ∈ E هر برای ٣
ue = r ۴

دارد وجود G در k از کمتر اندازه با C −s-برش t یک که زمانی تا ۵
شود

∑
e∈C yC = ce ،e یال برای تا بده افزایش را yC مقدار ۶

R = R ∪ {e} ٧
ue = Ue ٨

کن پیدا G گراف در k اندازه با f −s-جریان t یک ٩

برگردان را f ١٠

شده اند. حذف گراف از k از کوچک تر ظرفیت با −s-برش های t همه می کند، پیدا خاتمه تکرار حلقه که زمانی

از k اندازه با f جریان یک ،٣٬١ الگوریتم ٩ خط در سپس و می شود k حداقل G در برش کمینه اندازه بنابراین

برش کمینه اندازه چون ،(۵ - ١ - ٢ (قضیه بیشینه-برش کمینه جریان قضیه طبق به دست می آورد. G گراف روی

f جریان می توان نتیجه در می باشد. k حداقل نیز G در بیشینه جریان اندازه بنابراین است، k حداقل G در

جریان روی از می توان مسیر به جریان تجزیه قضیه براساس پایان در به دست آورد. G گراف در را k مقدار با

کرد. استخراج t به s از مسیر k ،f

و r = ١ با ٣ - ٢ شکل گراف برای را r-آسیب پذیری مسئله می خواهیم کنید فرض مثال عنوان به

برای بگیرید.   نظر در Ue = ∞ و ce = ١ ترتیب به را گراف یال هر ظرفیت و هزینه کنیم. حل k = ٣

شامل G گراف به دست آوریم. را است ⌈kr ⌉ = ٣ از کوچک تر که −s-برش هایی t تمام باید ابتدا مسئله حل

برش ها این از استفاده با است. شده داده نمایش ٣ - ٢ شکل در که است ٣ از کمتر اندازه با −s-برش t ،۵

می آید: به دست  زیر صورت به S مجموعه بنابراین می دهیم، تشکیل را S مجموعه

C١ = {e١, e٢}, C٢ = {e٢, e٣}, C٣ = {e٨, e۵}, C۴ = {e٨, e٧}, C۵ = {e٨, e٢}
S = {C١, C٢, C٣, C۴, C۵}

در و xe = ١ باشد آسیب پذیر e یال که صورتی در می کنیم. تعریف را xe بولی متغیر گراف در یال به ازای هر

آسیب پذیری مسئله با متناسب خطی برنامه ریزی مسئله است. xe = ٠ نباشد آسیب پذیر e یال که صورتی
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شده. مشخص k = ٣ از کمتر اندازه با برش های G گراف در :٣ - ٢ شکل
   

می دهیم. تشکیل زیر صورت به را G گراف در فوق

Z = min

٨∑
i=١

cixi

s.t. x١ + x٢ ≥ ١
x٢ + x٣ ≥ ١
x٢ + x٨ ≥ ١
x٧ + x٨ ≥ ١
x٨ + x۵ ≥ ١
xe ≥ ٠ ∀e ∈ E

است معنی بدین نتایج این می آید. به دست  Z = ٢ مقدار هدف تابع برای فوق، خطی برنامه ریزی کردن حل با

برای به عبارت دیگر  یا است، ٢ برابر r = ١ و k = ٣ برای G گراف در آسیب پذیری مسئله بهینه جواب که

آسیب پذیری مسئله در است. نیاز آسیب پذیر یال ٢ به حداقل ،G گراف در t به s از مسیر k = ٣ کردن پیدا

را جواب ها از یکی حداقل خطی برنامه ریزی حل با و باشد داشته وجود بهینه جواب چندین است ممکن

ادامه در دارد. نیاز آسیب پذیر یال دو به بهینه جواب هر r = ١ و k = ٣ برای ،G گراف در به دست می آوریم.

آن جواب و اجرا G گراف روی بر را ٣٬١ الگوریتم سپس و به دست می آوریم را فوق خطی برنامه ریزی دوگان
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می باشد. به صورت زیر  ٣ - ٢ شکل مسئله خطی، برنامه ریزی دوگان می کنیم. مقایسه بهینه جواب با را

max
۵∑

i=١

yCi

s.t. yC١ + yC٢ + yC۵ ≤ ١
yC٣ + yC۴ + yC۵ ≤ ١
yC١ ≤ ١
yC٢ ≤ ١
yC٣ ≤ ١
yC۴ ≤ ١
yCi ≥ ٠ i = ١, . . . , ۵

داده قرار R = ∅ و y = ٠ اول مرحله در r = ١ و k = ٣ با G گراف روی بر ٣٬١ الگوریتم اجرای با

آن اندازه که برش کمینه یک بار هر تکرار حلقه در سپس می دهیم. قرار r با برابر را e یال هر ظرفیت می شود

فرض دارد. ٢ اندازه با برش ۵ و ندارد ١ اندازه با برش ،G گراف می کنیم. پیدا را است k = ٣ از ∑کوچک تر
e١∈C١

yC١ = ce١ معادله ،e١ یال برای الگوریتم ۶ خط اجرای با شود، انتخاب C١ برش اول تکرار در کنید

در می کنیم. اضافه R مجموعه به را آن و می دهیم قرار ue١ = Ue١ را e١ یال ظرفیت بنابراین به دست می آید.

می شوند اضافه R مجموعه به e٨ و e٢ یال های نتیجه در شوند، انتخاب C۵ و C٣ برش های کنید فرض ادامه

برش کمینه اندازه ،C۵ و C٢ ،C١ برش های کردن پیدا با می دهیم. قرار U٨ و U٢ ترتیب به را آن ها ظرفیت و

برقرار دیگر تکرار حلقه شرط بنابراین می باشد، k = ٣ از بیش تر مقدار این و می رسد ∞ اندازه به گراف در

این برای کنیم. پیدا گراف در k = ٣ اندازه با جریان یک است لازم بعدی گام در می یابد. پایان حلقه و نیست

کرد.   پیدا f جریان روی از را مسیر k سپس و به دست آورد ٣ - ٣ شکل صورت به را f جریان می توان کار
  

  

s t

(fe, ue)

(۱,۱)

(۱,∞)

(۲,∞)

(۱,۱)

(۱,۱)

(۱,۱)

(۱,۱)

(۲,∞)

  

 

گراف. در ٣ اندازه با f جریان :٣ - ٣ شکل
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آسیب پذیر یال عنوان به را دارند قرار R = {e١, e٢, e٨} مجموعه در که یال هایی پایان در ٣٬١ الگوریتم

یال عنوان به یال ٣ ،٣٬١ الگوریتم جواب در می باشد. بهینه جواب از جواب تقریبی یک این می کند. گزارش

جواب در می باشد. ٢ برابر بهینه جواب در آسیب پذیر یال های تعداد که حالی در شده اند انتخاب آسیب پذیر

می شوند. انتخاب آسیب پذیر یال عنوان به e٨ و e٢ یال های بهینه

بهینه جواب هزینه OPT کنید فرض کنیم، محاسبه را الگوریتم تقریب عامل که داریم قصد ادامه در

مسئله در باشد. خطی برنامه یزی هدف تابع بهینه جواب ZLP کنید فرض و باشد آسیب پذیری حداقل مسئله

گرفته نظر در محدودیت این خطی برنامه ریزی در ولی گرفتیم، نظر در Ue ظرفیت یک یال ها برای بهینه سازی

برای جواب شدنی یک بهینه سازی مسئله برای جواب شدنی هر بنابراین .Ue = ∞ به عبارت دیگر است، نشده

. ZLP ≤ OPT بنابراین می باشد، نیز خطی برنامه ریزی

.APX ≤ ⌊ k
r+١⌋OPT آنگاه باشد، ٣٬١ الگوریتم توسط به دست آمده APXجواب اگر [٢٠] .٣ - ٢ - ١ قضیه

جریان که باشد یال هایی مجموعه T و باشد ٣٬١ الگوریتم توسط به دست آمده جواب APX کنید فرض اثبات.

است یال هایی مجموعه  R شده، تعریف قبلا که همان طور همچنین می کند. عبور آن ها از r از بیشتر اندازه با

است ممکن زیرا می باشد T ⊆ R که است واضح شده اند. شناخته آسیب پذیر یال عنوان به الگوریتم توسط که

در آسیب پذیر یال عنوان به و کند عبور آن ها از r مساوی کمتر جریان دارند، قرار R در که یال هایی از بعضی

نشوند. گرفته نظر

APX =
∑
e∈T

ce

=
∑
e∈T

∑
e∈C

yC

=
∑
C∈S

(yC × |{e ∈ T ∩ C}|)

≤ ⌊ k
r+١⌋

∑
C∈S

yC

≤ ⌊ k
r+١⌋ZLP

(٣ - ١)

معادله دومین در می کنیم، تعویض
∑

e∈C yC با ٣٬١ الگوریتم ۶ خط براساس را ce ،٣ - ١ معادله اولین در

هر ازای به دارند؛ قرار T در که یال هایی برای yC محاسبه جای به و می دهیم تغییر را شمارش ترتیب ٣ - ١

مثال در می کنیم. محاسبه (e ∈ T ∩C) هستند آسیب پذیر برش آن در که یال هایی برای را yC ،C ∈ S برش
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است: شده ظاهر برش ها در زیر صورت به e ∈ T یال هر و به دست آمد T = {e٢, e٨} مجموعه قبل

e٢ : C١ , C٢ , C۵
e٨ : C٣ , C۴ , C۵

به دست می آید: زیر صورت به APX مقدار مثال برای ،٣ - ١ معادله اولین به توجه با

APX = yC١ + yC٢ + yC٣ + yC۴ + ٢yC۵ .

است: زیر صورت به {e ∈ T ∩ C} مجموعه ،C ∈ S برش هر برای اگر طرفی از

C١ : {e٢}
C٢ : {e٢}
C٣ : {e٨}
C۴ : {e٨}
C۵ : {e٨, e٢}

به دست می آید: زیر صورت به APX مقدار مثال برای ،٣ - ١ معادله دومین به توجه با

APX = yC١ + yC٢ + yC٣ + yC۴ + ٢yC۵ .

یال ⌊ k
r+١⌋ حداکثر می تواند C برش هر که می کنیم استفاده واقعیت این از ،٣ - ١ نامعادله سومین در

یک از ابتدا در الگوریتم باشد. داشته می کند) عبور آن از r از بیشتر اندازه با جریان که (یالی آسیب پذیر

،(١ - ۴ - ١ (قضیه ضعیف دوگانگی قضیه طبق می کند، بهینه را آن سپس و می کند شروع y = ٠ جواب شدنی

جواب دارای نیز دیگری آنگاه باشند، بهینه جواب دارای دوگان یا اصلی مسائل از یکی اگر خطی برنامه ریزی در

بنابراین: ،ZLP ≤ OPT که دادیم نشان قبلا دیگر، طرف از برابرند. هم با جواب ها و است بهینه

APX ≤ ⌊ k

r + ١
⌋OPT.

می آورد. دست به آسیب پذیری مسئله برای ⌊ k
r+١⌋ فاکتور با جواب تقریبی ٣٬١ الگوریتم به عبارت دیگر 

تعداد n که است O(nm٢ log(n٢m)) مرتبه از G گراف روی بر ،٣٬١ الگوریتم اجرای زمان .٣ - ٢ - ٢ قضیه

می باشد. G یال های تعداد m و راس ها

-s−t یک یال هر ازای به است ممکن چون می شود تکرار بار m اندازه به حداکثر الگوریتم اصلی حلقه اثبات.

برش کمینه می توان به دست آوریم. G برای s-برش کمینه − t یک است لازم تکرار هر در باشیم داشته برش

۶٠



تکرار هر در یال k برای حداکثر ٣٬١ الگوریتم ۶ خط در .[٩] کرد محاسبه O(nm log(n٢m)) زمان در را

زمان در ٣٬١ الگوریتم بنابراین می شود، انجام O(k) = O(n) زمان در این که شود محاسبه باید yC مقدار

می شود. اجرا O(m(nm log(n٢m))) = O(nm٢ log(n٢m))

k ثابت مقادیر برای دقیق الگوریتم ٣ - ٣

r > ٠ هر برای آسیب پذیری مسئله آنگاه باشد، ثابت k مقدار که صورتی در می شود داده نشان بخش این در

۵ - ٣ بخش در وجود، این با دارد. وجود آن برای دقیق الگوریتم یک و می باشد حل قابل چندجمله ای زمان در

به ازای هر r-آسیب پذیری مسئله  همچنین و می باشد NP-سخت آسیب پذیری مسئله که می شود داده نشان

فرض  .NP ⊆ DTIME(nPolylog n) که این مگر نمی پذیرد، را  ٢log١−ϵ n تقریب r > ٠ به ازای هر و  ϵ > ٠ 

فرض ببیند، آسیب مسئله کلیت که این بدون باشد. G در −s-برش t یک C و جهت دار گراف یک G کنید

می توانیم درغیراین صورت چون دارد وجود t به v از مسیر یک و v به s از مسیر یک ،v راس هر برای که می کنیم

e = (u, v) ∈ C یال و C −s-برش t نمی شود. ظاهر −s-مسیری t هیچ در زیرا کنیم حذف را v راس

C یال  های از کدام هیچ از که طوری به باشد داشته وجود گراف در u به s از مسیری اگر بگیرید، نظر در را

هیچ از که طوری به باشد داشته وجود t به v از مسیر اگر و دارد قرار C از قبل e یال می گوییم نکند، استفاده

یک که کنید توجه ببنید). را ۴ - ٣ (شکل دارد قرار C از بعد e یال می گوییم نکند، استفاده C یال های از یک

راس ها مجموعه و است s-برش − t یک C زیرا باشد، داشته قرار C از بعد و قبل زمان هم نمی تواند یال

و قبل زمان هم بخواهد e یال اگر می باشد. t شامل دیگری و s شامل یکی که می کند تقسیم دسته دو به را

دو نیست. امکان پذیر این و دارند، قرار دسته یک در t و s که است معنی بدین این باشد، C برش از بعد

C٢ یال های جزء ویا باشد C٢ از قبل ،C١ یال هر که صورتی در بگیرید، نظر در را C٢ و C١ s-برش − t

از بعضی ادامه در می کنیم. استفاده ≼ عملگر از برش ها رابطه نمایش برای .C١ ≼ C٢ می نویسیم آنگاه باشد،

می شود.   بیان رابطه این خواص

.C١ = C٢ آنگاه C٢ ≼ C١ و C١ ≼ C٢ باشیم داشته ،C٢ و C١ −s-برش t دو برای اگر .٣ - ٣ - ١ قضیه

می تواند صورت دو به C٢ برش به نسبت e یال آنگاه باشد، نداشته قرار C٢ در e ∈ C١ یال کنید فرض اثبات.
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دارد. قرار C برش از بعد e′ یال و C برش از قبل e یال :۴ - ٣ شکل
   

فرض با آنگاه باشد C٢ از قبل e که صورتی در دارد. قرار آن از بعد ویا است C٢ از قبل یا e یال باشد.

بنابراین است، تناقض در C٢ ≼ C١ فرض با باشد C٢ از بعد e اگر همچنین است. تناقض در C١ ≼ C٢

بنابراین کرد، استفاده مشابه روش از می توان باشد C١ در باید C٢ یال هر اینکه اثبات برای می باشد. e ∈ C٢

هستند. برابر هم با C٢ و C١ برش دو

.C١ ≼ C٣ آنگاه C٢ ≼ C٣ و C١ ≼ C٢ باشیم داشته −s-برش t سه برای اگر .٣ - ٣ - ٢ قضیه

حالت در است. C٢ یال های جزء یا و دارد قرار C٢ از قبل e ∈ C١ یال هر C١ ≼ C٢ فرض اساس بر اثبات.

دوم حالت در دارد. قرار نیز C٣ از قبل e بنابراین C٢ ≼ C٣ داریم فرض طبق باشد C٢ از قبل e اگر اول

یال های همه نتیجه در می باشد. C٣ از قبل اینکه یا و دارد قرار C٣ در یا e بنابراین است، C٢ ≼ C٣ چون

.C١ ≼ C٣ و دارند قرار C٣ از قبل C١

می خوانیم، مطلوب را u : E ⇒ Z ظرفیت تابع بگیرید. نظر در را r-آسیب پذیری حداقل مسئله یک

u(e) ≤ Ue ،e ∈ E یال های همه ازای به که طوری به باشد داشته وجود k مقدار با f −s-جریان t یک اگر

از کدام هر ظرفیت اگر که صورتی در می نامیم کمینه را مطلوب ظرفیت تابع یک باشد. f(e) ≤ u(e) و

را f جریان نمی توان به عبارت دیگر  یا می شود نامطلوب u تابع دهیم، کاهش را است u(e) > r که یال هایی

مقدار با جریان دارای Ue یال های ظرفیت با اولیه مسئله که است این بر ما فرض که کنید دقت به دست آورد.

ظرفیت تابع به ازای هر می دهیم نشان ادامه در ندارد. جواب شدنی مسئله درغیراین صورت می باشد، k حداقل

از است، i < j که Cj و Ci برش دو هر که طوری به دارند وجود k ظرفیت با برش ها از دنباله ای ،u کمینه
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دارد. وجود برش ها این از یکی حداقل در r-آسیب پذیر یال هر و است Ci ≼ Cj شوند انتخاب دنباله این

C١ ≼ · · · ≼ Cγ دنباله یک می توان آنگاه بگیرید، نظر در را u کمینه ظرفیت تابع اگر [٢٠] .٣ - ٣ - ٣ قضیه

با e ∈ E یال هر و
∑

e∈Ci
u(e) = k ،١ ≤ i ≤ γ ازای به که طوری به کرد، پیدا را s-برش ها − t از

دارد. قرار برش ها از یکی حداقل در u(e) > r

طوری به باشد داشته وجود C −s-برش t یک باید ،u(e) > r با e ∈ E یال به ازای هر فرض طبق اثبات.

مجموعه از که C١ برش کنید فرض است. مطلوب ظرفیت تابع u چون ،
∑

e′∈C u(e′) = k و e ∈ C که

به اگر آمده اند. وجود به می شوند، وارد t به که یال هایی مجموعه از C٢ برش و می شوند خارج s از که یال هایی

دارا را قضیه شرایط C١ ≼ C٢ دنباله آنگاه ،e ∈ C١ ∪ C٢ باشیم داشته است، u(e) > r که e یال هر ازای

کنیم. پیدا را نظر مورد دنباله توانسته ایم و می باشد

کنید فرض باشد. نداشته قرار C١ ∪ C٢ مجموعه در u(e) > r با e یال که بگیرد نظر در را حالتی

می باشد. k ظرفیت دارای C کمینه تابع تعریف به توجه با و است e شامل که باشد G گراف از برش یک C

t′ جدید راس یک سپس و می سازیم دارند قرار C از بعد که یال هایی حذف با ،G گراف روی از را G١ گراف

گراف روی از را G٢ مشابه طور به می کنیم. وصل t′ به را C برش یال های همه سر و می کنیم اضافه G١ به

دم و می کنیم اضافه G٢ به s′ جدید راس یک سپس و می سازیم دارند قرار C از قبل که یال هایی حذف با G

ببنید). را ۵ - ٣ (شکل می کنیم وصل s′ به را C برش یال های همه

مسیر یک و G١ در t′ به s از مسیر یک می شود، شکسته مسیر دو به G در −s-مسیر t هر کار این با   
  

 

 G۱
G۲

G

G′
۱

G′
۱

G′
۲

G′
۲

s t t′ s′s t

e۱
e۲

e۱
e۲

e۱
e۲

e|C|
e|C|e|C|

 
 

 

می شود. تقسیم G٢ و G١ گراف دو به C −s-برش t یک با G گراف :۵ - ٣ شکل
   

برش های با C که آنجایی از می شود. تقسیم G٢ و G١ در زیرمسئله دو به مسئله بنابراین .G٢ در t به s′ از
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روند این بنابراین است، |V (G)| از کوچک تر اکیدا |V (G٢)| و |V (G١)| طرفی از و نیست برابر C٢ و C١

C بنابراین است، شده استفاده G٢ و G١ گراف دو هر در C برش یال های چون می باشد. پایان پذیر بازگشتی

با برابر ترتیب به G٢ و G١ در برش ها دنباله ی کنید فرض دارد. قرار G٢ و G١ زیرمسئله های دنباله دو هر در

ترکیب با است. دنباله برش اولین G٢ در و برش آخرین G١ در C باشد، C ≼ · · · ≼ Cγ و C١ ≼ · · · ≼ C

به دست آورد. G برای C١ ≼ · · · ≼ C ≼ · · · ≼ Cγ صورت به برش ها از دنباله ای می توان دنباله ها

زمان در را r-آسیب پذیری حداقل مسئله می توان باشد، ثابت k مقدار که صورتی در [٢٠] .۴ - ٣ - ٣ قضیه

نمود. حل r > ٠ هر برای چندجمله ای

−s-برش t یک C که می کنیم تعریف حالت١ یک را (C, θ) جفت بگیرد، نظر در را C −s-برش t اثبات.

باشد: زیر صورت به |C|-تایی متغیر یک θ و باشد یال k حداکثر با

θ = (θe١ , θe٢ , . . . , θe|C|)

باشد.
∑

e∈E θe = k و θe ≤ Ue e؛ ∈ E به ازای هر که طوری به

مطلوب C برای f جریان می گوییم می دهیم. نشان f s-جریان − t با را t به s از مسیر k مجموعه

باشد. f(e) ≤ Ue ،e ∈ E\C یال های همه ازای به و f(e) ≤ θe ،e ∈ C یال های همه برای اگر است

داده ایم. کاهش می شود، مشخص θ توسط که جدیدی مقادیر به را C برشی یال های ظرفیت ما به عبارت دیگر 

است، برابر f(e) با θe مقدار e ∈ C یال های همه برای بنابراین ،
∑

e∈C θe = k که بودیم کرده فرض قبلا

f جریان اندازه که آنجایی از باشد. داشته وجود f(e) ≤ θe با e ∈ C یال یک حداقل باید صورت در غیر این

داشته وجود f(e′) > θe′ با e′ ∈ C مثل دیگری یال حداقل باید نتیجه در است،
∑

e∈C θe = k و k با برابر

و C ≼ C ′ که طوری به باشند مجزا s-برش − t دو C ′ و C کنید فرض نیست. پذیر امکان این و باشد

یال های برای که طوری به است، شده داده اختصاص C ′ و C برش های به ترتیب به θ′ و θ چندتایی متغیرهای

s−t-مسیر تا k مجموعه  اگر می خوانیم (C, θ) از بعد اکیدا را (C ′, θ′) حالت باشد. θe = θ′e ،e ∈ C∩C ′

بین r-آسیب پذیری یال هیچ و باشد مناسب آن ها دو هر برای که باشد داشته وجود (C ′, θ′) و (C, θ) برای

باشد. نداشته وجود (C ′ از قبل و C از (بعد C ′ و C

١State
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زیر صورت به را w(e) ظرفیت تابع دارد، قرار (C, θ) از بعد اکیدا (C ′, θ′) اینکه کردن چک برای

می کنیم: تعریف

w(e) =


θe e ∈ C اگر
θ′e e ∈ C اگر′
min(Ue, r) دارد قرار C و C ′ بین e اگر
Ue درغیراین صورت

قرار (C, θ) از بعد اکیدا (C ′, θ′) اگر فقط و اگر است، k دقیقا w ظرفیت تابع با G گراف در بیشینه جریان

قرار C از بعد یا C در که آسیب پذیر یال های هزینه مجموع بگیرید، نظر در را (C, θ) حالت باشد. داشته

جواب چندین است ممکن که آنجایی از می کنیم. تعریف (C, θ) حالت برای جواب یک عنوان به را دارند

جواب عنوان به را است، کمینه آن آسیب پذیر یال های هزینه مجموع که جوابی باشد، داشته وجود (C, θ) برای

حالت این در باشد، نداشته قرار C برش از بعد r-آسیب پذیری یال هیچ که زمانی می گیریم. نظر در (C, θ)

حالت یک را حالت این است، C برش r-آسیب پذیر یال های هزینه مجموع با برابر (C, θ) برای جواب

می خوانیم. پایانی١

(C, θ) هزینه کردن پیدا الگوریتم :٣٬٢ الگوریتم
|θ|-تایی متغیر یک θ ، −s-برش t یک C که ،(C, θ) حالت ورودی:

(C, θ) حالت برای دقیق جواب خروجی:
costC =

∑
e∈C,θ>r ce ١

آنگاه است پایانی حالت یک (C, θ) اگر ٢
برگردان را costC ٣

ans = ∞ ۴
دارد قرار (C, θ) از بعد اکیدا که (C ′, θ′) حالت هر برای ۵

بده قرار costC′ در و کن محاسبه را (C ′, θ′) جواب ٣٬٢ الگوریتم از استفاده با ۶

ans = min{ans, costC′ + costC\C′} ٧

برگردان را ans ٨

که حالت هایی اساس بر و بازگشتی صورت به کار این و می کند محاسبه را (C, θ) حالت جواب ،٣٬٢ الگوریتم

(C, θ) از بعد اکیدا که (C ′, θ′) حالت های همه ابتدا الگوریتم می شود. انجام دارند قرار (C, θ) از بعد اکیدا

اضافه هزینه و می کند حل (C ′, θ′) برای بازگشتی صورت به را مسئله سپس و می کند پیدا را دارند قرار

costC\C′ می کند. انتخاب (C, θ) جواب عنوان به را مقدار کم ترین سپس و می کند اضافه آن به را costC\C′

برای costC\C′ هزینه ،(e ∈ C\C ′) ندارند قرار C ′ در که است C آسیب پذیر یال های هزینه مجموع با برابر

افزایش costC\C′ اندازه باشد، کمتر C ′ و C در مشابه یال های تعداد چه هر و است متفاوت C ′ برش هر
١Final state
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می یابد.

محاسبه کردیم، اشاره قبلا که همان طور راحتی به می توان را جواب است پایانی حالت یک (C, θ) وقتی

حالت این با ابتدا را ٣٬٢ الگوریتم تا کنیم، تعریف (C, θ) اولیه حالت یک باید بهینه جواب محاسبه برای کرد.

باشد داشته وجود (C, θ) برای مطلوب جریان یک اگر می خوانیم اولیه حالت یک را (C, θ) کنیم. فراخوانی

بهینه جواب محاسبه برای باشد. نداشته قرار C از قبل مجموعه این در r-آسیب پذیری یال هیچ که طوری به

بین از سپس و می کنیم محاسبه را آن با متناظر جواب ،(C, θ) اولیه حالت به ازای هر r-آسیب پذیری مسئله

روند این ،٣٬٣ الگوریتم می کنیم. گزارش بهینه جواب عنوان به دارد را مقدار کم ترین که جوابی جواب ها، تمام

می دهد. نمایش را

بهینه هزینه کردن پیدا الگوریتم :٣٬٣ الگوریتم
k ثابت عدد و G جهت دار گراف ورودی:

آسیب پذیری حداقل مسئله برای دقیق جواب یک خروجی:
ans = ∞ ١

(C, θ) اولیه حالت هر برای ٢
بده قرار costC در و کن محاسبه را (C, θ) مقدار ٣٬٢ الگوریتم از استفاده با ٣

ans = min{ans, costC} ۴

برگردان را ans ۵

الگوریتم توسط آمده دست به راه حل های میان در بهینه جواب که دهیم نشان باید الگوریتم، درستی اثبات برای

تابع بگیرید، نظر در را بهینه جواب با متناظر k اندازه با f جریان ،OPT بهینه جواب یک برای دارد. وجود

می کنیم: تعریف زیر شکل به را u ظرفیت

u(e) = max{١, f(e)} ∀e ∈ E.

که یال هایی از یکی ظرفیت می توان درغیراین صورت زیرا است، کمینه ظرفیت تابع یک u که است واضح

آسیب پذیر یال کمتری تعداد با و k اندازه با f ′ s-جریان − t یک و داد کاهش را است u(e) > r

است. تناقض در OPT بودن بهینه با این که به دست آورد،

که طوری به دارد وجود s-برش ها − t از C١ ≼ · · · ≼ Cγ دنباله یک ٣ - ٣ - ٣ قضیه به توجه با

قرار برش γ از یکی حداقل در u(e) > r با e ∈ E یال هر و
∑

e∈Ci
u(e) = k ،١ ≤ i ≤ γ به ازای هر

در r-آسیب پذیر یال هر که آنجایی از باشد. θ = u و Ci ≤ Ci+١ ،١ ≤ i ≤ γ به ازای کنید فرض دارد.
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برای θ طرفی از و ندارد وجود r-آسیب پذیری یال هیچ Ci+١ و Ci بین دارد، قرار برش ها از یکی حداقل

قرار (Ci+١, θ) حالت از بعد اکیدا (Ci, θ) حالت ،١ ≤ i < γ هر برای بنابراین است. مطلوب Ci+١ و Ci

ندارد، قرار C١ از قبل r-آسیب پذیری یال هیچ که آنجایی از است. θe = f(e) ،e ∈ E یال هر برای و دارد

نتیجه در ندارد، قرار Cγ از بعد r-آسیب پذیری یال هیچ طرفی از و است اولیه حالت یک (C١, θ) نتیجه در

الگوریتم توسط (C١, θ) اولیه حالت و θ ظرفیت تابع با برش ها دنباله ی تمام است. پایانی حالت یک (Cγ , θ)

است. بهینه ٣٬٣ الگوریتم توسط شده برگردانده جواب بنابراین شده اند. بررسی ٣٬٣

با متناظر یال، k حداکثر اندازه با برش یک به دست می آوریم؛ را ٣٬٣ الگوریتم اجرای زمان ادامه در

اندازه که برش هایی تعداد بنابراین است. E یال های مجموعه از ،k حداکثر اندازه با زیرمجموعه یک انتخاب

تعداد کران بالای (C, θ) حالت برای علاوه براین .m = |E| که است O(mk) با برابر باشد k حداکثر آنها

می توان که مواردی تعداد با است برابر باشد، حالت یک (C, θ) که طوری به ،C برش برای θ انتخاب های

باشد
∑

e∈C θe = k که طوری به داد نسبت نامنفی و صحیح عدد یک θ = (θ١, . . . , θ|C|) متغیرهای به

حالت های کل تعداد بنابراین می باشد. O((k + ١)k) = O(١) از حداکثر C برای θ انتخاب های تعداد و

است. O(mk) از (C, θ)

یک C که کنیم بررسی O(n٣) زمان در می توانیم ما بگیرید، نظر در را یال ها شامل C زیرمجموعه یک

مطلوب C برای θ آیا که کنیم بررسی O(k) = O(١) زمان در می توانیم همچنین خیر. یا است s-برش − t

حالت یک که این بررسی و است پایانی) (یا اولیه حالت حالت، یک که این بررسی علاوه براین خیر، یا است

زمان O(n٣) حالت هر برای بنابراین است. انجام قابل O(n٣) زمان در دارد قرار دیگر حالت از بعد اکیدا

است. لازم

را حالت هر جواب که صورت بدین می شود، استفاده پویا١ برنامه ریزی از الگوریتم پیاده سازی برای

هر جواب محاسبه برای نباشد. آن چندباره محاسبه به نیاز تا می شود ذخیره درجایی و به دست می آید یک بار

از حالت ها کل تعداد چون دارد. نیاز O(mkn٣) زمان به ٣٬٣ الگوریتم از استفاده با (C, θ) اولیه حالت

اندازه با برش های فقط که صورتی در می باشد. O(m٢kn٣) از ٣٬٣ الگوریتم کل زمان بنابراین است O(mk)

می یابد. کاهش O(m٢(k−١)n٣) به الگوریتم زمان کنیم، انتخاب را k از کمتر

١Dynamic programming
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MSE مسئله برای زیرخطی عامل با تقریبی الگوریتم ۴ - ٣

اگر که آنجایی از کردیم. مطرح r-آسیب پذیری مسئله برای ⌋-تقریبی k
r+1⌋ الگوریتم یک ٣ - ٢ بخش در

نیز ⌊k2⌋-تقریبی الگوریتم یک بنابراین می شود، MSE مسئله به تبدیل r-آسیب پذیری مسئله باشد، r = ١

است. به دست آمده MSE مسئله برای

یا دو مسیر یک است ممکن نتیجه در نداریم، انتخابی مسیرهای روی قیدی هیچ MSE مسئله در

شوند هم به شبیه مسیرها اینکه احتمال باشد، بیشتر k مقدار چه هر شود. ظاهر مسیرها مجموعه در چندبار

با برابر راه حل، −s-مسیر t تا k باشد، k > |E| اگر شد ثابت ٢ - ۵ - ٢ قضیه در که جایی تا می یابد، افزایش

٣٬١ الگوریتم از استفاده با ابتدا کردیم: استفاده ایده این از ما ٣٬۴ الگوریتم در می شود. −s-مسیر t کوتاه ترین

خروجی اشتراکی یال های تعداد که صورتی در و به دست می آوریم ⌊k2⌋-تقریبی جواب یک MSE مسئله برای

s-مسیر − t کوتاه ترین با را مسیرها همه باشد، s-مسیر − t کوتاه ترین یال های تعداد از بیشتر الگوریتم

شود. زیرخطی ٣٬۴ الگوریتم اجرا زمان می شود باعث ایده این که می دهیم نشان و می کنیم جابجا

زیرخطی تقریبی الگوریتم :٣٬۴ الگوریتم
k صحیح عدد و G جهت دار گراف ورودی:

یال اشتراکی حداقل مسئله برای تقریبی جواب یک خروجی:
یال اشتراکی w با ٣٬١ الگوریتم خروجی P١ کنید فرض ١

باشد. یال ℓ با −s-مسیر t کوتاه ترین P٢ کنید فرض ٢

آنگاه w < ℓ اگر ٣
برگردان را P١ ۴

درغیراینصورت ۵
برگردان را P٢ ۶

(یال هایی یال تعداد کم ترین از که طوری به باشد MSE مسئله بهینه مسیر مجموعه یک P ∗ کنید فرض

تعداد m∗ و آمده وجود به P ∗ از که باشد گرافی D کنید فرض باشد. کرده استفاده دارند) مثبت جریان که

کند تغییر مسئله کلیت اینکه بدون می دهیم. نمایش OPT با را بهینه جواب یال های تعداد باشد. D یال های

باشد. OPT ̸= ٠ کنید فرض

است. بدون دور جهت دار گراف یک ،D گراف .١ - ۴ - ٣ لم
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که جریانی کم ترین مقدار به را دارد، قرار دور در که یالی هر ظرفیت باشد. داشته دور D که کنید فرض اثبات.

یا می شود صفر یال ها این از یکی حداقل روی جریان کار این با می دهیم. کاهش دارد قرار دور یال های روی

این و کند پیدا افزایش اشتراکی یال های تعداد اینکه بدون می شود کم D یال های تعداد از یکی به عبارت دیگر 

است. تناقض در D یال های بودن کمینه با

.kℓ−m∗

k ≤ OPT آنگاه باشد، −s-مسیر t کوتاه ترین طول ℓ اگر [٢٠] .٢ - ۴ - ٣ لم

داریم: دراین صورت باشد. D در k مقدار با −s-جریان t یک f کنید فرض اثبات.

∑
e∈E

f(e)>١

١ ≤
∑
e∈E

max{٠, f(e)− ١}.

اشتراکی یال های تعداد برای بالایی کران راست سمت می دهد نمایش را اشتراکی یال های تعداد چپ سمت

داریم: بنابراین شود، ظاهر مسیر k در می تواند حداکثر اشتراکی یال هر دیگر، طرف از است.

∑
e∈E

min{٠, f(e)− ١} ≤ k OPT.

تغییر را فوق نامعادله چپ سمت شمارش نحوه ما ندارد. صفر جریان با یالی نتیجه در است، کمینه D چون

ابتدا بزنیم، جمع سری در را آن بعد و کنیم کم جریان واحد یک ابتدا یال هر از اینکه جای به یعنی می دهیم.

می کنیم. کم مجموع از D یال های تعداد به سپس و می کنیم جمع هم با را یال ها همه روی جریان

∑
e∈E

max{٠, f(e)− ١} ≥
∑
e∈E

f(e)−m∗.

تعداد بنابراین است. ℓ حداقل s-مسیر − t هر طول می باشد. D یال های تعداد m∗ قبل، تعریف طبق

داریم: فوق نامعادله های ترکیب با می باشد. kℓ حداقل می شوند، استفاده مسیر k در که یال هایی

kℓ−m∗ ≤
∑
e∈E

f(e)−m∗ ≤ k OPT.

برای که طوری به باشد راس n با بدون دور جهت دار گراف یک G = (V,E) کنید فرض [٢٠] .٣ - ۴ - ٣ لم

O(kn
√
n+k٢) دارای G آنگاه است. برابر هم با آن ها خروجی درجه و ورودی درجه راس، k بجز راس ها، همه

می باشد. یال
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به می کنیم تقسیم ti و si راس دو به را vi راس باشد، outdeg(vi) ̸= indeg(vi) که vi راس هر برای اثبات.

و indege(ti) = indeg(vi) ،outdeg(si) = outdeg(vi) که صورت این

tiها و siها همه شامل مجموعه هایی ترتیب به T و S کنید فرض .indeg(si) = outdeg(ti) = ٠

بدون وزن و جهت دار G گراف که آنجایی از می دهد. نمایش را تبدیل این از مثال یک ۶ - ٣ شکل باشند.

توپولوژیکی صورت به را V \(S, T ) راس های دارد. وجود آن برای توپولوژیکی ترتیب یک بنابراین است،

می کنیم تقسیم n√-تایی دسته های صورت به کرده ایم مرتب که ترتیب همان به را راس ها سپس می کنیم. مرتب

این از یکی جزء یال هر و می شوند تبدیل دسته چهار به G گراف یال های کار، این با ببنید). را ٣ - ٧ (شکل

انتهایی راس  دو که یال هایی (٣ میانی، دسته های به S از یال هایی (٢ ،T به S از یال هایی (١ است: دسته ها

میانی دسته هر در دارد. قرار میانی دسته هر داخل در که یال هایی (۴ و دارد قرار میانی دسته های در آن ها

دارد.  وجود یال n√n حداکثر میان دسته های در نتیجه در و دارد وجود یال n حداکثر
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۲
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۵
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.G بدون دور و جهت دار گراف برای ٣ - ۴ - ٣ لم در شده بیان تبدیل از مثال یک :۶ - ٣ شکل
 

از را G′ گراف به دست می آوریم. دارند، قرار دسته ها بین که یال هایی تعداد برای بالایی کران ادامه در

S′ راس دو ،T و S دسته جای به و v′i راس یک ،i دسته جای به که می سازیم صورت بدین G گراف روی

با متناظر داشت وجود G در یال یک (ti)si راس و i دسته بین که صورتی در می کنیم. اضافه G′ در T ′ و

چندتایی یال های است ممکن کار این با می کنیم، اضافه G′ در (T ′)S′ راس و (v′j)v′iراس بین یال یک آن

تبدیل (v′i+١, v
′
j) و (v′i, v

′
i+١) یال دو به را j > i + ١ که e′ = (v′i, v

′
j) یال هر سپس آید. وجود به نیز

درآیند. (v′i, v′i+١) فرمت به یال ها تمام تا می دهیم ادامه آنقدر را روند این و می کنیم،

می شود، کم واحد یک j و i بین فاصله است، j > i + ١ که e′ = (v′i, v
′
j) یال برای مرحله هر در
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هر درجه G′ در کار این با می شود. G′ یال های تعداد افزایش به منجر و است پذیر پایان روند این بنابراین

دارند، وجود v′i راس به S′ راس از که یال هایی تعداد علاوه به v′i−١ راس خروجی درجه با است برابر v′i راس

بنابراین می شود. n|S| حداکثر v′√
n

خروجی درجه که داد نشان می توان می باشد. |S|√n حداکثر تعداد این که

با: می شود برابر آن ها تعداد حداکثر کنیم، محاسبه را دارد وجود T به S از که یال هایی تعداد می توانیم

O(|S|n
√
n+ |S| × |T |) = O(kn

√
n+ k٢).
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کردیم. تقسیم دسته چهار را G گراف یال های ،٣ - ۴ - ٣ قضیه اثبات :٣ - ٧ شکل
 

حداقل مسئله برای ،O(min(n
٣
۴ ,m

١
٢ )) تقریب عامل با الگوریتم یک ٣٬۴ الگوریتم [٢٠] .۴ - ۴ - ٣ قضیه

است. (MSE) یال اشتراکی

الگوریتم بنابراین باشد. مسیر کوتاه ترین طریق از به دست آمده تقریب عامل ،α = ℓ
OPT کنید فرض اثبات.

به الگوریتم تقریب عامل برای کران بالا دو ما است. min{k, α} ≤ min{⌊k٢⌋, α} تقریب عامل دارای ،٣٬۴

می کنیم. انتخاب الگوریتم تقریب عامل عنوان به را کم ترین آن ها بین از و دست می آوریم به n ٣
۴ ،m ١

٢ صورت

می گیریم: نظر در حالت دو O(m
١
٢ ) عامل محاسبه برای

داریم: ٢ - ۴ - ٣ لم اساس بر ،kl ≥ ٢m∗ کنید فرض اول: حالت

α ≤ kℓ

kℓ−m∗ ≤ ٢m∗

٢m∗ −m∗ = ٢
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می باشد. min{k, α} ≤ ٢ نتیجه در

باشد، kℓ < ٢m∗ کنید فرض دوم: حالت

kα ≤ kαOPT = kℓ < ٢m∗ ≤ ٢m

.max(min{k, α}) <
√

٢m دیگر عبارت به می باشد min{k, α} <
√

٢m حالت این در بنابراین

دوم کران بالای به دست آوردن برای به دست آوردیم. تقریب عامل اول کران بالای برای را O(
√
m) نتیجه در

توضیح ۴ - ٣ بخش در را آن ساخت نحوه قبلا که باشد بدون دوری و جهت دار گراف ،D کنید فرض ،O(n
٣
۴ )

راس های همچنین و هستند، اشتراکی یال های انتهایی، راس که راس هایی بجز ،D راس های همه داده ایم.

با برابر D یال های تعداد حداکثر ٣ - ۴ - ٣ لم طبق بر هستند. یکسان خروجی و ورودی درجه دارای t و s

است. O(n
√
nOPT +OPT ٢)

MSE مسئله برای n√-تقریبی جواب یک مسیر کوتاه ترین دراین صورت باشد، OPT ≥
√
n اگر

کران دار O(n
√
nOPT ) با m∗ زیر نتایج اساس بر آنگاه باشد OPT <

√
n اگر .ℓ ≤ n زیرا است،

می شود.
kℓ < ٢m∗ < cn

√
nOPT ⇒ kαOPT < cn

√
nOPT

⇒ kα < cn٣/٢

⇒ min{k, α} <
√
cn٣/٢.

بنابراین .min{k, α} = O(min{n
٣
۴ ,m

١
٢ ) داریم قبل حالت های در آمده دست به نتایج ترکیب با

به دست می آورد. MSE مسئله برای O(min{n
٣
۴ ,m

١
٢ }) تقریب عامل با جواب هایی ٣٬۴ الگوریتم

راس های درجه که گراف هایی و مسطح گراف های قبیل از است، m = O(n) که گراف هایی در .۵ - ۴ - ٣ نتیجه

یابد. بهبود O(
√
n) به می تواند ٣٬۴ الگوریتم تقریب عامل است، محدود گراف

آسیب پذیری حداقل مسئله پذیری تقریب عدم ۵ - ٣

الگوریتم نمی توان باشد یکسان هزینه ها وقتی MECF مسئله در که کردند ثابت [٧] در همکاران و ایون

بخش در  .NP ⊆ DTIME(nPolylog n) اینکه مگر کرد پیدا ،ϵ > ٠ هر برای ٢log١−ϵ n عامل با تقریبی

برای که شد داده نشان و به دست آمد MSE برای را مشابهی نتایج و کردیم استفاده MECF مسئله از ۵ - ٢
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نمونه یک MSE مسئله کرد. پیدا ،ϵ > ٠ هر برای ٢log١−ϵ n عامل با تقریبی الگوریتم یک نمی توان MSE

r-آسیب پذیر مسئله برای تقریب پذیری عدم مشابه استدلال یک از استفاده با است. r-آسیب پذیری مسئله از

می دهیم. نشان را ،r > ٠ هر ازای به

را  ٢log١−ϵ n تقریب r > ٠ به ازای هر و  ϵ > به ازای هر ٠ r-آسیب پذیری مسئله  [٢٠] .١ - ۵ - ٣ قضیه

 . NP ⊆ DTIME(nPolylog n) که این مگر نمی پذیرد،

کاهش r-آسیب پذیر مسئله به را MSE مسئله و می کنیم استفاده MSE مسئله از قضیه اثبات برای اثبات.

مشخص مقدار یک برای .k ≤ |E| که باشد MSE مسئله از نمونه یک (G, k) کنید فرض می دهیم.

دهید قرار می دهیم. کاهش r-آسیب پذیری حداقل مسئله از (G′, k′) نمونه یک به را (G, k) ما ،r > ١

در می نامیم. u-زنجیر١ را دارد u ظرفیت یال هر که طوری به ٢ طول به مسیرهایی .k′ = k+(r−١)×|E|

،(x, y) ∈ E یال به ازای هر سپس می کنیم، اضافه را t′ و s′ راس های ابتدا می سازیم: صورت بدین را G′ ادامه

به xy از یال یک سپس می گوییم. نیز میانی٢ راس xy راس به می کنیم. اضافه G′ به را xy جدید راس یک

یک ،(x, y) ∈ E یال به ازای هر آن بر علاوه می کنیم. اضافه xy به x از 1-زنجیر تا k و +∞ ظرفیت با y

تا k پایان در .(٣ - ٨ (شکل می کنیم اضافه t′ به y از r)-زنجیر − 1) یک و xy به s′ از r)-زنجیر − 1)

می کنیم. اضافه t′ به t از ١-زنجیر تا k و s′ به s از ١-زنجیر

حداقل مسئله برای بهینه جواب یک (G, k) در MSE برای بهینه جواب هر که می کنیم ثابت ادامه در

بالعکس. و است (G′, k′) در r-آسیب پذیری

 

معادل مجموعه یک ما باشد. G در اشتراکی یال µ با −s-مسیر t تا k از مجموعه ای P کنید فرض

r − ١ ،G در (x, y) یال هر برای می کنیم. پیدا آسیب پذیر یال تا r با G′ در t′ به s′ از مسیر تا k′ شامل Q

،xy به s′ از r-تایی − ١ زنجیر اول بخش است: بخش سه شامل مسیرها می آوریم. دست به G′ در مسیر

از مسیر تا k سپس می باشند. t′ به y از −r-تایی ١ زنجیر شامل سوم بخش و (xy, y) یال شامل دوم بخش

زنجیره های شامل مسیر تا k اول بخش می باشند. بخش سه شامل نیز مسیرها این می گیریم. نظر در t′ به s′

انتخاب دارند قرار P در که مسیرهایی با مشابه که است t به s از مسیر k شامل دوم بخش ،s′ به s از ١-تایی
١u-Chain
٢Mid vertex
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r)-زنجیر − ۱)

r)-زنجیر − ۱)

۱-زنجیر

۱-زنجیر

۱-زنجیر

xy

  
 

(x, y) یال هر یکسان. یال های هزینه با r-آسیب پذیری حداقل مسئله به MSE مسئله کاهش :٣ - ٨ شکل
می شود. جابجا (xy, y) یال و xy به x از ١-زنجیر kتا با G در

    

y به x از مسیر یک آنگاه باشد، شده ظاهر P مسیرهای  در (x, y) یال که صورتی در به عبارت دیگر  می شوند.

است. t′ به t از مسیر k شامل مسیر سوم بخش و می گیریم نظر در (xy, y) یال و xy به x از زنجیر یک شامل

r-آسیب پذیر یال های مورد در می کنیم. پیدا G′ در t′ به s′ از مسیر k′ = (r+ ١)× |E|+ k ما کار این با

باشند، r-آسیب پذیر می توانند می شوند خارج میانی راس های از که یال هایی فقط که می کنیم مشاهده ،G′ در

r از بیش و دارند +∞ ظرفیت که هستند یال ها از نوع این فقط و می باشد r از کمتر یال ها دیگر ظرفیت زیرا

و می آید xy به x از دیگر مسیر دو حداقل و xy به s′ از مسیرها از تا r− ١ کند. عبور آن ها از می تواند مسیر

یال های تعداد با برابر P در اشتراکی یال های تعداد بنابراین می شود. (xy, y) یال شدن r-آسیب پذیر باعث

است. Q r-آسیب پذیر

G در t′ به s′ از مسیر تا k′ مجموعه شامل Q کنید فرض می کنیم. ثابت را بالا رابطه عکس ادامه در

λ از که داد، نمایش t′ به s′ از k′ اندازه با جریان یک با می توان را مسیرها این باشد. r-آسیب پذیر یال λ با

برای این و است، k′ برابر s′ از خروجی یال های مجموع که کنید دقت می کند. عبور r از بیش جریان آن ها تا

اینکه برای حال است. شده استفاده کامل طور به یال ها این ظرفیت از و است برقرار نیز t′ ورودی یال های

را می باشد y به xy میانی راس از که یال هایی همه روی جریان به دست آوریم، G′ از را G در مسیر k مجموعه

می کنیم. حذف t′ به y از و xy به s′ مسیرهای از را جریان r−١ سپس می دهیم. کاهش واحد r−١ اندازه به

s′ از جریان واحد (r − ١)× |E| اندازه به دادیم انجام میانی راس های همه برای را فوق روند که این از بعد

با جریان یک با است متناظر جریان این می ماند. باقی t′ به s′ از جریان واحد k دقیقا و می شود کم t′ به
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در که است معنی بدین کند، عبور واحد یک از بیش جریان G یال یک از اگر است. G در t به s از k اندازه

با Q در r-آسیب پذیر یال های تعداد بنابراین می دهد. عبور خود از را r از بیش جریان آن با متناظر یال G′

است. برابر G در آن متناظر اشتراکی یال های تعداد

وقتی MSE در که آنجایی از است. G یال های تعداد برابر O(k|E|) حداکثر G′ در یال ها تعداد

کنیم فرض می توانیم ما ،(٢ - ۵ - ٢ (قضیه است حل قابل چندجمله ای زمان در مسئله است k > |E| که

مسئله برای بتوان اگر بنابراین است. انجام قابل چندجمله ای زمان در کاهش روند نتیجه در ،k = O(E)

این به دست آورد، ϵ > ٠ هر ازای به ٢log١−ϵ n از کمتر عامل با تقریبی الگوریتم یک r-آسیب پذیری حداقل

در آمده  ۵ - ٢ قضیه در که MSE پذیری تقریب عدم با این و می کند کار نیز MSE برای تقریبی الگوریتم

است. تناقض

وجود این با شد. داده نشان r > ٠ به ازای هر r-آسیب پذیری مسئله تقریب پذیری عدم فوق قضیه در

ثابت k اگر که شد بیان همچنین و شد ارائه مسئله برای ⌊ k
r+١⌋ عامل با تقریبی الگوریتم یک فصل این در

دارد. وجود چندجمله ای راه حل آسیب پذیری مسئله برای باشد،

یال اشتراکی حداقل مسئله یافته تعمیم مسئله این شد، بررسی آسیب پذیری حداقل مسئله فصل این در

که صورتی در و دارد وجود تقریبی الگوریتم یک آسیب پذیری حداقل مسئله برای که شد داده نشان می باشد.

مسئله فصل این در علاوه براین کرد. حل چندجمله ای زمان در را مسئله می توان باشند، ثابت مسئله پارامترهای

گراف اگر و دارد وجود آن برای زیرخطی الگوریتم یک که شد داده نشان و شد بررسی نیز یال اشتراکی حداقل

می شود. O(
√
n) با برابر تقریب عامل باشد، تنک ورودی
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نتیجه گیری

به s راس از G = (V,E) گراف در یال مجزا مسیر تا k کردن پیدا مسئله گراف، در کاربردی مسائل از یکی

شده استفاده مسیرها در یک بار حداکثر e ∈ E یال هر اگر گویند، یال مجزا را مسیر تا k می باشد. t راس

است. k′ ،G در یال مجزا مسیرهای تعداد کنید فرض است، محدود گراف در یال مجزا مسیرهای تعداد باشد.

راه حل یک است، ناممکن G در یال مجزا مسیر تا k کردن پیدا که است بدیهی باشد، k > k′ که صورتی در

شود، ظاهر مسیرها در یک بار از بیش که یالی به می باشد. یال اشتراکی حداقل با مسیر تا k کردن پیدا جایگزین

حداقل مسئله در کردیم. بررسی را (MSE) یال اشتراکی حداقل مسئله پایان نامه این در می گویند. یال اشتراکی

این می باشد، یال اشتراکی کم ترین با t راس به s راس از G گراف در مسیر تا k کردن پیدا هدف یال اشتراکی

راه حل هر است، k < k′ که زمانی دارد. کاربرد حمل ونقل و ارتباطی شبکه های از بعضی طراحی در مسئله

هیچ و است بهینه جواب یک این و می باشد نیز MSE مسئله برای راه حل یک یال مجزا، مسیرهای مسئله

تعداد حداقل آنگاه است، G گراف یال های تعداد m باشد، k > m که زمانی و ندارد، وجود آن در یال اشتراکی

همه و می باشد t به s از مسیر کوتاه ترین اندازه با برابر t به s از مسیر تا k کردن پیدا برای اشتراکی یال های

هستند. t به s از مسیر کوتاه ترین با برابر راه حل مسیر k

با تقریبی الگوریتم هیچ که شد داده نشان و است NP-سخت ،MSE مسئله که شد ثابت ،٢ فصل در

که این مگر ندارد، وجود MSE مسئله برای ،ϵ > ٠ به ازای هر ،٢log١−ϵ n عامل

برای k − ١ و k عامل های با تقریبی الگوریتم دو حال این با باشد. NP ⊂ DTIME(npolygon n)

که شد معرفی مسئله برای ،O(n
٣
۴ ) زیرخطی تقریب عامل با الگوریتم یک علاوه بر این شد. ارائه مسئله

O(
√
n) به می تواند تقریب عامل است، m = O(n) که مسطح گراف های قبیل از تنک گراف های در

زمان با ١)-تقریبی + ϵ) الگوریتم یک آنگاه باشد، سری -موازی ورودی گراف که صورتی در یابد. بهبود نیز

چندجمله ای الگوریتم ،k کوچک و ثابت مقادیر برای همچنین دارد، وجود مسئله برای O(m٣(١+١/ϵ) log k)



شد. ارائه MSE مسئله برای O(m٢kn٣) زمان با

k کردن پیدا آسیب پذیری حداقل مسئله از هدف شد، بررسی آسیب پذیری حداقل مسئله ،٣ فصل در

ظاهر مسیرها در بار r از بیش که یالی به می باشد، آسیب پذیر یال کم ترین با ،G در t راس به s راس از مسیر

می باشد آسیب پذیری حداقل مسئله ورودی های جزء که است ثابت عدد یک r می گویند. آسیب پذیر یال شود،

k کردن پیدا می شود. تبدیل یال اشتراکی حداقل مسئله به آسیب پذیری حداقل مسئله باشد، r = ١ هرگاه و

است. یال مجزا مسیرهای مسئله با برابر باشد، نداشته ١-آسیب پذیری یال هیچ که گونه ای به t به s از مسیر

الگوریتم یک معرفی به منجر این که شد ارائه تقریبی -⌊ k
r+١⌋ الگوریتم یک آسیب پذیری حداقل مسئله برای

که است تقریبی الگوریتم بهترین تقریبی -⌊k٢⌋ الگوریتم می شود. یال اشتراکی حداقل مسئله برای تقریبی -⌊k٢⌋

عامل با الگوریتمی می توان آیا که است مطرح سوال این اکنون است، شده ارائه اشتراکی حداقل مسئله برای

کرد؟ ارائه مسئله برای بهتر تقریب

گراف یک  G که  ،⟨G, k, h⟩ سه تایی می شود: تعریف صورت این به MSE مسئله تصمیم گیری نسخه

مسیر  k شامل  P مجموعه  آیا بگیرید. نظر در را می باشند، عدد دو  k, h ∈ N و   t و  s راس دو با بدون جهت

تیل باشد؟  h حداکثر دارند، قرار  P در  که مسیرهایی اشتراکی یال های تعداد که طوری به دارد وجود  t به  s از

که داده اند نشان و کرده اند بررسی در را MSE مسئله تصمیم گیری نسخه ،٢٠١۶ سال در همکاران و فبروری١

و k اگر و می باشد NP-سخت مسئله یک ،MSE تصمیم گیری مسئله باشد، بدون جهت ورودی گراف اگر

از بعضی برای همچنین دارد. وجود آن برای O((k − ١)h(n+m)٢) زمان با الگوریتم یک باشند، ثابت h

علاوه براین است. شده ارائه مسئله برای چندجمله ای الگوریتم سری-موازی، گراف های مثل خاص گراف های

گراف های برای تصمیم گیری مسئله که کرده اند ثابت و کرده اند بررسی نیز مسطح گراف های در را مسئله آنها

و ورودی درجه که مسطح و جهت دار گراف های برای و باشد ۴ حداکثر آن رئوس درجه که مسطح و بدون جهت

مسئله آیا که است مطرح سوال این اکنون است. NP-سخت مسئله یک باشد، ٣ حداکثر آن رئوس خروجی

مقدار اگر همچنین است؟ NP-سخت نیز دارند ٣ درجه حداکثر که مسطح گراف های در MSE تصمیم گیری

کرد؟ ارائه مسطح گراف های برای بهتری الگوریتم های می توان آیا باشند، ثابت h و k

١Till February
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Abstract

Finding k edge disjoint paths between two given vertices s and t in a graph G = (V,E) is a

known problem in graph theory. The paths is called edge-disjoint if each edge e ∈ E appears

at most once in the paths. Each graph can only have a limited number of edge disjoint paths.

Suppose that the maximum number of edge disjoint paths in G is k′. When k > k′, finding

k edge disjoint paths in G is obviously impossible. An alternative problem is to find k paths

with minimum number of shared edges; any edge that appears in more than one of the k paths

is called a shared edge. In this thesis, we study the minimum shared edge problem, whose

goal is to find k paths from s to t with minimum number of shared edges. It has been proven

that minimum shared edge problem is an NP-hard problem, and there exists no polynomial

time approximation algorithm with factor 2log1−ϵ n (where ϵ > 0) that can solve it. The best

approximation algorithm developed for this problem has an approximation factor of ⌊k2⌋ , and

only when k is a constant this problem can be solved by a polynomial time algorithm.

Another problem that will be discussed in this thesis is the problem of minimum vulner-

ability. The objective of minimum vulnerability problem is to find k paths from s to t in G,

using minimum number of vulnerable edges. We call an edge vulnerable when it appears more

than r times in the paths; r is a constant defined as an input of minimum vulnerability problem.

Obviously for r = 1, the minimum vulnerability problem turns into the minimum shared edge

problem.
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