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نوآوري هاي و ابتکارات مطالعات، نتایج بر مترتب معنوي و مادي حقوق کلیه ي
هرگونه و است یزد دانشگاه به متعلق پایان نامه/رساله این موضوع تحقیق از ناشی
فنی، دانش تولید براي پایان نامه/رساله این از عملی و علمی نتایج از استفاده
ترجمه نسخه برداري، تکثیر، و چاپ همچنین هنري، بدیع اثر ثبت اختراع، ثبت
منوط پایان نامه/رساله این از علمی مجلات و سمینارها در مقاله ارائه و اقتباس و

است. یزد دانشگاه کتبی موافقت به





به تقدیم

عزیزم همسر و مادر و پدر

آموختند. من به را اندیشیدن درست که کسانی همه و





سپاس گزاري

و آسمان ها شده، گسترده گیتی سراسر در او دانش و رحمت که عزتمندي یکتاي خداوند سپاس

لطف و رحمت می فرماید. موهبت بخواهد که هر بر را حقیقی دانش و علم و اوست آن از همه زمین

مرا و داشت ارزانی من بر را پژوهش این مطالب درك و فهم که چرا می گویم سپاس بی نهایت را او

خطا که بار هر و داد من به  تلاش توفیق پروازند. یک بال دو ایمان و علم که رساند اصل این به

آیم. نائل مطلوب نتیجه ي به او خواست به و کنم آغاز را تازه تلاشی امید، با تا دوباره، فرصتی کردم

اوست. خواست به همه چیز و اوست آن از چیز همه که به راستی

نمایم. تشکر کردند، کمک من به رساله این نوشتن در که افرادي تمامی از است لازم اینجا در

دارم. را قدردانی و تشکر کمال فرشی، محمد دکتر گرانقدرم، راهنماي استاد از همه، از اول

اندوخته هاي و درایت صبر، با و کردند کمک و راهنمایی بسیار من به چهارساله، مدت این در ایشان،

مشوق ایشان، خلاقانه و ناب ایده هاي بودند. بنده زیاد سوالات پاسخگوي همواره ارزشمندشان علمی

بود. مدت این در بنده براي خوبی خیلی راهنماي و

دعاي مطمئناً، می کنم. تشکر دریغشان بی حمایت هاي خاطر به مادرم و پدر از همچنین من

شوم. موفق رساله، این نوشتن در نمی توانستم نبود، من همراه اگر عزیزان این خیر

سپاس گزارم. بسیار تشویق هایش، و حمایت ها خاطر به همسرم از درنهایت،





تعالی بسمه
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هندسی پوشش هاي ساخت براي الگوریتم چند ارائه ي عنوان: تحت

گردید. تشکیل ذیل) شرح (به داوران هیأت اعضاي حضور با 1396/4/28 تاریخ در 18 واحد: تعداد و

صدم پنج و هفتاد و نوزده حروف به 19.75 عدد به نمره با پایان نامه داوران، هیأت توسط ارزیابی از پس

گرفت. قرار تصویب مورد عالی درجه و

امضاء خانوادگی نام و نام عنوان
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چکیده

بهبود همچنین و هندسی پوشش هاي ساخت براي جدید الگوریتم چند ارائه ي به رساله این در
یک می پردازیم. هندسی پوشش هاي هندسی خواص برخی بررسی و موجود الگوریتم هاي برخی
مسیري گراف، رأس دو هر بین اگر گوییم (t > ١ (براي t-پوشش یک را (اقلیدسی) هندسی گراف

باشد. داشته وجود آنها اقلیدسی فاصله ي برابر t حداکثر طول به
به مخروط یک چرخش از که می کنیم معرفی را پیوسته یائوي گراف ابتدا رساله؛ این در
به نقطه نزدیک ترین چرخش، این از لحظه یک در که نقاطی به نقطه آن اتصال و نقطه هر مرکز
زاویه ي براي مناسب مقدار گرفتن نظر در با گراف این هرچند می آید. بدست بوده اند، مخروط رأس
گراف می دهیم نشان اما، باشد. مربعی می تواند گراف یال هاي تعداد اما است، t-پوشش یک مخروط،

است. تحمل پذیر ناحیه اي خطاهاي برابر در حاصل،
معرفی هندسی پوشش هاي ساخت براي 1997 سال در که را شکاف-حریصانه الگوریم سپس
t مقدار همچنین می دهیم. کاهش را آن مصرفی حافظه ي و اجرا زمان تغییراتی، با و بررسی را شد

می دهیم. بهبود الگوریتم این نتیجه ي بودن t-پوشش به مربوط نتایج در را
هندسی گراف یک می پردازیم. وتر-افزایشی و خود-گرا هندسی گراف هاي بررسی به ادامه، در
که باشد داشته وجود رأس دو آن بین مسیري گراف، رأس دو هر براي اگر گوییم، خود-گرا را
نشویم. دور مسیر در رو پیش نقاط از هیچگاه مقصد، سمت به مبدأ از مسیر، آن روي درحرکت
دو هر براي اگر است وتر-افزایشی هندسی، گراف می نامیم. خود-گرا مسیر یک را مسیري چنین
باشد. خود-گرا مسیر یک مبدأ، عنوان به انتها هر از شروع با که باشد داشته وجود مسیر یک رأس،
مثلث یک اضلاع روي که صفحه در نقاط از مجموعه اي هر براي که می دهیم نشان رساله، این در
اشتاینري نقطه ي سه حداکثر بردن کار به با مسطح وتر-افزایشی گراف یک گرفته اند، قرار حاده
یک اضلاع روي که صفحه در نقاط از مجموعه اي هر براي که می دهیم نشان همچنین، دارد. وجود

دارد. وجود مسطح وتر-افزایشی گراف یک گرفته اند، قرار قائم الزاویه یا منفرجه مثلث
در رو پیش نقاط تمام از نشدن دور جایگزینی با را ضعیف خود-گراي مسیر مفهوم سپس؛
مجموعه اي هر براي که می دهیم نشان و می کنیم تعریف مقصد، از نشدن دور شرط با حرکت، طول

دارد. وجود مسطح ضعیف خود-گراي گراف یک صفحه، در نقاط از
یک که می کنیم ارائه هندسی پوشش هاي ساخت براي غلبه و تقسیم الگوریتم یک ادامه، در

می سازد. خطی به نزدیک یال هاي تعداد با هندسی پوشش
مقید را هندسی گراف یک می پردازیم. زاویه به مقید هندسی گراف هاي بررسی به نهایت در
نشان باشد. θ حداقل گراف، در رأس یک به مجاور یال دو هر بین زاویه ي اگر می نامیم، θ زاویه ي به
نقاط از مجموعه هر براي θ زاویه ي به مقید همبند گراف یک لزوماً ،θ > π/٣ هر براي که می دهیم
به مقید t-پوشش یک لزوماً ،t > ٢/

√
٣ هر و θ = π/٣ براي می دهیم نشان همچنین ندارد. وجود

ندارد. وجود نقاط از مجموعه هر براي نیز θ زاویه ي
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هندسی پوشش 1-1

طوري به کنیم متصل دیگر هم به جاده، تعدادي ساخت با را شهر چند میخواهیم که کنید فرض

مسیري طول کند، رانندگی شهر دو بین ساخته ایم، که جاده هایی روي بخواهد شخصی که وقتی که

تفاوت شهر) دو آن بین مستقیم کاملاً (جاده ي مستقیم مسیر طول به نسبت می کند طی که را

دو که یال هایی طول مجموع که است این منظور مسئله، این گرافی مدل در باشد. نداشته زیادي

است، نقطه دو فاصله ي از تابعی که بالایی کران یک داراي می کنند، متصل هم به را شهر) (دو رأس

کرد. حل t-پوشش1 یک ساخت با می توان را مسائل از نوع این باشد.

گراف یک را G(S,E) گراف یک Rdباشد. فضاي در نقاط از مجموعه اي S که کنید فرض

پاره خط ،q و p رأس دو بین e = (p, q) ∈ E یال هر هرگاه گویند، هندسی شبکه ي یا هندسی
|pq| با را آن که باشد q و p بین اقلیدسی فاصله ي با برابر یال آن وزن و باشد q و p بین واصل

یال هاي همه ي وزن مجموع را G در رأس دو بین P مسیر یک طول همچنین، می دهیم. نمایش

تعریف زیر صورت به هندسی t-پوشش یک حال، می دهیم. نمایش |P | با و می کنیم تعریف P روي

می شود:

گراف یک باشد. حقیقی عدد یک t > ١ که کنید فرض هندسی). (t-پوشش 1 - 1-1 تعریف
،p, q ∈ S رأس دو هر براي هرگاه می نامند S براي هندسی t-پوشش یک را G(S,E) هندسی

که طوري به باشد داشته وجود G در q و p بین P مسیر یک

|P | ≤ t · |pq|.

می شود. نامیده G در q و p بین t-مسیر2 یک باشد، شرط این داراي که مسیري هر

می کنیم. استفاده t-پوشش از هندسی، t-پوشش جاي به رساله، این انتهاي تا سادگی، براي

طول نسبت ،G(S,E) هندسی گراف یک در q و p رأس دو براي کشش). (ضریب 2 - 1-1 تعریف
می نامند. G در q و p رأس دو بین کشش ضریب را |pq| به ،G در q و p بین مسیر کوتاه ترین

می نامند. G گراف کشش ضریب را G گراف رئوس زوج همه ي بین کشش ضریب بیش ترین
1t-spanner 2t-path



گراف یک کشش ضریب که گفت می توان راحتی به ،2 - 1-1 و 1 - 1-1 تعریف هاي به توجه با

S براي t-پوشش یک G که t > ١ حقیقی عدد کوچک ترین با است برابر ،G = (S,E) هندسی

باشد.

آن در همبندي خاصیت از قوي تر هندسی گراف یک در t-پوشش خاصیت شهودي، طور به

وجود مسیر یک رأس دو هر بین تنها نه است، t-پوشش که هندسی گراف یک در زیرا است، گراف

معین t پارامتر است. رأس دو آن بین اقلیدسی فاصله ي با برابر t حداکثر مسیر آن طول بلکه دارد

t که چقدر هر دیگر، عبارتی به است. نزدیک کامل گراف یک به چقدر t-پوشش یک که می کند

کامل گراف به نیز ندارند) قرار خط یک روي که نقاطی (براي t-پوشش شود، نزدیک یک عدد به

ببینید). را 1 - 1 (شکل می شود نزدیک

١٫٧-پوشش. (ب) 2-پوشش. (آ)

١٫١-پوشش. (د) ١٫۵-پوشش. (ج)
مختلف. tهاي براي t-پوشش :1 - 1 شکل

گرفته نظر در کیفی معیار چندین نقاط، از مشخصی مجموعه ي براي شبکه یک طراحی براي

شده بیان هندسی شبکه هاي ارزیابی براي کیفی معیارهاي مهم ترین از تعدادي زیر در می شود.

است.

3



می شود داده ترجیح کلی، حالت در می نامند. شبکه اندازه ي را شبکه یال هاي تعداد اندازه1: .1

مرتبه ي از یال ها، تعداد ایده آل، حالت (در کوچکی اندازه ي ممکن حد تا t-پوشش ها که

باشند. داشته است) رئوس تعداد از خطی

از است. گراف آن یال هاي همه ي وزن مجموع با برابر هندسی، گراف یک وزن وزن2: .2

درخت وزن با پایین، از آن وزن کند، وصل هم به  را نقاط تمام باید t-پوشش هر آنجایی که

مجموعه یک روي t-پوشش یک که وزنی بهترین بنابراین، می شود. کران دار کمینه3 پوشاي

روي کمینه پوشاي درخت یک وزن برابر مجانبی صورت به باشد، داشته می تواند S نقطه ي

معیار وزن، می دهیم. wt(MSTنمایش (S)) با را S روي کمینه پوشاي درخت وزن است. S

اغلب، بنابراین، است. راه ها شبکه ي نظیر شبکه ها برخی ساخت هزینه ي سنجش براي خوبی

زمینه هاي در کم وزن با t-پوشش هایی اخیراً، هستند. نظر مد کم وزن با t-پوشش هایی

،[30] ارتباطی شبکه هاي در انتشار5 و [46 ،45] متریک4 فضاي جستجوي جمله از مختلفی

گرفته اند. قرار استفاده مورد

و می نامند گراف درجه ي را گراف در رأس هر به مجاور یال هاي تعداد بیش ترین درجه6: .3

درجه ي بودن کراندار شود. محدود کوچک ثابت یک با گراف درجه ي که است نیاز اغلب

نیست. درست لزوماً مطلب این عکس اما، است، آن کوچک اندازه ي بیانگر t-پوشش

یک ،t > ١ حقیقی عدد هر براي و Rd در نقطه n از مجموعه اي هر براي که است شده ثابت

.[44 ،27] دارد وجود O(wt(MST (S))) وزن و O(١) درجه ي ،O(n) اندازه ي با t-پوشش
پلگ7 توسط بار اولین هندسی، پوششی شبکه هاي دیگر، عبارتی به یا t-پوشش ها مفهوم،

هندسه ي حوزه ي در [23] چو9 توسط سپس و شده توزیع محاسبات حوزه ي در [48] شافر8 و

خواص با هندسی پوشش هاي ساخت براي زیادي الگوریتم هاي تاکنون، شد. معرفی محاسباتی

شده ارائه خواص، این از برخی ترکیب یا پایین وزن و کران دار درجه ي کوچک، اندازه ي نظیر مختلف

Geometric Spanner Networks عنوان با کتابی [44] اسمید11 و ناراسیمهان10 ،2007 سال در است.
1size
2weight
3minimum spanning tree
4metric space searching

5broadcasting
6degree
7Peleg
8Schäffer

9Chew
10Narasimhan
11Smid
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می شود. شامل را هندسی پوششی شبکه هاي ساخت اصلی الگوریتم هاي تمام تقریباً که کردند منتشر

داراي محاسباتی، هندسه ي مهم شاخه هاي از یکی عنوان به هندسی پوششی شبکه هاي

تقریبی الگوریتم یک ، اسمیت2 و رائو1 ،1998 سال در که این جمله از هستند. زیادي کاربرد هاي

سال در .[50] کردند ارائه پوششی شبکه هاي کمک با دوره گرد فروشنده ي مسئله ي حل براي

پرداختند پروتئین ها مطالعه ي به هندسی پوششی شبکه هاي کمک با ، گیباس4 و راسل3 ،2005

فضاي در جستجو براي t-پوشش ها بر مبتنی روشی همکارانش و ناوارو5 ،2007 سال در .[52]

تقریب هندسی، پوششی شبکه هاي جالب کاربردهاي از دیگر یکی .[47] کردند ارائه متریک6

درخت که است شده ثابت S باشد. براي t-پوشش یک G کنید فرض است. کمینه پوشاي درخت

عبارتی به .[44] است S روي کمینه پوشاي درخت براي t-تقریب7 یک G گراف کمینه ي پوشاي

است. S روي کمینه پوشاي درخت وزن برابر t حداکثر G کمینه ي پوشاي درخت وزن دیگر،

محدود، درجه ي خطی، اندازه ي نظیر مختلف خصوصیات با t-پوشش ها ساخت مسئله ي

طور به تاکنون ،t > ١ یک براي نقاط از مجموعه یک روي خصوصیات، این از ترکیبی یا و کم وزن

را t-پوشش ها الگوریتم هاي از برخی خلاصه طور به بعدي بخش در است. شده مطالعه گسترده

می کنیم. بررسی

t-پوشش ساخت الگوریتم هاي 2-1

می پردازیم. t-پوشش ساخت جهت اساسی الگوریتم چند معرفی به بخش، این در

مسیر-حریصانه الگوریتم 1 - 2-1

مسیر-حریصانه8 الگوریتم هندسی، پوششی شبکه هاي ساخت الگوریتم هاي معروف ترین از یکی
آلزوفر9 توسط بار اولین حریصانه، الگوریتم ببینید). را 1-2-1 (الگوریتم است حریصانه اختصار به یا

1Rao
2Smith
3Russel

4Guibas
5Navarro
6metric

7t-approximate
8path-greedy
9Althöfer
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زوج تمام ابتدا که می کند عمل شکل این به الگوریتم این شد[7]. ارائه 1993 سال در همکارانش و

به سپس و می کند مرتب بزرگ به کوچک از نقطه) زوج (طول آن ها بین فاصله ي براساس را نقاط

می کند. شروع تهی یال هاي مجموعه با گراف از الگوریتم می کند. پردازش را نقاط زوج آن ترتیب،

زوج آن بین مسیر کوتاه ترین طول آیا که می کند بررسی الگوریتم که است شکل این به پردازش

نقطه زوج آن طول برابر t از بزرگ تر الگوریتم) اجراي از لحظه آن (تا شده ساخته گراف در نقطه

مجموعه ي به یال آن و می کند اضافه یالی نقطه، زوج آن بین آنگاه بود، بزرگ تر اگر خیر. یا است

حریصانه پوشش الگوریتم، این اجراي از حاصل هندسی گراف به می شود. اضافه گراف، یال هاي

می شود. گفته

یک در مسیر کوتاه ترین کردن پیدا الگوریتمِ یک کمک با که است این است واضح که آنچه

ثابت کنیم. پیاده سازي را حریصانه الگوریتم می توانیم دایکسترا1)، معروف الگوریتم (مثلاً گراف

که می شود باعث دایکسترا، الگوریتم کمک با حریصانه الگوریتم مستقیم پیاده سازي که است شده

[17] همکارانش و بوز2 ،2010 سال در .[44] باشد O(n٣ log n) زمانی پیچیدگی داراي الگوریتم

اطلاع ما که جایی تا دهند. بهبود O(n٢ log n) به را حریصانه الگوریتم زمانی پیچیدگی توانستند

ارائه حریصانه الگوریتم زمانی پیچیدگی روي تاکنون که است نتیجه اي بهترین نتیجه، این داریم،

جهت الگوریتمی [6] همکارانش و آلواینز3 ،2017 سال در که است ذکر به لازم البته است. شده

توزیع یکنواخت طور به که صفحه در شده داده نقاط از مجموعه اي روي حریصانه پوشش محاسبه ي

است. O(n(log٢ n) log٢ log n) آن زمانی پیچیدگی ریاضی امید که کردند ارائه شده اند

اینکه جمله از است. شده انجام الگوریتم این روي بر زیادي تحقیقاتی کارهاي تاکنون،

این که است کران دار حریصانه، پوشش درجه ي که کرد ثابت [53] سوارس4 ،1994 سال در

و داس5 ،1997 سال در است. خطی حریصانه پوشش یال هاي تعداد که می دهد نشان موضوع

مرتبه ي از ،S نقطه ي مجموعه یک روي حریصانه پوشش گراف وزن که کردند ثابت [27] ناراسیمهان

می بینیم کنیم، نگاه حریصانه الگوریتم به حافظه پیچیدگی نظر از اگر است. O(wt(MST (S)))

همکارانش و آلواینز ،2015 سال در البته است. O(n٢) مرتبه ي از حافظه پیچیدگی داراي که
1Dijkstra
2Bose
3Alewijnse

4Soares
5Das
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در که خوش-مجزا1 زوجی تجزیه ي مفهوم کمک با را حریصانه الگوریتم حافظه ي پیچیدگی ،[5]

دادند. بهبود O(n) به می شود، معرفی بعدي بخش هاي
Algorithm 1-2-1: PൺඍඁGඋൾൾൽඒ(S, t)

/* This algorithm takes as input a set S of n points in Rd and a
real number t > 1 The algorithm returns a t-spanner for S. */

1 Sort the
(
n
2

)
pairs of distinct points in non-decreasing order of their distances (ties

are broken arbitrarily), and store them in a list L;
2 E := ∅;
3 G := (S,E);
4 foreach {p, q} ∈ L do
5 δ :=length of a shortest path in G between p and q;
6 if δ > t|pq| then
7 E := E ∪ {(p, q)};
8 G := (S,E);
9 end
10 end
11 return G = (S,E);

شکاف-حریصانه الگوریتم 2 - 2-1

حریصانه الگوریتم هاي کلاس در که هندسی پوششی شبکه هاي ساخت الگوریتم هاي از دیگر یکی

(الگوریتم شد معرفی [9] اسمید و آریا3 توسط که است شکاف-حریصانه2 الگوریتم دارد، قرار

الگوریتم، این گویند. شکاف-حریصانه پوشش الگوریتم، این از حاصل گراف به ببینید). را 2-2-1

شد. معرفی [22] همکارانش و چاندرا5 توسط که است شکاف4 خاصیت بر مبتنی

Rd فضاي در جهت دار یال هاي از مجموعه اي E و حقیقی عدد یک w ≥ ٠ که کنید فرض

و (p, q) مجزاي یال دو هر براي هرگاه است w-شکاف6 خاصیت داراي E مجموعه ي گوییم باشد.

w-شکاف خاصیت داراي E مجموعه ي گوییم .|pr| > min(|pq|, |rs|) باشیم داشته E در (r, s)

|pr| > min(|pq|, |rs|) باشیم داشته E در (r, s) و (p, q) مجزاي یال دو هر براي هرگاه است قوي
.|qs| > min(|pq|, |rs|) و

و چاندرا است. پوششی شبکه ي یک وزن تحلیل براي مفیدي خاصیت شکاف، خاصیت
1well-separated pair decomposition
2gap-greedy
3Arya

4gap
5Chandra
6w-gap
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درجه ي داراست، را شکاف خاصیت E که G(S,E) گراف هر در که کردند ثابت [22] در همکارانش

آن ها است. O(log n · wt(MST (S))) مرتبه ي از ،G وزن و یک حداکثر G در رأس هر خروجی

درجه ي داراست، را قوي شکاف خاصیت E که G(S,E) گراف هر در که دادند نشان همچنین

است. یک حداکثر نیز G در رأس هر ورودي

براساس را نقاط زوج همه ي ابتدا که می کند عمل صورت این به شکاف-حریصانه الگوریتم

فرض می شوند. پردازش ترتیب به نقاط زوج این سپس می کند، مرتب بزرگ به کوچک از طولشان

را (p, q) یال الگوریتم، دارد. را آن ها پردازش قصد الگوریتم که باشد نقطه اي زوج q و p که کنید

در (r, s) یال هیچ الگوریتم، اجراي از لحظه آن تا اگر فقط و اگر می کند اضافه یال ها مجموعه ي به

تقریباً (r, s) و (p, q) الف) که طوري به باشد نداشته وجود شده، ساخته گراف یال هاي مجموعه ي

جزئیات مشاهده ي (براي باشد کوچک |rs| و |pq| فاصله هاي از یکی حداقل ب) باشند هم جهت

به (p, q) یال آنگاه داشت، وجود (r, s) یال چنین اگر ببینید). را 1-3 بخش الگوریتم، بیش تر

همان در همکارانش و چاندرا می شود. اضافه اینصورت، غیر در نمی شود اضافه یال ها مجموعه ي

کشش ضریب با هندسی پوششی شبکه ي یک شکاف-حریصانه، الگوریتم که کردند ثابت مقاله،

زیرمجموعه ثابتی تعداد به را یال ها مجموعه ي می توان که می کند تولید کران دار درجه ي از و ثابت

مرتبه ي از آن وزن نتیجه در و باشد دارا را شکاف خاصیت زیرمجموعه هر که طوري به کرد افراز

می باشد. O(log n · wt(MST (S)))

پیچیدگی و O(n٣) زمانی پیچیدگی داراي مستقیم پیاده سازي در شکاف-حریصانه، الگوریتم

بهبودي هیچ هنوز می دانیم، که آنچه برطبق ببینید). را 2-2-1 (الگوریتم است O(n٢) حافظه ي

آریا البته است. حل نشده همچنان مسئله، این و ندارد وجود الگوریتم این حافظه ي و زمان روي

زمانی پیچیدگی داراي که کردند ارائه شکاف-حریصانه الگوریتم مشابه الگوریتمی ،[9] اسمید و

شکاف-حریصانه الگوریتم از حاصل گراف خواص مشابه خواصش حاصل، گراف و است O(n log٢ n)
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نمی کند. تولید را شکاف-حریصانه الگوریتم از حاصل گراف همان لزوماً اما است
Algorithm 1-2-2: GൺඉGඋൾൾൽඒ(S, θ, w)

/* This algorithm takes as input a set S of n points in the
plane, and two real numbers θ and w such that 0 < θ < π/4,
0 ≤ w < (cos θ − sin θ)/2. The algorithm returns a directed
t-spanner G = (S,E), for t = 1/(cos θ − sin θ − 2w). */

1 Sort the 2
(
n
2

)
ordered pairs of distinct points in non-decreasing order of their

distances (ties are broken arbitrarily), and store them in a list L;
2 E := ∅;
3 foreach ordered pair (p, q) ∈ L do
4 add := true;
5 foreach edge (r, s) ∈ E do

/* Let −→a be a vector from the origin to the point a. We
define angle(pq, rs) to be the angle between the vectors−−−→
q − p and −−−→

s− r. */
6 if angle (pq, rs) ≤ θ then
7 add := add ∧(|pr| > w|rs|) ∧ (|qs| > w|rs|);
8 end
9 end
10 if add = true then
11 E := E ∪ (p, q);
12 end
13 end
14 return G = (S,E);

WSPD-پوشش 3 - 2-1

خوش-مجزا زوجی تجزیه ي نام به داده اي ساختمان [10] کاساراجو2 و کالاهان1 ،1995 سال در

می توان که است داده هایی ساختمان مهم ترین از یکی داده، ساختمان این کردند. ارائه را ،(WSPD)

نماییم، معرفی را داده ساختمان این اینکه از قبل کرد. استفاده مجاورتی3 مسائل حل جهت آن از

می کنیم. معرفی را خوش-مجزا زوج مفهوم ابتدا

احاطه جعبه ي R(A)کوچک ترین و Rd فضاي در نقاط از مجموعه یک A که کنید فرض

باشد. A مجموعه ي کننده4 ي

مجموعه ي دو B و A و حقیقی عدد یک s > ٠ که کنید فرض خوش-مجزا). (زوج 1 - 2-1 تعریف
1Callahan
2Kosaraju

3proximity problems
4bounding box
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توپ 1هاي هرگاه هستند خوش-مجزا ،s به نسبت B و A که می گوییم باشند. Rd فضاي در متناهی

که طوري به باشند داشته وجود CB و CA d-بعدي مجزاي

باشند. یکسانی شعاع هاي داراي CB و CA توپ هاي .1

باشد. R(A) احاطه گر جعبه ي شامل ،CA توپ .2

باشد. R(B) احاطه گر جعبه ي شامل ،CB توپ .3

باشد. CA شعاع برابر s مساوي یا بزرگ تر CB و CA بین فاصله ي .4

Rd فضاي در نقطه n از مجموعه یک S کنید فرض خوش-مجزا). زوجی (تجزیه ي 2 - 2-1 تعریف
S براي خوش-مجزا زوجی تجزیه ي یک باشد. حقیقی عدد یک s > ٠ کنید فرض همچنین باشد.

صورت به دنباله یک ،s به نسبت

{A١, B١}, {A٢, B٢}, . . . , {Am, Bm}

که طوري به است S در غیرتهی زیرمجموعه هاي از

و باشند خوش-مجزا زوج s به نسبت Bi و Ai ،١ ≤ i ≤ m با i هر براي .1

باشد داشته وجود ١ ≤ i ≤ m با i اندیس یک دقیقاً ،S در q و p متمایز نقطه ي دو هر براي .2

.q ∈ Ai و p ∈ Bi یا q ∈ Bi و p ∈ Ai که طوري به

می نامند. تفکیک2 ضریب را s و خوش-مجزا زوجی تجزیه ي اندازه ي را m صحیح عدد

در نقطه n از S مجموعه ي هر براي که کردند ثابت مقاله، همان در کاساراجو و کالاهان

خطی تعداد با خوش-مجزا زوجی تجزیه ي یک می توان ثابت s یک و ثابت d یک براي و Rd فضاي

ساخت. O(n log n) زمان در زوج

براي می توان بالا، نتیجه ي کمک با که دادند نشان مقاله، همان در کاساراجو و کالاهان

در یال، خطی تعداد با و t > ١ دلخواه کشش ضریب با هندسی پوششی شبکه ي یک S مجموعه ي
1Ball 2separation ratio
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تجزیه ي یک S مجموعه ي براي ابتدا که است صورت این به آن ها روش ساخت. O(n log n) زمان

می سازد. s = ۴(t+١)
t−١ تفکیک ضریب با و m = O(n) با {(Ai, Bi)}mi=١ صورت به خوش-مجزا زوجی

می کند انتخاب Bi در دلخواه نقطه ي یک و Ai در دلخواه نقطه ي یک ،{Ai, Bi} زوج هر براي سپس،

مقاله همان در کاساراجو و کالاهان می کند. وصل هم به یال یک با را دلخواه نقاط آن نهایت در و

t-پوشش شبکه ي یک می نامیم، WSPD-پوشش را آن که الگوریتم از حاصل گراف که کردند ثابت

روي t-پوشش یک ساخت براي لازم زمان حداقل که است ذکر به لازم است. یال خطی تعداد با

الگوریتم که است واضح .[32] است Ω(n log n) ،Rd فضاي در نقطه n با S نقطه ي مجموعه یک

است. بهینه زمان، نظر از WSPD-پوشش ساخت

Θ-گراف و یائو گراف 4 - 2-1

عدد یک و S شده داده نقطه ي مجموعه یک براي t-پوشش یک ساخت روش هاي از دیگر یکی

درخت ساخت براي [56] یائو2 توسط بار اولین یائو گراف است. یائو1 گراف از استفاده ،t > ١ ثابت

گراف ،k ≥ ٢ طبیعی عدد یک براي شد. معرفی بالا ابعاد در و اقلیدسی فضاي در کمینه پوشاي

به مخروط k ،S در u نقطه ي هر در می شود: ساخته زیر صورت به S مجموعه ي براي Yk یائوي

u بین یال یک ،Cu مخروط هر و S در u نقطه ي هر براي می کنیم رسم ٢π
k

دهانه ي3 با و u مرکز

ببینید). را 2 - 1 (شکل می کنیم وصل Cu در u به نقاط) نزدیک ترین از (یکی نقطه نزدیک ترین و

t-پوشش یک Yk یائوي گراف که کرد ثابت می توان شود، انتخاب بزرگ کافی اندازه ي  به k عدد اگر

.[18] است k مقدار به وابسته فقط t این که است

می شود، نامیده Θ-گراف که یائو، گراف مشابه گرافی [24] کلارکسون4 ،1987 سال در

را ℓ دلخواه خط یک اولاً که است این هست Θ-گراف و یائو گراف ساخت بین که تفاوتی کرد. ارائه

رأس مخروط، هر در دوماً و می گیریم نظر در را می گذرد مخروط داخل سمت به مخروط مرکز از که

باشد. کم ترین u تا ℓ روي عمودش تصویر فاصله ي که می کنیم وصل Cu مخروط در نقطه اي به را u

1Yao graph
2Yao

3aperture
4Clarkson
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u

می شود. وصل مخروط هر در نقطه نزدیک ترین به u نقطه ي :2 - 1 شکل

فضاي در نقاط از مجموعه اي روي Θ-گراف ساخت براي O(n logO(١) n) اجراي زمان با الگوریتمی

از مجموعه این روي یائو گراف ساخت براي تاکنون اما [44] است شده ارائه است، d > ٢ که Rd

است. نشده ارائه O(n logO(١) n) اجراي زمان با الگوریتم نقاط،

می توان شود، انتخاب بزرگ کافی اندازه ي به k عدد وقتی یائو گراف همانند Θ-گراف براي

است k مقدار به وابسته فقط t این که است t-پوشش یک ،k = ٢π
θ پارامتر با Θ-گراف، که کرد ثابت

می توان اما هستند، خطی اندازه ي داراي دو هر Θ-گراف هم و یائو گراف هم که است واضح .[44]

.[44] نیست کراندار Θ-گراف، و یائو گراف درجه ي که می دهند نشان که داد ارائه مثال هایی

تحمل پذیرناحیه-خطا t-پوشش 5 - 2-1

رأس تعداي حذف برابر در شبکه آن تحمل پذیري  هندسی، شبکه هاي ساخت در مهم مباحث از یکی

خطاي تحمل پذیر t-پوشش مفهوم [39] همکارانش و لوکوپولوس1 هست. شبکه آن از یال یا

خطاي تحمل پذیر t-پوشش یک را G = (S,E) گراف کردند. تعریف زیر صورت به را 2 k-رأسی
گویند (k غیرمنفی صحیح عدد و t > ١ حقیقی عدد (براي (k, t)-VFTS اختصار به یا k-رأسی

t-پوشش یک S\S′ ′G\S براي گراف ،k حداکثر اندازه ي با S از S′ زیرمجموعه ي هر براي هرگاه

(k, t)-EFTS اختصار به یا و 3 k-یالی خطاي تحمل پذیر t-پوشش یک را G همچنین باشد.
1Levcopoulos
2k-vertex fault tolerant t-spanner

3k-edge fault tolerant t-spanner
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گراف ،S در q و p هر براي و k حداکثر اندازه ي با E از E′ زیرمجموعه ي هر براي هرگاه گویند

گراف در q و p بین مسیر کوتاه ترین طول t برابر حداکثر طول با q و p بین مسیر یک شامل  G\E′

براي مقاله، همان در همکارانش و لوکوپولوس است. S روي کامل گراف KS که باشد، KS\E′

دیگر تحقیقاتی کار تعدادي کردند. ارائه (k, t)-VFTS شبکه هاي ساخت براي الگوریتم سه بار اولین

که است این شود پرسیده است ممکن که سوالی .[42 ،25] است شده انجام زمینه همین در نیز

حذف با که طوري به ساخت هندسی پوشش یک شده، داده نقطه ي مجموعه یک روي می توان آیا

باشد؟ هندسی پوشش یک هم باز حاصل گراف آن، از ناحیه یک

براي را ناحیه-خطا2 تحمل پذیر پوشش هاي مفهوم [2] همکارانش و آبام1 ،2009 سال در

از حاصل گراف G⊖ F کنید فرض صفحه، در F ناحیه ي یک براي کردند. معرفی صفحه در نقاط

ناحیه ي با که G یال هاي همه حذف و می گیرند قرار F ناحیه ي داخل که G رئوس همه ي حذف

یک G که می گوییم باشد. صفحه در ناحیه ها از مجموعه اي F کنید فرض باشد. دارند، اشتراك F

رأس دو هر بین مسیر کوتاه ترین طول ،F ∈ F هر براي اگر است F-خطا تحمل پذیر t-پوشش
باشد KS ⊖ F گراف در q و p بین مسیر کوتاه ترین طول برابر t حداکثر G ⊖ F گراف در q و p

دادند نشان مقاله، همان در همکارانش و آبام است. S روي هندسی کامل گراف KS اینجا در که

یک می توان محدب3، ناحیه هاي از C خانواده ي هر و صفحه در نقطه n از مجموعه اي هر براي که

ساخت. O(n log٢ n) زمان در را یال O(n log n) با C-خطا تحمل پذیر پوشش

خود-گرا گراف هاي 6 - 2-1

معرفی را وتر-افزایشی رسم و خود-گرا رسم مفهوم [3] همکارانش و علمداري4 ،2013 سال در

،s, t ∈ S رأس دو هر براي باشد. S رئوس مجموعه ي با هندسی گراف یک G که کنید فرض کردند.

یک ضرورتاً (نه مسیر روي q نقطه ي هر براي هرگاه گویند، خود-گرا5 را G در t به s از مسیر یک

حرکتش در هرگز است، حرکت حال در q به s از مسیر روي پیوسته طور به که نقطه اي یک رأس)،
1Abam
2region-fault tolerant spanners
3convex regions

4Alamdari
5self-approaching
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مسیر یک ،G در t و s رأس دو هر براي هرگاه گویند خود-گرا را G هندسی گراف نشود. دور q از
وتر-افزایشی1 را مسیر یک ببینید). را 1 - 3آ (شکل باشد داشته وجود G در t به s از خود-گرا

گراف یک و باشد خود-گرا مبدأ) به مقصد و مقصد به (مبدأ جهت دو هر در مسیر آن اگر گویند

باشد داشته وجود وتر-افزایشی مسیر یک رأسش دو هر بین هرگاه گویند وتر-افزایشی را هندسی

ببینید). را 1 - 3ب (شکل

p q

.q و p بین وتر-افزایشی مسیر یک (ب)
p q

وتر-افزایشی که q به p از خود-گرا مسیر یک (آ)
نیست.

وتر-افزایشی. و خود-گرا مسیر :3 - 1 شکل

کار تعدادي صفحه در نقاط از مجموعه یک روي بر خود-گرا گراف هاي ساخت زمینه ي در

کارهاي در گراف ها نوع این به زیاد توجه دلایل از یکی .[43 ،28 است[3، شده انجام تحقیقاتی

که است شده ثابت هستند. خوبی کشش ضریب داراي گراف ها نوع این که است این تحقیقاتی

وتر-افزایشی گراف هاي کشش ضریب و [36] ۵٫٣٣٣٢ حداکثر خود-گرا گراف هاي کشش ضریب

.[51] است ٢٫٠٩۴ حداکثر

رساله کلیّات 3-1

می گیریم: نظر در را هندسی شبکه هاي تحلیل و طراحی با مرتبط مسئله ي چند ما رساله، این در

می کنیم. معرفی را پیوسته یائوي گراف نام به هندسی گراف هاي از جدیدي نوع ،2 فصل در

با که θ زاویه ي به نسبت پیوسته یائوي گراف باشد. حقیقی عدد یک ٠ < θ ≤ ٢π که کنید فرض

هر بین شود: می ساخته زیر صورت به S نقطه ي مجموعه روي می شود داده نمایش cY (θ) نماد

داشته وجود p مرکز به θ دهانه ي با مخروط یک اگر فقط و اگر دارد وجود یالی ،p, q ∈ S رأس دو

که کنید تصور دیگر، عبارتی به باشد. مخروط این در p به نقطه نزدیک ترین q که طوري به باشد
1increasing-chord
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p پیوسته، یائوي گراف در بنابراین می چرخد. p ∈ S نقطه ي یک حول θ دهانه ي با مخروط یک

این در می شود. متصل چرخش حین در مخروطِ داخل نقطه ي نزدیک ترین به یالی توسط همواره

می کنیم. بررسی را گراف ها نوع این خود-گرایی خاصیت و خطا تحمل پذیري کشش، ضریب فصل،

است t-پوشش یک cY (θ) پیوسته ي یائوي گراف ،٠ < θ ≤ ٢π/٣ هر براي که می دهیم نشان ما

که می دهیم نشان همچنین، نیست. این گونه π ≤ θ ≤ ٢π براي ولی می باشد، ثابت مقدار یک t که

همچنین نیست. همبند لزوماً ،θ > π هر براي ولی است همبند cY (θ) گراف ،٠ < θ ≤ π هر براي

براي که می دهیم نشان و می کنیم بررسی نیز ناحیه-خطا تحمل پذیري مدل در را خصوصیات این

اگر حتی است) θ به وابسته و ثابت مقدار t) می ماند باقی t-پوشش یک cY (θ) گراف ،θ < π/٣ هر

همبند θ ≤ π هر براي cY (θ) که می دهیم نشان همچنین ما شود. حذف آن از محدبی ناحیه ي

است. [11] مقاله ي از مستخرج فصل، این شود. حذف آن از محدبی بخش اگر حتی می ماند باقی

می کنیم ارائه WSPD کمک با شکاف-حریصانه پوشش ساخت براي الگوریتم یک ،3 فصل در

یک حریصانه پوشش اگرچه، است. O(n) و O(n٣) ترتیب به آن حافظه ي و زمانی پیچیدگی که

شکاف-حریصانه پوشش وزن از بهتر نظري دیدگاه از آن وزن همچنین و است عالی کیفیت با پوشش

O(n٢) زمان در حریصانه پوشش ساخت براي الگوریتمی هیچ داریم اطلاع ما که جایی تا اما است،

شکاف- پوشش ساخت براي الگوریتمی که می دهیم نشان فصل، این در است. نشده ارائه این از پیش

پوشش کشش ضریب همچنین، دارد. وجود حافظه O(n٢) بکاربردن با و O(n٢) زمان در حریصانه

O(n٣) اجراي زمان با الگوریتم سه همچنین فصل، این در می دهیم. بهبود را شکاف-حریصانه

اجراي زمان روي تجربی نتیجه ي چندین و می کنیم ارائه شکاف-حریصانه پوشش ساخت براي

الگوریتم ها این از یکی که می گیریم نتیجه تجربی، نتایج به توجه با می کنیم. ارائه الگوریتم ها این

به همچنین ما است. سریع تر می شوند، معرفی که دیگري الگوریتم هاي به نسبت (2-4-3 (الگوریتم

مورد شکاف-حریصانه، پوشش با مقایسه در را حریصانه پوشش هندسی خصوصیات تجربی صورت

است. [15] مقاله ي از مستخرج فصل، این می دهیم. قرار بررسی

شده ي تضعیف حالت که ضعیف خود-گراي گراف هاي نام به جدیدي مفهوم ،4 فصل در

چندجمله اي زمان در که می کنیم ارائه الگوریتم یک ما می کنیم. معرفی را است خود-گرا گراف هاي
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همچنین، خیر. یا است ضعیف خود-گراي شده، داده هندسی گراف یک آیا که می دهد تشخیص

مسئله ي و صفحه در نقطه اي مجموعه هر براي مسطح ضعیف خود-گراي گراف یک ساخت مسئله ي

خود-گراي t-مسیر یک آن رأس دو هر بین که t-پوشش (یک ضعیف خود-گراي t-پوشش ساخت

نشان خاص، طور به می کنیم. بررسی را صفحه در نقطه مجموعه هر براي دارد) وجود ضعیف

شده توزیع مثلث یک مرز روي که S نقطه ي مجموعه هر و t > ١ حقیقی عدد هر براي که می دهیم

همچنین دارد. وجود است، t به وابسته فقط k که یال O(kn) با وتر-افزایشی t-پوشش یک است،

بحث مورد را شد مطرح [49] همکارانش و دهکردي توسط که حل نشده اي مسئله ي فصل، این در

مجموعه هر براي مسطح وتر-افزایشی گراف یک که می دهیم نشان ما خاص، طور به می دهیم. قرار

نشان همچنین، دارد. وجود است، گرفته قرار قائم الزاویه یا منفرجه مثلث یک مرز روي که نقطه اي

وتر-افزایشی گراف یک دارد، قرار حاده مثلث یک مرز روي که نقطه اي مجموعه هر براي که می دهیم

[12] مقاله ي از مستخرج فصل، این دارد. وجود اشتاینري نقطه ي 3 حداکثر کردن اضافه با مسطح

است.

براي الگوریتم یک سپس و می کنیم معرفی را هندسی پوشش دو ادغام مسئله ي ،5 فصل در

ساخت براي غلبه اي و تقسیم الگوریتم هیچ هنوز داریم، اطلاع ما که جایی تا می کنیم. ارائه آن حل

دو ادغام مفهوم از استفاده با بار، اولین براي ما بنابراین، است. نشده ارائه هندسی پوشش یک

نقطه ي مجموعه یک براي t-پوشش یک ساخت جهت غلبه و تقسیم الگوریتم دو هندسی، پوشش

t-پوشش یک ساخت براي غلبه و تقسیم الگوریتم یک همچنین، می کنیم. ارائه صفحه در شده داده

در خاص ناحیه هاي از یک سري براي و شده داده نقاط از مجموعه یک براي ناحیه-خطا تحمل پذیر

است. [14] مقاله ي از مستخرج فصل، این می کنیم. ارائه صفحه،

نقطه مجموعه یک روي را زاویه1 به مقید هندسی پوشش هاي ساخت مسئله ي ،6 فصل در

هندسی گراف یک باشد. مثبت حقیقی عدد یک θ که کنید فرض می گیریم. نظر در صفحه در

E در {p, r} و {p, q} مجزاي یال دو هر بین زاویه ي هرگاه گویند θ زاویه ي به مقید را G(S,E)

شبکه ي ساخت مسئله ي [21] اسمید و کارمی2 ،2012 سال در بار اولین براي باشد. θ حداقل

S نقطه ي مجموعه هر براي که دادند نشان آن ها کردند. بررسی را زاویه به مقید هندسی پوششی
1angle-constrained 2Carmi
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مقید t-پوشش یک ،٠ < θ < π/٣ با θ زاویه ي هر براي و Rd اقلیدسی فضاي در نقطه n شامل

آن ها است. وابسته θ به فقط t که می شود ساخته O(n log n) زمان در که دارد وجود θ زاویه ي به

عنوان به را θ ≥ π/٣ با θ زاویه ي به مقید هندسی پوششی شبکه ي ساخت مسئله ي مقاله، درهمان

طور به می کنیم. حل را حل نشده مسئله ي این ما فصل، این در کردند. مطرح حل نشده مسئله ي

براي که طوري به دارد وجود صفحه در نقطه n شامل P مجموعه ي یک که می دهیم نشان خاص،

ندارد. وجود P رئوس مجموعه ي با θ زاویه ي به مقید همبند هندسی گراف هیچ θ > π/٣ هر

زاویه ي به مقید t-پوشش هیچ ،t < ٢/
√

٣ هر براي و θ = π/٣ براي که می دهیم نشان همچنین

است. [13] مقاله ي از مستخرج فصل، این ندارد. وجود P روي θ

می کنیم. بیان را حل نشده مسائل و گیري نتیجه ،3-6 فصل در
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2 فصل
پیوسته یائوي گراف



مقدمه 1-2

کنید فرض می کنیم. بیان اینجا در را تعریف این مجدداً کردیم. تعریف را یائو گراف قبل، فصل در

که است این t-پوشش ساخت ساده ي روش یک باشد. صفحه در نقطه n شامل مجموعه اي S که

است ذکر به (لازم نماییم افراز مخروط1 ثابتی تعداد به p ∈ S نقطه ي هر حول را صفحه ابتدا

r که ،(p, r) یال سپس و است) xها محور با مماس ساعت گرد، جهت در مخروط اولین مرز که

نوع این اضافه کنیم. شده، ساخته تاکنون که گرافی به را است مخروط در p به نقطه نزدیک ترین

یائو و [33] همکارش و فلینچباق2 توسط مستقلاً که هستند معروف یائو گراف هاي به گراف ها،

تقریب خوبی به را کامل هندسی گراف هاي یائو، گراف هاي که است شده ثابت شدند. معرفی [56]

.[26 ،24 ،20 ،18 ،16 ،7] می زنند

دهانه ي داراي مخروط هر و است مخروط ها تعداد k که می دهیم نمایش Yk با را یائو گراف

-(١+
√

٣) یک Y١٢ که داد نشان [24] کلارکسون ،1987 سال در بار اولین براي است. θ = ٢π/k

Yk که دارد وجود k یک ،t > ١ هر براي که دادند نشان [7] همکارانش و آلزوفر است. پوشش

پوششی شبکه ي یک Yk که دادند نشان [20] همکارانش و بوز ،k > ٨ براي است. t-پوشش یک

براي که کردند ثابت همکارانش و بوز بعدها که است ١/(cos θ − sin θ) حداکثر کشش ضریب با

.[18] است ١)/١ − ٢ sin(θ/٢)) حداکثر کشش ضریب با پوششی شبکه ي یک ،Yk ،گراف k > ۶

و باربا5 توسط بعدها که است ١٧٫۶۴ ،Y۶ کشش ضریب که کردند ثابت [26] رادونیس4 و دامیان3

کشش ضریب همچنین مقاله، همان در شد. داده بهبود ۵٫٨ به کشش ضریب این [16] همکارانش

[18] همکارانش و بوز شد. داده بهبود ١)/١ − ٢ sin(٣θ/٨)) به k ≥ ۵ که فرد k مقادیر براي Yk
ثابت عدد هیچ که داد نشان [29] ملا6 ال ،k < ۴ براي است. ۶۶٣-پوشش یک Y۴ که دادند نشان

شود. t-پوشش یک Yk آن، ازاي به که ندارد وجود t

یکسان مخروط چرخش یک نقاط همه ي که هستند اولیه فرض این بر مبتنی یائو گراف هاي

دستگاه هاي نقاط این اگر کاربردي، دیدگاه از می برند. بکار را خارجی ثابت جهت یک به توجه با
1cone
2Flinchbaugh
3Damian

4Raudonis
5Barba
6El Molla



α

باشد. مربعی می تواند پیوسته یائوي گراف یال هاي تعداد :1 - 2 شکل

اینکه براي نقاط این آنگاه دهند، نمایش را آنها بین ارتباطی راه هاي یال ها و دهند نمایش را بیسیم

دستگاه یک گذاري اشتراك نیازمند بچرخانند، یکسان صورت به را مخروط هایشان تا باشند قادر

شبکه به را مشکلات از سطحی یکسان، مختصاتی اطلاعات وجود عدم هستند. یکسان مختصات

از را پیوسته، یائوي گراف هاي نام به یائو گراف هاي از جدیدي نوع ما رساله، این در می کند. وارد

کنیم. می بررسی داخلی، طور به مخروط ها چرخش دیدگاه

θ زاویه ي به نسبت پیوسته یائوي گراف باشد. حقیقی عدد یک ٠ < θ ≤ ٢π که کنید فرض

بین می شود: ساخته زیر صورت به S نقطه ي مجموعه روي می شود داده نمایش cY (θ) نماد با که

وجود p مرکز به θ دهانه ي با مخروط یک اگر فقط و اگر دارد وجود یالی ،p, q ∈ S رأس دو هر

تصور دیگر، عبارتی به باشد. مخروط این در p به نقطه نزدیک ترین q که طوري به باشد داشته

p پیوسته، یائوي گراف در می چرخد. p ∈ S نقطه ي یک حول θ دهانه ي با مخروط یک که کنید

می شود. متصل چرخش، حین در مخروطِ داخل نقطه ي نزدیک ترین به

که γ هر و θ هر ازاي به که است خاصیت این داراي پیوسته یائوي گراف یائو، گراف برخلاف

خطی آن ها یال هاي تعداد همواره که یائو گراف هاي برخلاف همچنین، .cY (θ) ⊆ cY (γ) ،θ ≥ γ

مثال طور (به باشد مربعی مرتبه ي از یال تعدادي شامل است ممکن پیوسته یائوي گراف است،

α < π زاویه ي هم با که متقاطع پاره خط دو روي یکسان صورت به ورودي نقاط که کنید فرض

یک که است یال هایی آن همه ي شامل cY (θ) ،θ < α هر ازاي به باشند. شده توزیع می سازند،

است، دیگر پاره خط روي نقطه اي یال، آن دیگر سر و پاره خط یک روي نقطه یک آن ها انتهایی سر

ببینید). را 1 - 2 شکل
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ناحیه- بودن تحمل پذیر خاصیت و خود-گرایی خاصیت بودن، پوششی خاصیت فصل، این در

،θ < ٢π/٣ اگر که می دهیم نشان ،2 بخش در می کنیم. مطالعه پیوسته یائوي گراف هاي براي را خطا

بخش این در که روشی که دید خواهیم است. ٢−١)/١ sin(θ/۴)) برابر ،cY (θ) کشش ضریب آنگاه

جبري روش بار، اولین براي ،3 بخش در ببریم. بکار θ = ٢π/٣ حالت براي نمی توانیم را می رود بکار

۶٫٠۴١١-پوشش یک cY (٢π/٣) که داد خواهیم نشان آن کمک به و می کنیم معرفی را جدیدي

عدد هیچ که داد خواهیم نشان می کنیم. بررسی را است θ > ٢π/٣ که حالتی ،4 بخش در است.

در کشش ضریب مقدار ما باشد. t-پوشش یک cY (π) آن، ازاي به که ندارد وجود t > ١ ثابت

همبندي همچنین می کنیم. مطرح حل نشده مسئله ي عنوان به را باشد ٢π/٣ < θ < π که حالتی

همبند cY (θ) گراف ،θ ≤ π هر ازاي به که داد خواهیم نشان و می کنیم بررسی را cY (θ) گراف

ناحیه-خطا تحمل پذیري ،5 بخش در باشد. ناهمبند است ممکن cY (θ) آنگاه ،θ > π اگر اما است،

بخش در و نیست خود-گرا cY (θ) که می دهیم نشان ،6 بخش در می کنیم. مطالعه را cY (θ) در

می کنیم. نتیجه گیري را فصل این ،7

یعنی دارند قرار کلی حالت در نقاط که می کنیم فرض فصل، این طول در که کنید توجه

هستند. یکتا دیگر رئوس به رأس یک از فاصله ها

باریک مخروط هاي براي پیوسته یائوي گراف 2-2

را است θ < ٢π/٣ که زمانی براي cY (θ) گراف کشش ضریب محاسبه ي مسئله ي بخش، این در

می گیریم. نظر در

.angle(ba, ac) ≤ α < π و |ac| ≤ |ab| که طوري به باشند نقطه سه c و b ،a اگر .([16]) 1 - 2-2 لم
آنگاه

|bc| ≤ |ab| − (١ − ٢ sin(α/٢))|ac|,

است. ac و ba پاره خط هاي بین زاویه ي angle(ba, ac) اینجا، در که

مرکز به و θ دهانه ي با مخروطی Cab که می کنیم فرض ،cY (θ) گراف در b و a رأس دو براي
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می گیرد. قرار زاویه اش نیمساز روي b که طوري به باشد a

١)/١ − ٢ sin(θ/۴)) کشش ضریب داراي cY (θ) گراف آنگاه ،٠ < θ < ٢π/٣ اگر .2 - 2-2 قضیه
است.

مسیر یک cY (θ) در b و a رأس دو هر بین که دهیم نشان است کافی قضیه، اثبات براي اثبات.
فاصله1 ي رتبه ي روي استقرا بر مبتنی اثبات دارد. وجود ١)/١ − ٢ sin(θ/۴))|ab| حداکثر طول با

فاصله ي اساس بر را نقاط زوج تمام اینکه یعنی نقطه زوج یک فاصله ي رتبه ي از (منظور است |ab|

رتبه ي ترتیب، این در نقطه زوج هر شماره ي به کنیم. مرتب بزرگ به کوچک از آن ها اقلیدسی

می گوییم). زوج آن فاصله ي

هر در (a, b) یال رو، این از باشند، رئوس از زوج نزدیک ترین b و a که صورتی در استقرا: پایه ي
می شود. اضافه cY (θ) به باشد، b شامل که a مرکز با مخروط

فاصله ي از آن ها اقلیدسی فاصله ي که رأس دو هر براي حکم، که می کنیم فرض استقرا: فرض
باشد. برقرار است، کم تر ،(a, b) زوج اقلیدسی

(١)/١ − ٢ sin(θ/۴))) |ab| طول به مسیر یک b و aرأس دو بین که می دهیم نشان حال، استقرا: حکم
حداکثر طول به مسیر یک که است بدیهی آنگاه باشد، گراف در (a, b) یال اگر دارد. وجود

(a, b) که کنید فرض پس، است. تمام اثبات و دارد وجود b و a بین (١)/١ − ٢ sin(θ/۴))) |ab|

مخروط هر در ،b به نسبت a به نزدیک تر رأسی که معناست بدین این نباشد. cY (θ) به متعلق

Cab مخروط براي موضوع این بنابراین، دارد. وجود باشد، b شامل که a مرکز به و θ دهانه ي با

Cab که آنجایی از باشد. Cab در a به رأس نزدیک ترین na که کنید فرض می کند. صدق نیز

داریم 1 - 2-2 لم طبق بنابراین، است. θ/٢ حداکثر angle(naa, ab) بنابراین است، θ دهانه ي داراي

که θ/۴ < π/۶ داریم ،θ < ٢π/٣ که آنجایی از کنید توجه .|bna| ≤ |ab| − (١ − ٢ sin(θ/۴))|ana|

استقرا فرض می توانیم بنابراین، .|bna| < |ab| رو، این از و ١ − ٢ sin(θ/۴) > ٠ که معناست بدین

١)/١ − ٢ sin(θ/۴))|bna| حداکثر طول با b و na بین Q مسیر یک پس، ببریم. بکار b و na براي را

b و a بین مسیر یک مسیر، این وضوح به بگیرید. نظر در را {(a, na)} ∪Q مسیر حال دارد. وجود
1rank of distance
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با: است برابر حداکثر آن طول و است

|ana|+
١

١ − ٢ sin(θ/۴)
|bna| ≤ |ana|+

١
١ − ٢ sin(θ/۴)

(|ab| − (١ − ٢ sin(θ/۴))|ana|) =

|ana|+
١

١ − ٢ sin(θ/۴)
|ab| − |ana| =

١
١ − ٢ sin(θ/۴)

|ab|.

■ می کند. کامل را اثبات رابطه، این

۶٫٠۴١١-پوشش یک cY (٢π/٣) گراف 3-2

چندجمله اي ریشه ي بزرگ ترین

p(t) = −٢۵+٩٠t−٣٩t٢−٢۴۶t٣+٣۶٣t۴+١٣٨t۵−۵٨٩t۶+٢١۶t٢٩١+٧t٢٠−٨۴t٨−٩۴t١٠+۶t٢+١١t١٢

ثابت بخش، این در است. p(t) ریشه ي بزرگ ترین t ≈ ۶٫٠۴١١ که می کنیم فرض بگیرید. نظر در را

a رأس دو هر براي که می دهیم نشان منظور، بدین است. t-پوشش یک cY (٢π/٣) که می کنیم

بخش، این انتهاي در دارد. وجود t|ab| حداکثر طول به b به a از مسیر یک ،cY (٢π/٣) در b و

می آید. بدست چگونه چندجمله اي این که شد خواهد مشخص

روي استقرا بر مبتنی اثبات باشد. cY (٢π/٣) در دلخواه رأس دو b و a که کنید فرض

به باشند، cY (٢π/٣) در رئوس زوج نزدیک ترین b و a که صورتی در است. |ab| فاصله ي رتبه ي

ما که کنید (توجه می شود اضافه باشد، b شامل که a مرکز به مخروط هر در (a, b) یال وضوح،

دو هر براي نتایج که کنید فرض حال، دارند). قرار کلی حالت در نقاط که کرده ایم فرض قبل از

در b و a رأس دو براي که می دهیم نشان باشد. برقرار است، |ab| از کم تر آن ها فاصله ي که رأس

فرض کلیت، دادن دست از بدون دارد. وجود t|ab| حداکثر طول به b به a از مسیر یک ،cY (٢π/٣)

با را b به نسبت a استقرایی مجموعه ي ما .|ab| = ١ بنابراین .b = (١, ٠) و a = (٠, ٠) که کنید

ببینید). را 2 - 2آ (شکل می کنیم تعریف Iab = {p ∈ R٢ : |ap|+ t|pb| ≤ t|ab|}

نتیجه دارند، قرار کلی حالت در نقاط که اولیه فرض از که می کنیم شروع لم یک با را اثبات

می شود.
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c∗

Iba Iab
u w

c

ba

داده نمایش Iba و Iab استقرایی مجموعه هاي (ب)
قرار می توانند nbو na که دایره اي بخش هاي شده اند.
نمایش روشن قرمز و روشن آبی رنگ با ترتیب به گیرند

است. شده داده

ba

Iab

t = ٢

t = ٣

t = ۵٫٢٨ t = ∞c

مقادیر براي Iab استقرایی مجموعه ي (آ)
.t مختلف

2 - 2 شکل

می شود. دربرگرفته |ab| شعاع و b مرکز به D دیسک توسط ،Iab استقرایی مجموعه ي .1 - 3-2 لم
دارد. قرار Iab از خارج است، D مرز روي که p ̸= a نقطه ي هر همچنین،

t|pb| < داریم ،|ap| > ٠ که آنجایی از باشد. Iab در نقطه یک p ̸= a که کنید فرض اثبات.
آن مرز روي و دارد قرار |ab| شعاع و b مرکز به دایره داخل حتماً p نتیجه، در .|ap|+ t|pb| ≤ t|ab|

■ ندارد. قرار

قرار نیمسازش روي b که است a مرکز به مخروط یک Cab شد ذکر قبل از که طور همان

Cba و Cab مخروط هاي در b و a به نقاط نزدیک ترین ترتیب به nb و na که کنید فرض دارد.

درواقع، باشد. داشته وجود t|ab| حداکثر طول به b به a از مسیر یک آنگاه ،na ∈ Iab هرگاه باشند.

ببریم بکار را استقرا فرض می توانیم بنابراین، .|nab| < |ab| داریم 1 - 3-2 لم طبق ،na ∈ Iab چون

مسیر بنابراین ،na ∈ Iab چون آوریم. بدست b و na بین t|nab| حداکثر طول به Q مسیر یک و

می باشد. مطلوب که است |ana|+t|nab| ≤ t|ab| حداکثر طول به b به a از مسیر یک {(a, na)}∪Q

است. استقرایی خاصیت داراي Iba مجموعه ي مشابه، طور به

تمام استقرایی، خاصیت به توجه با اثبات آنگاه ،nb ∈ Iba یا na ∈ Iab اگر که کنید توجه

که آنجایی از .nb ̸∈ Iba و na ̸∈ Iab که می کنیم فرض رو، این از می باشد. برقرار حکم و است
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می کنند: صدق زیر رابطه ي در ،Iab مرز روي نقاط مجموعه ي بنابراین ،b = (١, ٠) و a = (٠, ٠)

((−٢ + x)x+ y٢(٢t۴ + (x٢ + y٢(٢ − ٢)٢ + (−٢ + x)x+ y٢)(x٢ + y٢)t٢ = ٠, (1 - 2)

و c که کنید فرض می کند. تعریف را y و x اساس بر چهار درجه ي منحنی یک معادله ، این که

را 2 - 2ب (شکل دارد قرار c∗ بالاي c که کنید فرض و باشند Cbaو Cab مرزهاي اشتراك نقاط c∗

c = (١/٢,
√

٣/٢) داریم هستند، متساوي الاضلاع △abc∗ و △abc مثلث هاي که آنجایی از ببینید).

است برابر u بنابراین، می نامیم. u را ac پاره خط با Iab مرز اشتراك نقطه ي .c∗ = (١/٢,−
√

٣/٢) و

با

u =

(
t(t− ٢)

٢(t٢ − ١)
,

√
٣ t(t− ٢)

٢(t٢ − ١)

)
≈ (٠٫٣۴٣٨, ٠٫۵٩۵۶). (2 - 2)

w بنابراین، می نامیم. w را bc خط پاره با Iba مرز اشتراك نقطه ي که کنید فرض مشابه، طور به

با است برابر

w =

(
١ − t(t− ٢)

٢(t٢ − ١)
,

√
٣ t(t− ٢)

٢(t٢ − ١)

)
≈ (٠٫۶۵۶١, ٠٫۵٩۵۶).

مرکز به مدور1 قطاع .|xy′| = |xy| که می گیریم نظر در گونه اي به را y′ و y ،x نقطه ي سه

نمایش C(x, y, y′) با را است گرفته قرار ساعت، عقربه هاي خلاف جهت در و xy′ و xy بین که x

می گیریم: نظر در را آن ها که دارد وجود حالت دو حال، می دهیم.

نقطه دو که حالتی در اثبات دارند. قرار x محور بالاي دو هر nb و na که کنید فرض الف): حالت
و C(a, b, c) مدور قطاع هاي در ترتیب به nb و na که آنجایی از است. مشابه است، x محور زیر

بکار nanb روي را استقرا فرض می توانیم پس، .|nanb| < |ab| داریم بنابراین، دارند، قرار C(b, c, a)

مسیر حال، آوریم. بدست t|nanb| حداکثر طول به nb به na از φnanb
مسیر یک سپس و ببریم

t|ab| = t حداکثر φab طول که می دهیم نشان بگیرید. نظر در را b به a از φab = ana∩φnanb
∪nbb

می کنیم. پیدا nanb پاره خط طول روي را کرانی منظور، بدین است.

داریم: است، شده داده نمایش 2 - 2ب شکل در که الف) حالت پیکربندي در .2 - 3-2 لم

|nanb| ≤ |uc| = |wc| = |uw|.
1circular sector
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الف). حالت در b و a به مجاور ناحیه هاي :3 - 2 شکل

همچنین، گیرد. قرار C(a, b, c) مدور قطاع داخل باید na شد، ذکر قبل از که طور همان اثبات.
دارد. قرار C(a, b, c)\Iab قسمت در na بنابراین دارد، قرار Iab از خارج na که کرده ایم فرض چون

قطاع از کمانی و Iab اشتراك نقطه ي v و باشد C(a, b, c)\Iab محدب1 پوشش Na که کنید فرض

اشتراك نقطه ي v′ که کنید فرض مشابه، طور به ببینید). را 3 - 2 (شکل باشد C(a, b, c) مدور

مدور کمان و uv ،uc پاره خط هاي توسط Na بنابراین، باشد. C(b, c, a) مدور قطاع از کمانی و Iba
را Nb مشابه، طور به است. شده احاطه می کند، متصل c به را v که 1 شعاع به و a مرکز به

بیش ترین محاسبه ي با بنابراین ،nb ∈ Nb و na ∈ Na چون می نامیم. C(b, c, a)\Iba محدب پوشش

na بین فاصله ي روي بالا کران یک می توانیم ،Nb در نقطه یک و Na در نقطه یک بین فاصله ي

می دهیم نمایش mb و ma با می کند، بیشینه را فاصله این که نقطه اي دو ما آوریم. بدست nb و

باشد). داشته وجود (ma,mb) زوج چند است ممکن که کنید (توجه mb ∈ Nb و ma ∈ Na که

در محدب تابع یک f : X → R (تابع محدب تابع یک اقلیدسی، فاصله ي تابع که آنجایی از

باشیم داشته ،t ∈ [٠, ١] هر ازاي به و X در x٢ و x١ هر ازاي به هرگاه است X برداري فضاي

(f(tx١ + (١ − t)x٢) ≤ tf(x١) + (١ − t)f(x٢)

مانند زوجی بنابراین هستند، محدب Nb و Na مجموعه ي دو هر که آنجایی از و است

دارند. قرار Nb مرز روي mb و Na مرز روي ma که طوري به دارد وجود (ma,mb)

و △(u, v, c) ⊂ Na مثلث هاي مرزهاي که است نیاز فقط که می کنیم ادعا حقیقت، در
ماه2 ادعا، این اثبات براي بگیریم. نظر در ،(ma,mb) کردن پیدا منظور به را △(w, c, v′) ⊂ Nb

نقطه دورترین ماه، این در x نقطه ي یک براي بگیرید. نظر در را Na \ △(u, v, c) توسط شده ایجاد
1convex hull 2lune
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مرکز به دایره که کنید توجه بگیرید. نظر در را می دهیم نمایش f(x) با و دارد قرار Nb در که آن از

از کوچک تر دایره این شعاع زیرا، نمی شود، شامل را دو هر یا و v یا و c یا می گذرد، x از که f(x)

f(x) از x به نسبت v یا و c یا بنابراین، ببینید). را 3 - 2 (شکل است Na مرز روي مدور کمان شعاع

مرزمثلث روي ma بنابراین، گیرند. قرار ماه این داخل نمی توانند mb و ma رو، این از و دورترند

دارد. قرار △(w, c, v′) مثلث مرز روي mb که کرد ثابت می توان مشابه طور به دارد. قرار △(u, v, c)

بنابراین می دانیم، قبل از را △(w, c, v′) و △(u, v, c) مثلث هاي رئوس مختصات که آنجایی از

■ .|mamb| = |uc| = |cw| = |uw| کنیم بررسی راحتی به می توانیم

هستند، 1 حداکثر دو هر |bnb| و |ana| و است |uc| حداکثر |nanb| طول که آنجایی از

است. ٢ + t|uc| حداکثر φab = ana ∪ φnanb
∪ nbb مسیر طول ،2 - 3-2 لم به توجه با بنابراین،

c = (١/٢,
√

٣/٢) ،b = (١, ٠) ،a = (٠, ٠) که آنجایی از .٢+ t|uc| ≤ t|ab| که می کنیم ثابت حال،

است: زیر نامساوي با ارز هم ٢ + t|uc| ≤ t|ab| نامساوي ،|au| = t(t−٢)
t١−٢ و

٢ + t

(
١ − t(t− ٢)

t٢ − ١

)
≤ t.

از بزرگ تر t = ۶٫٠۴١١ که آنجایی از .t > ١ و t٣ − ۴t٢ + ٢ ≥ ٠ هرگاه است درست نامساوي این

پیکربندي هرگاه بنابراین، است. تمام اثبات بنابراین است، x٣ −۴x٢ +٢ حقیقی ریشه ي بزرگ ترین

طول به b به a از φab مسیر یک و ببریم بکار را استقرا فرض می توانیم باشیم، داشته را الف) حالت

آوریم. بدست ٢ + t|uc| ≤ t|ab| حداکثر

nb و na اگر است. الف) حالت مانند اثبات روش اما است مشکل کمی ب) حالت اثبات ب): حالت
کلیت، دادن دست از بدون آنگاه گیرند، قرار ab خط پاره به نسبت همدیگر مخالف جهت هاي در

نقطه ي c∗ که کنید توجه دارد. قرار x محور بالاي nb و x محور پایین na که کنیم فرض می توانیم

قراردارد. x محور پایین در که است Cba و Cab مرزهاي تقاطع

گیرد. قرار C(a, c∗, b) داخل باید na بنابراین نیست، cY (٢π/٣) یال (a, b) که آنجایی از

این ببینید). را 4 - 2 (شکل باشد C(a, c∗, b) کمان با Iab مرز تقاطع نقطه ي v∗ که کنید فرض

قرار Iab از خارج c∗ ،1 - 3-2 لم طبق و است Iab داخل b زیرا دارد وجود همیشه تقاطع نقطه ي

داریم: 1 - 2 معادله ي از است، x٢ + y٢ = ١ دایره ي از بخشی C(a, c∗, b) کمان که آنجایی از دارد.
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آ)

درجه ψ اندازه ي به Cab چرخاندن با که C′
ab مخروط ب) .ψ = angle(v∗a, ac∗) زاویه ي و v∗ نقطه ي آ) :4 - 2 شکل

می آید. بدست ساعت، عقربه هاي خلاف جهت در

v∗ =

(
t٢ + ٢t− ١

٢t٢ ,− t− ١
٢t٢

√
(t+ ٣)(١t− ١)

)
(3 - 2)

≈ (٠٫۶۵٠٫٧−,١٨۵٨٣).

ψ = π/٣ − که آنجایی از ببینید). را 2 - 4(آ) (شکل ψ = angle(v∗a, ac∗) که کنید فرض

داریم: 3 - 2 معادله ي از بنابراین ،angle(ba, av∗)

tan(ψ) = tan(π/٣ − angle(ba, av∗)) =
tan(π/٣)− tan(angle(ba, av∗))

١ + tan(π/٣) tan(angle(ba, av∗))

=

√
٣
(
t٢ + ٢t− ١

)
− (t− ١)

√
(t+ ٣)(١t− ١)

t٢ + ٢t− ١ +
√

٣(t− ١)
√

(t+ ٣)(١t− ١)
. (4 - 2)

ترتیب بدین (و C ′
ab مخروط که کنید فرض .ψ ≈ ١٠٫۶٨٠٠◦ نتیجه در و tan(ψ) ≈ ٠٫١٨٨۵ بنابراین

به و ساعت عقربه هاي خلاف جهت در و a نقطه ي حول (c (نقطه ي Cab چرخش از ،(c′ نقطه ي

فرض ببینید). را 2 - 4(ب) (شکل C(a, v∗, b) ⊂ Iab که کنید توجه آید. بدست درجه، ψ اندازه ي

استقرا، فرض بنابر باشد، Iab داخل n′a اگر باشد. C ′
ab داخل a به نقطه نزدیک ترین n′a که کنید

نمی تواند n′a ،C(a, v∗, b) ⊂ Iab که آنجایی از .n′a ̸∈ Iab که کنید فرض بنابراین، است. تمام اثبات

پوشش N ′
a که کنید فرض گیرد. قرار x محور بالاي باید n′a رو، این از و باشد C(a, v∗, b) داخل

همانند ببینید). را 5 - 2 (شکل باشد N ′
a داخل باید n′a بنابراین، باشد. C(a, c′, b) \ Iab محدب

که کنید فرض گیرد. قرار است، C(b, c, a) \ Iba محدب پوشش که Nb داخل باید nb الف) حالت

نتیجه 4 - 2 معادله ي از ببینید). را 5 - 2 (شکل باشد Iab و C ′
ab مرزهاي اشتراك نقطه ي u′ ∈ ac
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Nb و N ′
a :5 - 2 شکل

است: زیر صورت به می گذرد، c′ و a نقطه ي دو از که خطی معادله ي که می شود

y = tan(π/٣ + ψ)x =
tan(π/٣) + tan(ψ)

١ − tan(π/٣) tan(ψ)
x

=

√
٣
(
t٢ + ٢t− ١

)
+ (t− ١)

√
(t+ ٣)(١t− ١)

−
(
t٢ + ٢t− ١

)
+

√
٣(t− ١)

√
(t+ ٣)(١t− ١)

x.

با است برابر u′ نقطه ي x مؤلفه ي بنابراین،

١
۴t٢(t٢ − ١)

(
۵t۴ − ٢t٣ + ٢t٢ + ٢t− ١

−
√

٣(t− ١)(t٢ + ۴t− ١)
√

(t+ ٣)(١t− ١)
)

با است برابر c′ نقطه ي x مؤلفه ي و

−(t٢ + ٢t− ١) +
√

٣(t− ١)
√

(t+ ٣)(١t− ١)
۴t٢ .

ثابت را زیر لم ،2 - 3-2 لم اثبات مشابه .c′ ≈ (٠٫٣٣٠٨, ٠٫٩۴٣۶) و u′ ≈ (٠٫١١٢۴, ٠٫٣٢٠٧) بنابراین،

می کنیم.

است. |u′c| حداکثر nb و n′a بین فاصله ي ب)، حالت پیکربندي در .3 - 3-2 لم

N ′
a در نقطه یک بین فاصله ي بیش ترین محاسبه ي با بنابراین، ،nb ∈ Nb و n′a ∈ N ′

a چون اثبات.
اثبات مشابه آوریم. بدست nb و n′a بین فاصله ي براي بالا کران یک می توانیم ،Nb در نقطه یک و

،ma مانند نقطه یک که می شود ایجاد زمانی فاصله بیش ترین که دهیم نشان می توانیم ،2 - 3-2 لم

را موضوع این درستی می توان راحتی به شود. انتخاب Nb مرز از ،mb مانند نقطه یک و N ′
a مرز از

از ،q ̸= p که q ∈ N ′
a نقطه ي هر فاصله ي به نسبت u′ از p ∈ Nb نقطه ي هر فاصله ي که کرد بررسی
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vP
P ′

باشد. ناهمبند می تواند cY (θ) آنگاه ،θ > π اگر :6 - 2 شکل

کنید توجه همچنین کنیم. پیدا را u′ از Nb نقطه ي دورترین است کافی بنابراین، است. بیش تر ،u′

بنابراین، نمی شود. c شامل می گذرد، Nb از مدور کمان روي نقطه اي از که u′ مرکز به دایره که

کنیم. پیدا را u′ از Nb ⊃ △(w, c, v′) مثلث مرز روي نقطه ي دورترین که است کافی

راحتی به ،△(w, c, v′) مثلث رئوس مختصات همچنین و u′ دقیق مختصات به توجه با

■ .|n′anb| ≤ |mamb| = |u′c| بنابراین .mb = c و ma = u′ که کنیم بررسی می توانیم

طبق بنابراین، است. ١ > |u′c| برابر حداکثر nb و n′a بین فاصله ي ،3 - 3-2 لم به توجه با

آوریم. بدست t|n′anb| حداکثر طول به nb به n′a از φn′
anb

مسیر یک می توانیم استقرا فرض

،3 - 3-2 لم به توجه با باشد. b به a از مسیر یک an′a ∪ φn′
anb

∪ nbb = φab که کنید فرض

است. ٢ + t|u′c| ≥ ٢ + φn′
anb

حداکثر φab طول وضوح، به

و b = (١, ٠) ،a = (٠, ٠) که آنجایی از .t|ab| ≥ ٢ + t|u′c| که می کنیم ثابت اکنون ما

t|ab| ≥ ٢+ t|u′c| که می رسیم نتیجه این به ،u′ مختصات از استفاده با بنابراین ،c = (١/٢,
√

٣/٢)

چندجمله اي حقیقی ریشه ي بزرگ ترین t ≈ ۶٫٠۴١١ که کنید (توجه t ≈ ۶٫٠۴١١ و p(t) ≥ ٠ هرگاه

φab مسیر یک استقرا کمک با می توانیم دهد، رخ ب) حالت پیکربندي هرگاه بنابراین، است). p(t)

آوریم. بدست t|ab| ≥ ٢ + t|u′c| حداکثر طول به b به a از

مسیر یک ،t ≈ ۶٫٠۴١١ ثابت براي و cY (٢π/٣) در b و a رأس دو هر براي خلاصه، طور به

می آوریم. بدست را زیر قضیه ي بنابراین دارد. وجود t|ab| حداکثر طول به cY (٢π/٣) در b به a از

t ≤ ۶٫٠۴١١ آنگاه ،θ = ٢π/٣ اگر که طوري به است t-پوشش یک cY (θ) گراف .4 - 3-2 قضیه
. t ≤ min

{
۶٫٠۴١١, ١

٢−١ sin(θ/۴)

}
آنگاه ،θ < ٢π/٣ اگر و

31



بزرگ تر زاویه هاي 4-2

می کند. فراهم θ ≤ ٢π/٣ مقادیر براي cY (θ) کشش ضریب براي بالا کران یک ،4 - 3-2 قضیه ي

θ اگر که می دهد نشان می آید ادامه در که نتایجی می افتد؟ اتفاقی چه θ > ٢π/٣ مقادیر براي اما

باشد. ناهمبند می تواند cY (θ) آنگاه باشد، بزرگ خیلی

آن روي cY (θ) که طوري به دارد وجود نقاط از مجموعه اي ،θ > π هر براي .1 - 4-2 قضیه
است. ناهمبند

یک P که کنید فرض .θ = π + ϵ که طوري به دارد وجود ϵ > ٠ بنابراین ،θ > π چون اثبات.
یک را P ′ باشد. رادیان π − ϵ/٢ حداقل آن داخلی زاویه هاي که طوري به باشد منتظم چندضلعی

آن ها بین فاصله ي که می دهیم قرار صفحه در طوري را P ′ و P حال، بگیرید. نظر در P از کُپی

را P روي v رأس یک ببینید). را 6 - 2 (شکل باشد P روي متوالی رأس دو بین فاصله ي از بیش تر

که آنجایی از است. رادیان π + ϵ/٢ = ٢π − (π − ϵ/٢) حداکثر ،v خارجی زاویه ي بگیرید. نظر در

از می شود. شامل را P روي v همسایه هاي از یکی v مرکز به مخروط هر است، θ از کم تر زاویه این

v ،cY (θ) در است، همسایه هایش تا v فاصله ي از بیش تر P ′ و P بین فاصله ي که آنجایی از رو، این

کردیم انتخاب دلخواه کاملاً صورت به را v ما که آنجایی از شد. نخواهد وصل P ′ در رأسی به هرگز

■ کرد. نخواهد متصل P ′ به را P ،cY (θ) در یالی هیچ نتیجه، در است، P از کُپی یک P ′ و

،S روي cY (θ) پیوسته ي یائوي گراف ،θ ≤ π هر و S نقطه ي مجموعه هر براي .2 - 4-2 قضیه
است. همبند

θ = π براي را قضیه است کافی ،cY (π) ⊆ cY (θ) داریم ،θ ≤ π هر براي که آنجایی از اثبات.
آن ها x مختصات که طوري به باشد S در نقاط همه ي مجموعه ي Sr که کنید فرض کنیم. ثابت

یک v و S′ ̸= ∅ که کنید فرض بگیرید. نظر در را S′ = S\Sr مجموعه ي حال، است. بیش ترین

یک روي S نقاط همه ي است، S′ = ∅ که حالتی در که کنید (توجه باشد S′ در دلخواه نقطه ي

cY (θ) که کرد ثابت می توان است، آمده بعدي پاراگراف در که آنچه مشابه که دارند قرار افقی خط
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.3 - 4-2 قضیه اثبات :7 - 2 شکل

از دارد. وجود cY (π) در مسیري یک Sr در نقطه یک و v بین که می کنیم ثابت است). همبند

شامل که دارد وجود π دهانه ي با و v مرکز به C مخروط یک همواره بنابراین، ،v ∈ S′ که آنجایی

(v, q) وضوح، به باشد. C در v به نقطه نزدیک ترین q که کنید فرض حال، باشد. Sr در نقطه یک

و v بین بالا، روند تکرار با بنابراین است، متناهی S نقاط تعداد که آنجایی از است. cY (π) در یالی

دارد. وجود مسیري یک Sr در نقطه یک

بین که داد نشان می توان راحتی به باشد. 2 حداقل ،Sr اعضاي تعداد که کنید فرض حال،

اندکی Sr رأس هر در را مخروط کافیست فقط که دارد وجود مستقیم مسیر یک ،Sr در رأس دو هر

رأس یک و S′ در رأس هر بین که آنجایی از حال، باشد. Sr در رأس یک فقط شامل تا بچرخانید

است cY (π) در مسیري یک S در رأس دو هر بین مسیرها، اتصال با پس هست، مسیري یک Sr در

■ است. همبند cY (π) نتیجه در و

باشد. t-پوشش یک cY (π) که ندارد وجود t ثابت عدد هیچ که می دهیم نشان ادامه، در

طوري به دارد وجود صفحه در نقاط از مجموعه اي ،t > ١ ثابت عدد هر ازاي به .3 - 4-2 قضیه
نیست. t-پوشش یک آن روي cY (π) پیوسته ي یائوي گراف که

مجموعه اي S که کنید فرض می نامیم. S بسازیم، می خواهیم که را نقاطی مجموعه ي اثبات.
به کنیم اضافه S به را نقاطی می خواهیم باشد. |pq| = ١ که طوري به باشد q و p نقطه ي دو از

اندازه ي به ،S رئوس مجموعه ي روي cY (π) گراف در q و p بین مسیر کوتاه ترین طول که طوري

که کنید فرض است. شده  داده نمایش 7 - 2 شکل در مجموعه این ساخت روش شود. زیاد دلخواه

مضربی با و عمودي صورت به را دایره این ما می گذرد. q و p از که باشد |pq| قطر به دایره اي C

شکل ببینید.). را 2 - 7آ (شکل می کشیم کش، یک همانند است، حقیقی عدد یک r ≥ ١ که ٢r از
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بیضی این روي را q یا p از ١/٢ فاصله ي به یک هر نقطه، چهار ابتدا می باشد. بیضی یک حاصل

ما که می کنیم اضافه شکل این به را دیگري نقاط سپس، ببینید). را (شکل2 - 7ب می دهیم قرار

که وقتی تا می دهیم ادامه را کار این و می دهیم قرار موجود نقاط از ١/٢ فاصله ي در را نقاط این

ببینید). را 2 - 7ج (شکل برسند همدیگر به نقاط، زنجیره ي دو هر

نیم صفحه اي H که کنید فرض بگیرید. نظر در را S جدید مجموعه ي از v رأس یک حال،

به کردیم ارائه S از که ساختی طبق بر است. S در نقطه تعدادي شامل و می گذرد v از که است

هستند، H در که دیگر نقاط تا v فاصله ي به نسبت بیضی روي همسایه هایش تا v فاصله ي وضوح،

ایجاد بیضی این در قطري هیچ cY (π) ساخت در بنابراین، زنجیره). انتهاي از غیر (به است کم تر

محدب پوشش همان واقع در که می دهد محدب چندضلعی یک تشکیل cY (π) نتیجه، در نمی شود.

ببینید). را د 7 - 2 (شکل است S

یک هر که وقتی می یابد. افزایش زنجیره هر روي رئوس تعداد دهیم، افزایش را r اگر حال

از بود. خواهد k = ٢k/٢ حداقل q و p بین مسیر کوتاه ترین طول است، رأس k داراي زنجیره ها از

کنیم، انتخاب بزرگ دلخواه، اندازه ي به را r می توانیم می ماند، ثابت q و p بین فاصله ي که آنجایی

■ باشد. t-پوشش یک cY (π) آن، ازاي به که ندارد وجود t ثابت مقدار هیچ بنابراین،

cY (θ) در خطا تحمل پذیري 5-2

می دهیم نشان بخش، این در باشد. صفحه در محدب ناحیه هاي همه ي خانواده ي C که کنید فرض

براي C-خطا تحمل پذیر t-پوشش یک cY (θ) پیوسته ي یائوي گراف ،٠ < θ < π/٣ هر براي که

ناحیه ي هر و θ ≤ π هر براي که می دهیم نشان این، بر علاوه است. t ≥ ١)/١ − ٢ sin(θ/٢))

زیر لم به ما باشد. همبند KS ⊖C گراف اگر فقط و اگر است همبند cY (θ)⊖C گراف ،C محدب

داریم. نیاز

اگر فقط و اگر است C-خطا تحمل پذیر t-پوشش یک S روي G هندسی گراف .([2]) 1 - 5-2 لم
صفحه در محدب ناحیه هاي همه ي خانواده ي C آن در که باشد H-خطا تحمل پذیر t-پوشش یک
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است. نیم صفحه ها همه ي خانواده ي H و

می کنیم. ثابت را زیر قضیه ي حال،

و ٠ < θ < π/٣ که طوري به باشند حقیقی عدد دو t و θ که کنید فرض .2 - 5-2 قضیه
t-پوشش یک cY (θ) گراف صفحه، در S نقطه ي مجموعه هر براي .t ≥ ١)/١ − ٢ sin(θ/٢))

است. صفحه در محدب ناحیه هاي همه ي خانواده ي C که است C-خطا تحمل پذیر

H-خطاست تحمل پذیر t-پوشش یک cY (θ) که دهیم نشان کافیست ،1 - 5-2 لم طبق اثبات.
باشد. H در دلخواه نیم صفحه ي یک h که کنید فرض است. نیم صفحه ها همه ي خانواده ي H که

و p بین t-مسیر یک دارند، قرار h از خارج که p, q ∈ S نقطه ي زوج هر براي که دهیم نشان باید

اساس بر اثبات باشند. h از خارج نقطه دو p, q ∈ S که کنید فرض دارد. وجود cY (θ) ⊖ h در q

است. |pq| اقلیدسی فاصله ي رتبه ي روي استقرا

(p, q) یال بنابراین، باشند، S ⊖ h در نقاط زوج نزدیک ترین q و p که صورتی در استقرا: پایه ي
فاصله ي یعنی دارند قرار کلی حالت در نقاط ما، اولیه ي فرض طبق (زیرا باشد cY (θ)⊖ h در باید

است). یکتا دیگر رئوس تا رأس یک بین

،|ab| < |pq| که a, b ∈ S ⊖ h هر براي و باشد نقطه زوج یک (p, q) می کنیم فرض استقرا: فرض
دارد. وجود cY (θ)⊖ h در b و a بین t-مسیر یک

دست از بدون دارد. وجود cY (θ)⊖ h در q و p بین t-مسیر یک که می دهیم نشان استقرا: حکم
کرده ایم فرض ابتدا از ما که کنید (توجه باشد h به q از نزدیک تر h به p که کنید فرض کلیت، دادن

θ-مخروط یک بنابراین دارند، قرار h از خارج q و p که آنجایی از دارند). قرار کلی حالت در نقاط که

نیم صفحه ي Cp و q ∈ Cp که طوري به دارد وجود p مرکز به Cp مانند (θ دهانه ي با مخروط (یک

Cp مخروط داخل p به نقطه نزدیک ترین r که کنید فرض ببینید). را 8 - 2 (شکل نکند قطع را h

لم طبق ،|pr| ≤ |pq| که آنجایی از و ١ − ٢ sin(θ/٢) > ٠ داریم ،θ < π/٣ که آنجایی از باشد.

t-مسیر یک و ببریم بکار (r, q) روي را استقرا فرض می توانیم بنابراین، .|rq| < |pq| داریم ،1 - 2-2

به بگیرید. نظر در را P := {(p, r)} ∪ Q مسیر حال، آوریم. بدست cY (θ) ⊖ h در q به r از Q
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داریم: ،1 - 2-2 لم به توجه با است. cY (θ)⊖ h در q به p از مسیر یک P وضوح،

|P | = |pr|+ |Q| ≤ |pr|+ t|rq| ≤ |pr|+ t (|pq| − (١ − ٢ sin(θ/٢))|pr|)

= t|pq|+ (١ − t(١ − ٢ sin(θ/٢))) |pr| ≤ t|pq|.

یک P بنابراین، می شود. نتیجه t ≥ ١)/١ − ٢ sin(θ/٢)) رابطه ي از بالا، رابطه ي در آخر نامساوي

■ است. cY (θ)⊖ h در q به p از t-مسیر

بررسی را است صفحه در محدب ناحیه ي یک C که cY (θ) ⊖ C همبندي ما ادامه، در

است، ناحیه-خطا تحمل پذیر پوشش یک cY (θ) گراف ،θ < π/٣ هر براي که آنجایی از می کنیم.

که می دهیم نشان ادامه، در باشد. همبند KS ⊖C اگر فقط و اگر است همبند cY (θ)⊖C بنابراین

می کنیم. ثابت را زیر لم ابتدا، است. همبند cY (θ)⊖ C گراف ،π/٣ ≤ θ ≤ π براي

است. همبند cY (θ)⊖ h گراف ،٠ < θ ≤ π زاویه ي هر و h نیم صفحه ي هر براي .3 - 5-2 لم

از که می دهیم نشان باشد. دارد، قرار h از خارج که h از رأس دورترین p که کنید فرض اثبات.
بین مسیر یک مختلف، رئوس از مسیرها اتصال با دارد. وجود p به مسیر یک h از خارج رأس هر

v که کنید فرض حال، می کند. ثابت را لم این که می آوریم بدست h از خارج رئوس از زوج هر

موازي خط یک L که کنیم فرض آنگاه نباشد، h از رأس دورترین v اگر باشد. h از خارج رأس یک

به نسبت h از آن ها فاصله ي که دارند وجود رئوسی که آنجایی از می گذرد. v از که باشد h مرز با

نباشد h شامل و باشد L آن مرز که g مانند نیم صفحه اي بنابراین، است، بیش تر h تا v فاصله ي

به غیرتهی θ-مخروط یک شامل g بنابراین، باشد. cY (θ)⊖ h در رأسی شامل حتماً که دارد وجود

(u, v) وضوح، به باشد. θ-مخروط این در v به رأس نزدیک ترین u که کنید فرض است. v مرکز

می شویم دور h از فرایند، این تکرار و u سمت به v از حرکت با حال، است. cY (θ)⊖ h در یال یک

توجه لحظه، این در برسیم. دارد، قرار h از فاصله دورترین در که v′ مانند رأس یک به که زمانی تا

قرار h با موازي ℓ خط یک روي باید دارند قرار h از فاصله دورترین در که رئوسی همه ي که کنید

یکی همچنین و نمی کند قطع را h که v′ مرکز به مخروط بنابراین، .v′ ̸= t که کنید فرض گیرند.

بچرخانید اندکی را مخروط این بگیرید. نظر در را است p جهت در و ℓ خط بر منطبق مرزهایش از
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.2 - 5-2 قضیه ي اثبات :8 - 2 شکل

رأس ،v′ به مخروط این در رأس نزدیک ترین نباشد. h در رأسی هیچ شامل ولی شود شامل را p تا

تکرار و w سمت به v′ از حرکت با می نامیم. w را رأس این ما است. p جهت در و ℓ روي v′ از بعد

■ است. همبند cY (θ)⊖ h که می دهد نشان این می رسیم. p به نهایت در فرایند، این

است همبند cY (θ) ⊖ C گراف ،θ ≤ π زاویه ي هر و C محدب ناحیه ي هر براي .4 - 5-2 قضیه
است. S روي هندسی کامل گراف KS که باشد همبند KS ⊖ C اگر فقط و اگر

cY (θ) که آنجایی از باشد. صفحه در دلخواه محدب ناحیه ي یک C که کنید فرض اثبات.
طرف یک اثبات بنابراین، است. KS ⊖ C از زیرگرافی cY (θ) ⊖ C بنابراین است، KS از زیرگرافی

طرف حال، گرفت. نتیجه را KS ⊖C همبندي می توان cY (θ)⊖C همبندي از است: واضح قضیه

KS ⊖ C در که رأسی زوج هر بین که می دهیم نشان منظور، بدین می کنیم. ثابت را قضیه دیگر

هر بین مسیرها، این اتصال دارد. وجود cY (θ)⊖C در مسیر یک هستند، وصل بهم یال یک توسط

ایجاد cY (θ) ⊖ C در مسیر یک هستند، متصل هم به مسیر یک توسط KS ⊖ C در که رأسی دو

می کند. کامل را اثبات و می کند

قطع را C ناحیه ي (u, v) یال بنابراین باشد. KS ⊖ C در یال یک (u, v) که کنید فرض

شوند، مجزا خط، یک توسط می توانند نامتقاطع، محدبِ چندضلعی دو هر که آنجایی از نمی کند.

توجه با نباشد. نیم صفحه آن در v و u ولی باشد C شامل که دارد وجود h نیم صفحه ي یک بنابراین

به که دارد وجود cY (θ) در v به u از مسیر یک بنابراین است، همبند cY (θ) ⊖ h ،3 - 5-2 لم به

وجود نیز cY (θ)⊖C در مسیر این است، C شامل h که آنجایی از دارد. قرار h از خارج کامل طور

که دارد وجود cY (θ) ⊖ C در KS ⊖ C یال هر انتهایی رأس دو هر بین مسیر یک بنابراین، دارد.
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نقطه چین یال است. خود-گرا آن روي cY (π/٢) اما نیست خود-گرا آن روي Y۴ که نقطه مجموعه یک :9 - 2 شکل
است. cY (π/٢) به متعلق ولی نیست Y۴ به متعلق

■ می کند. ثابت را قضیه این

پیوسته یائوي گراف هاي خود-گرایی 6-2

براي نقضی مثا ل هاي اما هستند. خود-گرا یائو، گراف هاي که شود تصور طور این است ممکن

وجود θ یک آیا که است این شود مطرح است ممکن که سؤالی حال، دارد. وجود موضوع این

9 - 2 شکل باشد؟ وتر-افزایشی یا خود-گرا صفحه، در نقطه از مجموعه هر روي cY (θ) که دارد

خود- Y۴ یائوي گراف آن در که می دهد نشان را {p, q, r, s} نقطه ي چهار از مجموعه اي از مثالی

یک رئوس نقطه، چهار این شکل، این در که کنید توجه است. خود-گرا cY (π/٢) اما نیست گرا

چهار همه ي نباشد. یکی فاصله اي دو هیچ که شده اند جابجا اندکی فقط که هستند متوازي الاضلاع

،(p, q) یعنی متوازي الاضلاع این کوچک قطر اما هستند Y۴ و cY (π/٢) به متعلق متوازي الاضلاع یال

که می شود باعث Y۴ در (p, q) یال وجود عدم اما نیست. Y۴ به متعلق ولی است cY (π/٢) به متعلق

راحتی به و نیست خود-گرا Y۴ که می دهد نشان این نباشد. خود-گرا ،Y۴ در q و p بین مسیر هر

نشان ادامه در حال، است. خود-گرا نقطه، مجموعه این روي cY (π/٢) که کرد بررسی می توان

نیست. گرا خود همیشه ،cY (θ) گراف که می دهیم

آن روي cY (θ) که طوري به دارد وجود نقاط از مجموعه اي ،θ > ٠ هر براي .1 - 6-2 قضیه
نیست. خود-گرا
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آنگاه ،θ ≥ ٢π/٣ اگر که آنجایی از می کنیم. ثابت ٠ < θ ≤ ٢π/٣ براي را قضیه ما اثبات.
می شود. نتیجه ،θ > ٠ هر براي قضیه بنابراین، ،cY (θ) ⊆ cY (٢π/٣)

فرض بگیرید. نظر در را q = (١, ٠) و p = (٠, ٠) نقطه ي دو نقطه، مجموعه ساخت براي

به ترتیب به دایره هایی Dq و Dp و می کند عبور q و p از که باشد یک قطر به دایره اي C که کنید

نقطه، دو y و x که کنید فرض همچنین، ببینید). را 10 - 2 (شکل باشند یک شعاع به و q و p مرکز

angle(yp, pq) < θ/٢ و angle(xp, pq) < θ/٢ که طوري به باشند q و p ماه داخل و C از خارج

باشند. (p, q) منصف عمود به نسبت y و x آینه اي تصویر y′ و x′ و باشد

angle(xp, py) = که آنجایی از بگیرید. نظر در نقطه مجموعه این روي را cY (θ) حال،

q شامل که p مرکز به θ-مخروط هر زیرا نمی باشد، (p, q) یال شامل cY (θ) ،angle(x′q, qy′) < θ

به می گیرد. بر در هستند، نزدیک تر q با مقایسه در p به که را y و x نقاط از یکی حداقل باشد،

نسبت q به که را y′ و x′ از یکی حداقل باید باشد p شامل که q مرکز به θ-مخروط هر مشابه، طور

،(p, x) یال هاي از یک هیچ تالس1، قضیه ي براساس علاوه، به بگیرد. بر در هستند، نزدیک تر p به

یال ها این که آنجایی از باشند. q به p از خود-گرا مسیر از بخشی نمی توانند (p, y′) و (p, x′) ،(p, y)

و q به p از خود-گرا مسیر هیچ cY (θ) در بنابراین دارند، وجود cY (θ) در که هستند یال هایی تنها

■ نیست. خود-گرا cY (θ) که می دهد نشان این ندارد. وجود بالعکس یا

< θp q

x

y

x′

y′

Dp Dq
C

.1 - 6-2 قضیه ي اثبات :10 - 2 شکل

1Thales
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نتیجه گیري 7-2

کشش، ضریب و کردیم معرفی را پیوسته یائوي گراف نام به هندسی گراف هاي از جدیدي نوع ما

هر براي که دادیم نشان ما کردیم. بررسی را آن ها خود-گرایی خاصیت و خطا تحمل پذیري

ثابت مقدار یک t آن در که است t-پوشش یک cY (θ) پیوسته ي یائوي گراف ،٠ < θ ≤ ٢π/٣

،٠ < θ ≤ π هر براي که دادیم نشان همچنین نیست. این گونه π ≤ θ ≤ ٢π براي ولی می باشد،

خصوصیات این همچنین ما نیست. همبند لزوماً θ > π هر براي ولی است همبند cY (θ) گراف

گراف ،θ < π/٣ هر براي که دادیم نشان و کردیم بررسی نیز ناحیه-خطا تحمل پذیري مدل در را

از محدبی ناحیه ي اگر حتی است) θ به وابسته و ثابت مقدار t) می ماند باقی t-پوشش یک cY (θ)

اگر حتی می ماند باقی همبند ،θ ≤ π هر براي cY (θ) که دادیم نشان همچنین شود. حذف آن

شود. حذف آن از محدبی بخش

می کنیم. مطرح حل نشده، مسئله ي عنوان به سؤال دو زیر در

است؟ باشد، ثابتی مقدار t که t-پوشش یک ٢π/٣ < θ < π براي cY (θ) آیا .1

باشد، ثابتی مقدار یک t که C-خطا تحمل پذیر t-پوشش یک π/٣ ≤ θ ≤ π براي cY (θ) آیا .2

است؟
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3 فصل
شکاف-حریصانه پوشش حافظه ي و زمانی پیچیدگی بهبود



مقدمه 1-3

و آریا توسط که است شکاف-حریصانه الگوریتم پوشش، ساخت حریصانه ي الگوریتم هاي از یکی

و چاندرا2 توسط که است شکاف1 خاصیت بر مبتنی الگوریتم، این شد. معرفی [9] همکارانش

یال هاي مجموعه ي E و باشد حقیقی عدد یک w ≥ ٠ که کنید فرض شد. معرفی [22] همکارانش

مجزا ي یال دو هر براي اگر دارد w-شکاف خاصیت E که می شود گفته باشد. Rd در جهت دار

می شود گفته همچنین و ،|pr| > w×min(|pq|, |rs|) باشیم داشته E در (r, s) و (p, q) (جهت دار)

E در (r, s) و (p, q) (جهت دار) مجزا ي یال دو هر براي اگر دارد قوي w-شکاف خاصیت E که

.|qs| > w ×min(|pq|, |rs|) و |pr| > w ×min(|pq|, |rs|) باشیم داشته

کران یک کردن پیدا براي آن از می توان که است اهمیت حائز جهت این از شکاف خاصیت

اگر که دادند نشان [22] همکارانش و چاندرا کرد. استفاده هندسی گراف یک وزن روي بالا

داریم آنگاه باشد، داشته شکاف خاصیت G(S,E) جهت دار هندسی گراف یک یالی مجموعه ي

G یالی مجموعه ي اگر که کردند ثابت همچنین آن ها .wt(E) = O(log n) · wt(MST (S))

خروجی درجه ي و ورودي درجه ي ،G در v رأس هر براي آنگاه باشد، داشته قوي w-شکاف خاصیت

است. یک حداکثر v رأس

پوشش یک ساخت جهت را شکاف-حریصانه الگوریتم [9] همکارانش و آریا ،1997 سال در

پوشش الگوریتم، این از حاصل گراف به که کردند معرفی صفحه در نقاط از مجموعه اي هر روي

شکاف پوشش که دادند نشان آن ها .([44] ببینید را 1-1-3 (الگوریتم می گویند شکاف-حریصانه

مجموعه ي که دادند نشان آن ها همچنین است. کوچک و ثابت کشش ضریب داراي حریصانه

یال هاي که طوري به شود افراز زیرمجموعه ثابتی تعداد به می تواند شکاف-حریصانه پوشش یالی

و چاندرا نتایج بکاربردن با رو، این از باشند. داشته قوي شکاف-حریصانه ي خاصیت افراز، هر

الگوریتم توسط شده تولید شکاف-حریصانه ي پوشش از رأس هر که داد نشان می توان همکارانش،

.[22] است ٢⌈٢π/θ⌉ حداکثر درجه ي داراي ببینید) را 1-1-3 (الگوریتم GൺඉGඋൾൾൽඒ(S, θ, w)

برابر ⌈٢π/θ⌉(١ + ٢/w) log n از کم تر شکاف-حریصانه پوشش وزن آنگاه ،w > ٠ اگر همچنین،
1gap property 2Chandra



که طوري به باشند حقیقی عدد دو w و θ که کنید فرض است. wt(MST (S))

توسط شده تولید گراف که کرد ثابت می توان .٠ ≤ w < (cos θ − sin θ)/٢ و ٠ < θ < π/۴

.[9] t = ١/(cos θ− sin θ− ٢w) که طوري به است t-پوشش یک GൺඉGඋൾൾൽඒ(S, θ, w) الگوریتم

O(n٣) ترتیب به GൺඉGඋൾൾൽඒ(S, θ, w) الگوریتم حافظه ي و زمانی پیچیدگی وضوح، به

o(n٣) زمانی پیچیدگی با الگوریتمی هیچ داریم، تاکنون که اطلاعاتی طبق بر است. O(n٢) و

الگوریتم نام به الگوریتمی ،[9] اسمید و آریا ندارد. وجود شکاف-حریصانه پوشش ساخت براي

یک صفحه، در نقطه n از مجموعه اي هر براي که کردند ارائه را شده اصلاح شکاف-حریصانه ي

پوشش خصوصیات مشابه خصوصیاتش نظري دیدگاه از که می سازد هندسی پوششی شبکه ي

تأکید ما است. O(n log٢ n) دو) (هر حافظه ي و زمانی پیچیدگی داراي و است شکاف-حریصانه

شکاف-حریصانه ي الگوریتم خروجی با شده اصلاح شکاف-حریصانه ي الگوریتم خروجی که می کنیم

نیست. یکی لزوماً اصلی،
Algorithm 3-1-1: GൺඉGඋൾൾൽඒ(S, θ, w)

/* This algorithm takes as input a set S of n points in the
plane, and two real numbers θ and w such that 0 < θ < π/4,
0 ≤ w < (cos θ − sin θ)/2. The algorithm returns a directed
t-spanner G = (S,E), for t = 1/(cos θ − sin θ − 2w). */

1 Sort the 2
(
n
2

)
ordered pairs of distinct points in non-decreasing order of their

distances (ties are broken arbitrarily), and store them in a list L;
2 E := ∅;
3 foreach ordered pair (p, q) ∈ L do
4 add := true;
5 foreach edge (r, s) ∈ E do

/* Let −→a be a vector from the origin to the point a. We
define angle(pq, rs) to be the angle between the vectors−−−→
q − p and −−−→

s− r. */
6 if angle (pq, rs) ≤ θ then
7 add := add ∧(|pr| > w|rs|) ∧ (|qs| > w|rs|);
8 end
9 end
10 if add = true then
11 E := E ∪ (p, q);
12 end
13 end
14 return G = (S,E);

دیدگاه از حریصانه پوشش وزن چه اگر آورید. خاطر به اول فصل از را حریصانه پوشش

داریم، که اطلاعاتی آخرین اساس بر اما است، بهتر شکاف-حریصانه پوشش وزن به نسبت نظري
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است. نشده ارائه حریصانه پوشش ساخت براي o(n٢ log n) اجراي زمان با الگوریتمی هیچ تاکنون

و زمان O(n٢) به که می کنیم ارائه شکاف-حریصانه پوشش ساخت براي الگوریتم یک فصل، این در

ساخت الگوریتم اولین الگوریتم، این داریم، که اطلاعاتی آخرین اساس بر دارد. نیاز حافظه، O(n٢)

این روي تغییراتی اعمال با همچنین، دارد. نیاز زمان o(n٣) به که است شکاف-حریصانه پوشش

و زمان O(n٣) به که می کنیم ارائه شکاف-حریصانه پوشش ساخت براي دیگري الگوریتم الگوریتم،

از را شکاف-حریصانه پوشش کشش ضریب همچنین، فصل، این در ما دارد. نیاز حافظه O(n) به

می شود باعث عمل، این که می دهیم بهبود ١)/١ − ٢ sin(θ/٢)− ٢w) به ١/(cos θ − sin θ − ٢w)

شود. داده بهبود درجه 60 بالاي حد به درجه 45 بالاي حد از الگوریتم براي زاویه محدودیت که

سه همچنین فصل، این در دهیم. تعمیم بالاتر ابعاد به را نتایج می توانیم راحتی به که دید خواهیم

اجراي زمان و می کنیم ارائه شکاف-حریصانه پوشش ساخت جهت ،O(n٣) اجراي زمان با الگوریتم

تحقیق، این ابتداي در می کنیم. مقایسه 1-1-3 الگوریتم اجراي زمان با عمل در را الگوریتم ها این

حریصانه پوشش ساخت زمان که باشد داشته وجود صفحه در نقاطی مجموعه که بودیم امیدوار

دو هر نظري خواص بودن یکی فرض (با باشد بیش تر شکاف-حریصانه پوشش به نسبت آنها براي

نکرد. تأیید را موضوع این تجربی، نتایج نهایت، در اما پوشش)،

زمان و حافظه پیچیدگی بهبود 2-3

داراي که می کنیم ارائه شکاف-حریصانه پوشش ساخت جهت الگوریتمی ابتدا بخش، این در

این روي را تغییراتی انتها، در است. خطی حافظه ي پیچیدگی و سه مرتبه ي زمانی از پیچیدگی

حافظه اي کمک با و دو مرتبه ي از زمانی در را شکاف-حریصانه پوشش که می دهیم انجام الگوریتم

می سازد. دو، مرتبه ي از
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حافظه پیچیدگی بهبود 1 - 2-3

ببینید). را 3 - 2-1 (بخش است (WSPD) خوش-مجزا زوجی تجزیه ي مفهوم بر مبتنی اول، الگوریتم

،[5] همکارانش و آلواینز توسط که است الگوریتمی مشابه می کنیم ارائه اینجا در ما که الگوریتمی

را الگوریتم خلاصه، طور به ابتدا، در شد. ارائه خطی حافظه ي با حریصانه پوشش ساخت جهت

زوج هر در شکاف-حریصانه پوشش که می کند استفاده خاصیت این از الگوریتم می کنیم. توصیف

الگوریتم بنابراین، داد). خواهیم نشان بعداً را خاصیت (این است یال ثابتی تعداد شامل ،WSPD

الگوریتم سپس می سازد. خطی، حافظه ي یک بکاربردن با و خطی اندازه ي با WSPD یک ابتدا

آن داخل که کند پیدا را شکاف-حریصانه پوشش از یال هایی ،WSPD زوج هر براي که می کند سعی

جعبه هاي بین فاصله ي اساس بر را WSPD زوج هاي همه ي الگوریتم، منظور، بدین دارند. قرار زوج

در را نقاطی زوج ،WSPD زوج هر براي سپس، می کند. مرتب بزرگ به کوچک از آن ها، احاطه گر

معرفی بعداً که خاصیتی به نسبت را اقلیدسی فاصله ي کم ترین که می کند انتخاب WSPD زوج آن

حال، می نامیم. WSPD زوج آن براي انتخابی نقطه ي زوج را نقطه زوج این ما باشد. داشته می شود،

باشد. قبل مرحله ي در انتخابی نقاط زوج تمام بین در نقطه زوج نزدیک ترین (u, v) که کنید فرض

آن ها الگوریتم که هستند شکاف-حریصانه پوشش یال هاي ،(v, u) و (u, v) که داد خواهیم نشان

به یال ها این کردن اضافه از پس می کند. اضافه شده، محاسبه تاکنون که یالی مجموعه ي به را

شدن اضافه تأثیر تحت که WSPD زوج هر براي را انتخابی نقاط زوج باید الگوریتم یالی، مجموعه ي

است این الگوریتم، اصلی عمل کند. بروزرسانی اند، گرفته قرار است، شده اضافه اخیراً که یال هایی

زوج ها. همه ي براي نه و می دهد انجام WSPD زوج هاي از خاصی تعداد براي فقط را بروزرسانی که

این از الگوریتم بنابراین، دارد، خطی حافظه ي به نیاز WSPD که آنجایی از که است ذکر به لازم

می کند. استفاده مصرفی حافظه ي بهبود براي خاصیت،

بیان را می شود لازم بعداً که مهم لم تعدادي بپردازیم، الگوریتم جزئیات به اینکه از قبل

است. ثابت حقیقی عدد یک ،t > ١ که می کنیم فرض ادامه، در می کنیم.

زوج ٢
(
n
٢
) که کنید فرض همچنین، باشد. صفحه در نقطه n از مجموعه اي S که کنید فرض
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مانند لیست یک داخل و کرده ایم مرتب اقلیدسی فاصله ي اساس بر و غیر-نزولی صورت به را نقطه

آنگاه ،L[٢i] = (p, q) اگر داریم: ٠ ≤ i ≤
(
n
٢
)
− ١ که i هر براي که طوري به کرده ایم ذخیره L

می کنیم فرض سادگی، براي که L لیست درایه ي i امُین یعنی L[i] اینجا در که ،L[٢i+١] = (q, p)

کرده ایم. ذخیره را نقاط از زوج یک L درایه ي هر در که

بالا در که صورتی به L لیست ،1-1-3 الگوریتم اول گام در که می کنیم فرض ادامه، در

طوري به باشند حقیقی عدد دو w و θ که کنید فرض حال، است. شده ذخیره شد، داده توضیح

شده تولید شکاف-حریصانه ي پوشش G(S,E) و ٠ ≤ w < (cos θ − sin θ)/٢ و ٠ < θ < π/۴ که

داریم: را زیر لم حال، باشد. w و θ ورودي هاي با 1-1-3 الگوریتم توسط

وجود آن در (p, q) یال اگر فقط و اگر است شکاف-حریصانه پوشش در یالی (q, p) .1 - 2-3 لم
باشد. داشته

.L[٢i] = (p, q) و ٠ ≤ i ≤
(
n
٢
)
− ١ که طوري به باشد صحیح عدد یک i که کنید فرض اثبات.

فقط دراینجا .L[٢i] ∈ E اگر فقط و اگر L[٢i + ١] ∈ E که دهیم نشان کافیست لم، اثبات براي

اثبات مشابه طور به قضیه، دیگر سمت .L[٢i + ١] ∈ E آنگاه ،L[٢i] ∈ E اگر که می کنیم ثابت

است. i روي استقرا طریق از اثبات می شود.

و L[٠] ∈ E که دید می توان راحتی به ،1-1-3 الگوریتم به توجه با .i = ٠ براي استقرا: پایه ي
.L[١] ∈ E

باشد. برقرار k < i هر براي نتایج که کنید فرض استقرا: فرض
.L[٢i + ١] = (q, p) و L[i] = (p, q) که طوري به i > ٠ صحیح عدد براي استقرا: حکم
آنگاه ،L[٢l] ∈ E اگر داریم: l < i هر براي استقرا، فرض طبق .L[٢i] ∈ E که می کنیم فرض

نشان اینکه براي .Ei =

{
L[٢l], L[٢l + ١]

∣∣∣∣l < i و L[٢l] ∈ E

}
که کنید فرض .L[٢l + ١] ∈ E

داریم: ،(r, s) ∈ E هر براي که دهیم نشان کافیست ،(q, p) ∈ E دهیم


.1 angle(qp, rs) > θ یا،
.2 angle(qp, rs) ≤ θ و |qr| > w × |rs| و |ps| > w × |rs|. (1-3)
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در دلخواه عضو یک (r, s) که کنید فرض حال، .angle(pq, qp) = π > θ که کنید توجه

که آنجایی از حال، .(s, r) ∈ Ei بنابراین ،(r, s) ∈ Ei که آنجایی از ،Ei تعریف طبق باشد. Ei

داریم: ،(s, r) یال براي ،Ei تعریف طبق و (p, q) ∈ E


.1 angle(pq, sr) > θ یا،
.2 angle(pq, sr) ≤ θ و |ps| > w × |rs| و |qr| > w × |rs|. (2-3)

معادله ي طبق رو، این از .angle(pq, sr) = angle(qp, rs) که فهمید می توان راحتی به

■ می گیریم. نتیجه را 1-3 معادله ي راحتی به ،2-3

می کنیم: تعریف ،٠ ≤ w < (cos θ−sin θ)/٢ و ٠ < θ < π/۴ که w و θ حقیقی عدد دو براي

s := max

(
۴

sin(θ/٢)
,

٢
w

)
. (3 - 3)

.٢/s ≤ w و ۴/s ≤ sin(θ/٢) وضوح، به

از متناهی مجموعه ي دو B و A و حقیقی عدد یک s > ٠ که کنید فرض .([44]) 2 - 2-3 لم
نقطه دو q′ و q و A در نقطه دو p′ و p اگر هستند. خوش-مجزا ،s پارامتر به نسبت که باشند نقاط

آنگاه باشند. B در

|pp′| ≤ (٢/s)|pq|, .1

|p′q′| ≤ (١ + ۴/s)|pq|. .2

sin(angle(pq, p′q′)) ≤ ۴/s. .3

و ٠ < θ < π/۴ که طوري به باشند دلخواه حقیقی عدد دو w و θ که کنید فرض حال،

از مجموعه اي S ⊆ R٢ که کنید فرض .s = max
(

۴
sin(θ/٢) ,

٢
w

)
و ٠ ≤ w < (cos θ − sin θ)/٢

این، بر علاوه باشد. s پارامتر به نسبت S براي WSPD یک {(Ai, Bi)}mi=١ و صفحه در نقطه n

زوج یک طول باشد. C احاطه گر جعبه ي R(C) که کنید فرض نقاط، از C مجموعه ي یک براي

و می کنیم تعریف R(Bi) و R(Ai) حول دایره هاي مراکز بین فاصله ي را ،(Ai, Bi) خوش-مجزاي

می دهیم. نمایش ℓ(Ai, Bi) نماد با
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خوش- زوج یک (Ai, Bi) و باشند مثبت حقیقی عدد دو ℓ و γ که کنید فرض .([5]) 3 - 2-3 لم
(A′

i, B
′
i) خوش-مجزاي زوج هاي تعداد باشد. ℓ(Ai, Bi) = ℓ و WSPD در s پارامتر به نسبت مجزا

R(Bi) یا R(Ai) تا R(B′
i) و R(A′

i) از یکی حداقل فاصله ي و باشد [ℓ/٢, ٢ℓ] بازه ي در طولشان که

است. csγ = O(sd(١ + γs)d) با برابر باشد، γℓ مساوي یا کم تر

با 1-1-3 الگوریتم توسط شده تولید شکاف-حریصانه ي پوشش G(S,E) که کنید فرض

داریم: را زیر لم حال، باشد. w و θ پارامترهاي به توجه

(q, p) و (p, q) یال دو شامل دقیقاً یا شکاف-حریصانه پوشش ،١ ≤ i ≤ m که i هر براي .4 - 2-3 لم
(Ai×Bi)∪ (Bi×Ai) در یالی هیچ شامل یا و (p, q) ∈ (Ai×Bi)∪ (Bi×Ai) که طوري به است

نیست.

حالت ما .|E ∩ (Bi × Ai)| ≤ ١ و |E ∩ (Ai × Bi)| ≤ ١ که می کنیم ادعا ابتدا، اثبات.
فرض می شود. اثبات مشابه صورت به دیگر حالت و می کنیم اثبات را |E ∩ (Ai ×Bi)| ≤ ١

e = (x, y) یال دو شامل شکاف-حریصانه پوشش رو، این از .|E ∩ (Ai × Bi)| ≥ ٢ که کنید

که کنید فرض کلیت، دادن دست از بدون .y, y′ ∈ Bi و x, x′ ∈ Ai که است e′ = (x′, y′) و

لم طبق بر می شود. گرفته نظر در 1-1-3 الگوریتم توسط e′ از قبل e بنابراین ،|xy| ≤ |x′y′|

،s = max
(

۴
sin(θ/٢) ,

٢
w

)
که آنجایی از همچنین، .sin(angle(x′y′, xy)) ≤ ۴/s داریم ،2 - 2-3

که آنجایی از بنابراین، و sin(angle(x′y′, xy)) ≤ sin(θ/٢) رو، این از .۴/s ≤ sin(θ/٢) داریم

.angle(x′y′, xy) ≤ θ/٢ ≤ θ داریم ،٠ < θ < π/۴

که آنجایی از همچنین، .|xx′| ≤ (٢/s)|xy| داریم ،2 - 2-3 لم طبق بر دیگر، طرف از

رو، این از .|xx′| ≤ w|xy| داریم معادله، دو این ترکیب با .٢/s ≤ w داریم ،s = max
(

۴
sin(θ/٢) ,

٢
w

)
اضافه E به e′ هرگز می کند، بررسی e از بعد را e′ الگوریتم، که آنجایی از ،1-1-3 الگوریتم طبق بر

می گیریم نتیجه بنابراین، می شود. ثابت ما ادعاي نتیجه، در و است تناقض یک این که نمی شود،

.|E ∩ ((Ai ×Bi) ∪ (Bi ×Ai))| ≤ ٢ که

■ می کند. ثابت را لم این، که |E ∩ ((Ai ×Bi) ∪ (Bi ×Ai))| ≠ ١ داریم ،1 - 2-3 لم طبق بر

می آید: بدست زیر نتیجه ي ،4 - 2-3 لم از

48



است. یال O(sdn) شامل حداکثر شکاف-حریصانه پوشش .5 - 2-3 نتیجه

،١ ≤ i ≤ m با i هر براي باشد. S نقطه ي مجموعه روي یال ها از مجموعه اي E که کنید فرض

باشد (u, v) ∈ (Ai × Bi) ∪ (Bi × Ai) که (u, v) نقاط زوج همه ي مجموعه ي Ci که کنید فرض

داریم: (x, y) ∈ E هر براي که طوري به

یا، angle(uv, xy) > θ .1

.|vy| > w ×min(|uv|, |xy|) و |ux| > w ×min(|uv|, |xy|) و angle(uv, xy) ≤ θ .2

چنین ما باشد. اقلیدسی فاصله ي کم ترین با نقطه زوج یک (ui, vi) ∈ Ci که کنید فرض حال،

می نامیم. E به نسبت (Ai, Bi) انتخابی زوج را زوجی

با و O(|Ai||Bi||E|) زمان در می تواند (Ai, Bi) انتخابی زوج ،١ ≤ i ≤ m هر براي .6 - 2-3 لم
شود. محاسبه حافظه، O(|E|) بردن بکار

ورودي از را ١ ≤ i ≤ m صحیح عدد یک که باشد تابعی SൾඅൾർඍൾൽPൺංඋ(ං) که کنید فرض اثبات.
بالا در که یالها به مربوط شرط و (p, q) ∈ Ai × Bi زوج هاي همه ي بررسی با سپس و می گیرد

تابع این زمانی پیچیدگی وضوح، به می گرداند. بر و می کند پیدا را (Ai, Bi) انتخابی زوج شد، ذکر

■ است. O(|E|) آن حافظه ي پیچیدگی و O(|Ai||Bi||E|)

می پردازیم. خطی) حافظه ي با شکاف-حریصانه پوشش (ساخت اول الگوریتم جزئیات به حال،

شده ارائه خطی حافظه ي با حریصانه پوشش ساخت براي که است الگوریتمی مشابه الگوریتم، این

AൽൽTඈQඎൾඎൾ ،SൾඅൾർඍൾൽPൺංඋ است: تابع سه داراي کنیم ارائه می خواهیم که الگوریتمی .[5] است

تابع ،2-2-3 الگوریتم .(2-2-3 (الگوریتم LංඇൾൺඋSඉൺർൾGൺඉGඋൾൾൽඒSඉൺඇඇൾඋ و (1-2-3 (الگوریتم

می باشد. اصلی

یک با الگوریتم، است. 2-2-3 الگوریتم منظورمان ”الگوریتم“ می گوییم وقتی ادامه، در

{(Ai, Bi)}mi=١ WSPD یک الگوریتم ابتدا، در می شود. شروع Q خالی صف یک و E تهی مجموعه ي

(Ai, Bi) زوج هاي سپس و می سازد s = max
(

۴
sin(θ/٢) ,

٢
w

)
پارامتر با S نقطه ي مجموعه براي

،Bi و Ai مجموعه ي دو هر (براي می کند مرتب min(Ai, Bi) اساس بر و صعودي صورت به را
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قرار Bi و Ai احاطه گر جعبه هاي حول که دایره دو بین فاصله ي کم ترین طول min(Ai, Bi)

تابع کار، شروع در الگوریتم، سپس می شود). تعریف مشابه طور به max(Ai, Bi) است. دارند،

زوج هاي انتخابی زوج هاي تابع، این فراخوانی از پس می کند. فراخوانی i = ١ با را AൽൽTඈQඎൾඎൾ(i)

که کنید توجه می شوند. ذخیره Q اولویت صف در min(Ai, Bi) براساس (Ai, Bi) خوش-مجزا ي

یا min(Ai, Bi) ≤ min(Q) که می یابد ادامه وقتی تا صف به کردن اضافه تابع، این فراخوانی هر در

باشد. تهی Q

Algorithm 3-2-1: AൽൽTඈQඎൾඎൾ(Q, i)
Input: Queue Q and integer i with 1 ≤ i ≤ m.

1 while i ≤ m, and either Q is empty or min(Ai, Bi) ≤ min(Q) do
2 x := SൾඅൾർඍൾൽPൺංඋ(i);
3 if x is not nil, but a directed pair (u, v) then
4 Add (u, v) to Q with key |uv|, and associate this entry with (Ai, Bi);
5 end
6 i = i+ 1;
7 end

(خط Q مقدار کوچک ترین الگوریتم، اصلی، تابع به AൽൽTඈQඎൾඎൾ تابع از برگشت از پس

با مطابق نقطه ي زوج (u, v) که کنید فرض می کند. استخراج را ببینید) را 2-2-3 الگوریتم در 9

پوشش در یال یک (u, v) که است واضح می شود. استخراج Q از که باشد Q مقدار کوچک ترین

شکاف-حریصانه پوشش از دیگري یال (v, u) ،4 - 2-3 لم طبق همچنین، است. شکاف-حریصانه

اضافه است، شده محاسبه تاکنون که E یالی مجموعه ي به را یال دو این الگوریتم بنابراین، است.

را Q در عضو کوچک ترین با متناظر درایه ي الگوریتم، استخراج، از پس که، کنید توجه می کند.

می کند. حذف

11-14 (خطوط شود انجام دقت با باید بروزرسانی کند. بروزرسانی را Q باید الگوریتم حال،

می شوند، اضافه E به (v, u) و (u, v) یال هاي که وقتی کلی، طور به ببینید). را 2-2-3 الگوریتم در

که را Q درایه هاي از خاصی تعداد فقط و نمی کند بروزرسانی را Q درایه هاي همه ي الگوریتم،

بروزرسانی گرفته اند، قرار (v, u) و (u, v) یال هاي شدن اضافه تأثیر تحت آن ها انتخابی زوج هاي

پایان while حلقه ي وقتی که است ممکن ،1-2-3 الگوریتم از 1 خط در که کنید توجه می شوند.

بزرگ تر آن ها اندیس که خوش-مجزا زوج هاي همه ي رو، این از باشد. m از کم تر i مقدار می یابد،
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Algorithm 3-2-2: LංඇൾൺඋSඉൺർൾGൺඉGඋൾൾൽඒSඉൺඇඇൾඋ(S, θ, w)
/* This algorithm takes as input a set S of n points in the

plane, and two real numbers θ and w such that 0 < θ < π/4,
0 ≤ w < (cos θ − sin θ)/2. The algorithm returns a directed
t-spanner G = (S,E), for t = 1/(cos θ − sin θ − 2w). */

1 s := max
(

4
sin(θ/2) ,

2
w

)
;

2 {(Ai, Bi)}mi=1:=WSPD of S with respect to s;
3 Sort increasingly the pairs {(Ai, Bi)}mi=1 according to min(Ai, Bi);
4 E := ∅;
5 Q := ∅;/* Q is a priority queue. */
6 i := 1;
7 AൽൽTඈQඎൾඎൾ(Q, i);
8 while Q is not empty do
9 Extract the minimum from Q and denote it by (u, v). Also, suppose that

(u, v) ∈ (Ak, Bk);
10 E := E ∪ {(u, v), (v, u)};
11 foreach pair (Aj , Bj) with an entry in Q for which either bounding box is at

most w ×max (Aj , Bj) away from either u or v do
12 x := SൾඅൾർඍൾൽPൺංඋ(j);
13 if x is a pair (u′, v′) then
14 Update the entry associated with {Aj , Bj} in Q to include (u′, v′) and

change its key to |u′v′|;
15 else

/* x is nil */
16 Remove from Q the entry associated with (Aj , Bj);
17 end
18 end
19 AൽൽTඈQඎൾඎൾ(Q, i);
20 end
21 return the graph G = (S,E);

،2-2-3 الگوریتم در بنابراین، نمی شوند. گرفته نظر در AൽൽTඈQඎൾඎൾ توسط هستند، i مساوي یا

با را AൽൽTඈQඎൾඎൾ تابع که داریم نیاز هنوز ،Q بروزرسانی و E به یال دو آن شدن اضافه از پس

کنیم. فراخوانی است) سراسري متغیر یک i که کرده ایم فرض (ما Q و i پارامترهاي

ورودي با GൺඉGඋൾൾൽඒ و LංඇൾൺඋSඉൺർൾGൺඉGඋൾൾൽඒSඉൺඇඇൾඋ الگوریتم دو خروجی .7 - 2-3 قضیه
است. یکسان یکسان،

اضافه E یالی مجموعه ي به (u, v) یال یک اگر GൺඉGඋൾൾൽඒ الگوریتم در که می دانیم اثبات.
که E یالی مجموعه ي در (x, y) یال هر با که است نقطه اي زوج نزدیک ترین (u, v) آنگاه شود،

دارد: را زیر روابط است، شده محاسبه تاکنون
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یا، angle(uv, xy) > θ .1

.|vy| > w ×min(|uv|, |xy|) و |ux| > w ×min(|uv|, |xy|) و angle(uv, xy) ≤ θ .2

به است. یال ها همین از ترکیبی دقیقاً شکاف-حریصانه پوشش یالی مجموعه ي که می دهیم نشان ما

نزدیک ترین سپس و کنیم فراخوانی خوش-مجزا زوج هر روي را SൾඅൾർඍൾൽPൺංඋ(i) تابع ما اگر وضوح،

نقطه اي زوج نزدیک ترین نقطه، زوج آن آنگاه کنیم، محاسبه را می شود داده نمایش (u, v) با که زوج

و 1 روابط است، شده محاسبه تاکنون که E یالی مجموعه ي به متعلق (x, y) یال هر با که است

کار همین LංඇൾൺඋSඉൺർൾGൺඉGඋൾൾൽඒSඉൺඇඇൾඋ الگوریتم واقعاً، است. دارا را شد، ذکر بالا در که 2

محاسبه (Ai, Bi) زوج هاي همه ي براي را SൾඅൾർඍൾൽPൺංඋ(i) تابع آن، اینکه فقط می دهد انجام را

■ می کند. محاسبه خاص زوج هاي براي فقط بلکه نمی کند

تابع که دفعاتی تعداد ،(١ ≤ r ≤ m) (Ar, Br) خوش-مجزاي زوج هر براي .8 - 2-3 لم
.csw′ = O(sd(١+w′s)d) و w′ = ٣

٢w که است ١+csw′ حداکثر می شود فراخوانی SൾඅൾർඍൾൽPൺංඋ(r)

تابع ،١ ≤ r ≤ m که r صحیح عدد هر براي است. [5] در 9 لم اثبات مشابه اثبات، روش اثبات.
SൾඅൾർඍൾൽPൺංඋ(r) تابع علاوه، به می شود. فراخوانی AൽൽTඈQඎൾඎൾ تابع در بار یک SൾඅൾർඍൾൽPൺංඋ(r)

شود. فراخوانی نیز 2-2-3 الگوریتم در 12 خط در که است ممکن

شود. SൾඅൾർඍൾൽPൺංඋ(r) تابع فراخوانی باعث (Ak, Bk) خوش-مجزاي زوج که کنید فرض

از .ℓ(Ak, Bk) ∈ [ℓ(Ar, Br)/٢, ٢ℓ(Ar, Br)] که کنیم ثابت می توانیم ،[5] در 9 لم اثبات مشابه

max(Ar, Br) ≤ که آنجایی از همچنین و 2-2-3 الگوریتم در 11 خط شرط به توجه با دیگر، طرف

،R(Br) یا R(Ar) تا R(Bk) و R(Ak) از یکی حداقل فاصله ي ببینید)، را [5] (مقاله ٣
٢ℓ(Ar, Br)

زوج هاي تعداد که می گیریم نتیجه ،3 - 2-3 لم به توجه با رو، این از است. w′ℓ(Ar, Br) حداکثر

است. csw′ برابر حداکثر می شوند SൾඅൾർඍൾൽPൺංඋ(r) فراخوانی باعث که (Ak, Bk) خوش-مجزاي

■ می شود. ثابت لم بنابراین،

اندازه ي با WSPD یک {(Ai, Bi)}mi=١ ،2-2-3 الگوریتم از 2 خط در که کنید فرض

می شود. محاسبه حافظه O(sdn) بردن بکار با و O(n log n+ sdn) زمان در که باشد m = O(sdn)
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داریم: را زیر قضیه ي حال،

و ٠ < θ < π/۴ که طوري به باشند حقیقی عدد دو w و θ که کنید فرض .9 - 2-3 قضیه
الگوریتم .s = max

(
۴

sin(θ/٢) ,
٢
w

)
که کنید فرض همچنین و ٠ ≤ w < (cos θ − sin θ)/٢

و O(s٢d(١ + ٣
٢ws)

dn٣) زمان در را شکاف-حریصانه پوشش ،LංඇൾൺඋSඉൺർൾGൺඉGඋൾൾൽඒSඉൺඇඇൾඋ

می کند. محاسبه حافظه، O(sdn) صرف با

خوش- زوج هاي همه ي کل، اجراي زمان روي اثرگذاري بدون و سادگی به می توانیم ما اثبات.
زوج یک دهیم: جواب درخواست این به و کنیم پیش پردازش زمان، O(m٢) صرف با را مجزا

فاصله ي که کنیم پیدا را (Aj , Bj) مجزاي خوش زوج هاي است، شده داده (u, v) ∈ (Ak, Bk)

را 2-2-3 الگوریتم در 11 (خط باشد w × max(Aj , Bj) حداکثر ،v یا u تا R(Bj) یا R(Aj)

خوش- زوج هاي نوع این از csw تعداد به حداکثر خوش-مجزا، زوج هر براي که کنید توجه ببینید).

با دارد. خطی حافظه ي یک به نیاز پیش پردازش رو، این از ببینید). را 3 - 2-3 (لم دارد وجود مجزا

به SൾඅൾർඍൾൽPൺංඋ(i) فراخوانی هاي همه ي ،8 - 2-3 و 6 - 2-3 لم هاي ،5 - 2-3 نتیجه ي بردن بکار

O

(
m∑
i=١

(١ + csw′)sd|Ai||Bi|n

)
,

در را حافظه ها می توانیم که کنید (توجه است O(sdn) آن براي لازم حافظه ي و دارد نیاز زمان

داریم: ،csw′ = O(sd(١ + w′s)d) و w′ = ٣
٢w که آنجایی از ببریم). بکار مجدداً فراخوانی ها،

O

(
m∑
i=١

(١ + csw′)sd|Ai||Bi|n

)
= O

(
(١ + csw′)sdn

m∑
i=١

|Ai||Bi|

)

= O

(
(١ + csw′)sdn

(
n

٢

))
= O(s٢d(١ +

٣
٢
ws)dn٣).

زمان که است ذکر به لازم .∑m
i=١ |Ai||Bi| =

(
n
٢
) داریم ،WSPD تعریف طبق که کنید توجه

آن ها می توانیم همچنین و است SൾඅൾർඍൾൽPൺංඋ(i) فراخوانی زمان از کمتر الگوریتم دیگر گام هاي

■ می کند. کامل را اثبات این، لذا دهیم، انجام خطی حافظه ي یک در را

53



زمانی پیچیدگی بهبود 2 - 2-3

بکاربردن با و O(n٢) زمان در را شکاف-حریصانه پوشش چگونه که می دهیم نشان بخش، این در

،AൽൽTඈQඎൾඎൾ و LංඇൾൺඋSඉൺർൾGൺඉGඋൾൾൽඒSඉൺඇඇൾඋ تابع در قبل، بخش در بسازیم. (n٢)Oحافظه

اجراي زمان به الگوریتم کل اجراي زمان که دیدیم و کردیم استفاده SൾඅൾർඍൾൽPൺංඋ تابع از

تابع روي را تغییراتی الگوریتم، اجراي کل زمان بهبود براي است. وابسته بسیار SൾඅൾർඍൾൽPൺංඋ

است. زیر شرح به می بریم بکار اینجا در که ایده اي می کنیم. ایجاد SൾඅൾർඍൾൽPൺංඋ

یال دو کردن اضافه از بعد LංඇൾൺඋSඉൺർൾGൺඉGඋൾൾൽඒSඉൺඇඇൾඋ تابع که دیدیم قبل بخش در

آن در نقاط زوج همه ي کردن مقایسه با را خوش-مجزا زوج یک انتخابی زوج یال ها، مجموعه ي به

اینجا، در حال، می کند. بروزرسانی شده اند، محاسبه تاکنون که یال هایی همه ي با خوش-مجزا زوج

دارند احتمال که است یال هایی تمام شامل که می دهیم اختصاص را لیستی خوش-مجزا زوج هر به ما

با خوش-مجزا زوج هر انتخابی زوج بروزرسانیِ رو، این از و باشند شکاف-حریصانه پوشش براي یالی

انجام است، شده اضافه یالی مجموعه ي به اخیراً که یالی دو با متناظر، لیست اعضاي همه ي مقایسه ي

را Ni لیست ،(Ai, Bi) زوج با متناظر ،Q درایه ي به ،١ ≤ i ≤ m هر براي دقیق تر، طور به می شود.

(x, y) ∈ (Ai ×Bi)∪ (Bi ×Ai) با (x, y) زوج هاي همه ي شامل لیست این که می دهیم اختصاص

اضافه از پس بنابراین، است. شکاف-حریصانه پوشش در یالی می تواند (x, y) هر که طوري به است

بروزرسانی را Q از درایه هایی ببینید)، را 2-2-3 الگوریتم در 10 (خط (v, u) و (u, v) یال هاي کردن

می کند صدق 2-2-3 الگوریتم در 11 خط شرایط در j و هستند Nj لیست شامل که می کنیم

می شود). بروزرسانی Q درایه ي در (Aj , Bj) زوج با متناظر کلید ،Nj لیست بر علاوه که کنید (توجه

است، شده نام گذاري IආඉඋඈඏൾൽSൾඅൾർඍൾൽPൺංඋ به که زیر تابع با را SൾඅൾർඍൾൽPൺංඋ تابع منظور، بدین

هر براي اصلی، الگوریتم شروع در که کنید توجه ببینید). را 3-2-3 (الگوریتم می کنیم جایگزین

صف در را آن ها و می گیریم نظر در Ni := (Ai × Bi) ∪ (Bi × Ai) صورت به را Ni ،١ ≤ i ≤ m

می کنیم. ذخیره Q

از که E یال هاي همه ي با را Ni اعضاي که نیست نیازي بروزرسانی، گام در که کنید توجه
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Algorithm 3-2-3: IආඉඋඈඏൾൽSൾඅൾർඍൾൽPൺංඋ(i, u, v)

1 minspair:=nil and let |minspair| := ∞;
2 F := {(u, v), (v, u)};
3 foreach pair (p, q) ∈ Ni do
4 flag:=Cඁൾർඉൺංඋ(p, q, F );
5 if flag = true then
6 if |pq| < |minspair| then
7 minspair:=(p, q);
8 end
9 end
10 else
11 Ni := Ni − {(p, q)};
12 end
13 end
14 Update the entry associated with {Ai, Bi} in Q to include Ni;
15 return minspair;

می توان سادگی به می شود. انجام قبلی گام هاي در کار این زیرا کنیم مقایسه شده اند، محاسبه قبل

این از است. برقرار |Ni| ≤
∣∣(Ai × Bi) ∪ (Bi × Ai)

∣∣ رابطه ي ،١ ≤ i ≤ m با i هر براي که دید

تابع مشابه همچنین، دارد. زمان O(|Ai||Bi|) به نیاز IආඉඋඈඏൾൽSൾඅൾർඍൾൽPൺංඋ(i, u, v) تابع رو،

می شود، فراخوانی بار ١ + csw′ حداکثر IආඉඋඈඏൾൽSൾඅൾർඍൾൽPൺංඋ(i, u, v) تابع ،SൾඅൾർඍൾൽPൺංඋ(i)

با است برابر شد، ذکر که تغییراتی اعمال از پس 2-2-3 الگوریتم زمانی پیچیدگی بنابراین،

O

(
m∑
i=١

(١ + csw′)|Ai||Bi|

)
= O

(
(١ + csw′)

(
n

٢

))
= O(sd(١ +

٣
٢
ws)dn٢).

کل وضوح، به داریم، نیاز حافظه O(|Ai||Bi|) به ،Ni لیست هر کردن ذخیره براي که آنجایی از

O(n٢) برابر است نیاز بالا، تغییرات اعمال از پس شکاف-حریصانه پوشش ساخت براي که حافظه اي

داریم: بالا، توضیحات به توجه با بنابراین، است.

حافظه O(n٢) کمک با و O(n٢) زمان در می توان را حریصانه شکاف- پوشش .10 - 2-3 قضیه
ساخت.
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کشش ضریب بهبود 3-3

کشش ضریب داراي شکاف-حریصانه پوشش که کردند ثابت ،[9] اسمید و آریا ،1997 سال در

١)/١ − ٢ sin(θ/٢)− ٢w) به را کشش ضریب این ما اینجا، در است. ١/(cos(θ)− sin(θ)− ٢w)

حال، است. نشده داده بهبود کشش ضریب این تاکنون داریم، اطلاع ما که جایی تا می دهیم. بهبود

می کنیم: ثابت را زیر لم ،[44] در 7.1.1 و 6.4.1 لم هاي مشابه

،٠ < θ < π/٣ که طوري به باشند حقیقی اعداد w و t ،θ که کنید فرض .1 - 3-3 لم
در نقاطی s و r ،q ،p اگر .t ≥ ١)/١ − ٢ sin(θ/٢) − ٢w) و ٠ ≤ w < (١ − ٢ sin(θ/٢))/٢

که طوري به باشند Rd

،p ̸= q, r ̸= s .1

،angle(pq, rs) ≤ θ .2

و |rs| ≤ |pq| .3

.|pr| ≤ w|rs| .4

.t|pr|+ |rs|+ t|sq| ≤ t|pq| و |sq| < |pq| ،|pr| < |pq| آنگاه،

داریم ،3 شرط طبق بر و |pq| < √
٢|pq| که آنجایی از .|pr| < |pq| که می کنیم ثابت ابتدا، اثبات.

.|pr| < |rs|/٢ داریم ،w < ١/٢ و (4 (شرط |pr| ≤ w|rs| که آنجایی از همچنین، .|rs| < √
٢|pq|

.|pr| < √
٢|pq|/٢ < |pq| داریم ،|pr| < |rs|/٢ و |rs| <

√
٢|pq| نامساوي هاي ترکیب با حال،

(p, q) بردار با هم جهت بردار یک (r, v) که کنید فرض .|sq| < |pq| که می کنیم ثابت حال،

(شکل باشد (r, v) بردار روي s متعامد تصویر u که کنید فرض .|rv| = |pq| که طوري به باشد

وضوح، به دارد. وجود u نقطه ي همیشه ،|rs| ≤ |pq| که آنجایی از که کنید توجه ببینید). را 1 - 3

.|pr| = |vq| داریم

لم بکاربردن با و مثلثی نامساوي از استفاده با .α = angle(pq, rs) ≤ θ که کنید فرض
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r

s

v

p q

α

u

.1 - 3-3 لم اثبات :1 - 3 شکل

داریم: ،1 - 2-2

|sq| ≤ |sv|+ |vq|

≤ |rv| − (١ − ٢ sin(α/٢))|rs|+ |vq| (1 - 2-2 لم (براساس

= |pq| − (١ − ٢ sin(α/٢))|rs|+ |pr|

≤ |pq| − (١ − ٢ sin(α/٢))|rs|+ w|rs| (4 شرط اساس (بر

≤ |pq| − (١ − ٢ sin(θ/٢))|rs|+ w|rs| ( α ≤ θ که آنجایی از )

= |pq| − (١ − ٢ sin(θ/٢)− w)|rs|

< |pq| (w < (١ − ٢ sin(θ/٢))/٢ که آنجایی .(از

داریم: بالا فرمول هاي اساس بر .t|pr|+ |rs|+ t|sq| ≤ t|pq| که می کنیم ثابت حال،

t|pr|+ |rs|+ t|sq| ≤ t|pr|+ |rs|+ t (|pq| − (١ − ٢ sin(θ/٢)− w)|rs|)

≤ tw|rs|+ |rs|+ t (|pq| − (١ − ٢ sin(θ/٢)− w)|rs|)

= t|pq|+ (١ − t(١ − ٢ sin(θ/٢)− ٢w)) |rs|

≤ t|pq| (t ≥ ١)/١ − ٢ sin(θ/٢)− ٢w) که آنجایی از ).

■ می کنند. کامل را اثبات بالا، روابط

،٠ < θ < π/٣ که طوري به باشند حقیقی اعداد w و t ،θ که کنید فرض .2 - 3-3 لم
از مجموعه اي S که کنید فرض .t ≥ ١)/١ − ٢ sin(θ/٢)− ٢w) و ٠ ≤ w < (١ − ٢ sin(θ/٢))/٢

براي باشد: برقرار زیر شرایط که طوري به باشد جهت دار گراف یک G(S,E) و صفحه در نقطه n
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که طوري به دارد وجود (r, s) ∈ E یال یک ،S در q و p متمایز نقطه ي دو هر

،angle(pq, rs) ≤ θ .1

و |rs| ≤ |pq| .2

.|qs| ≤ w|rs| یا |pr| ≤ w|rs| .3

است. S براي t-پوشش یک G گراف صورت، این در

اعمال 1 - 3-3 لم که است لازم فقط است. [44] در 7.2.1 لم اثبات مشابه اثبات، روش اثبات.
■ شود.

برابر حداکثر شکاف-حریصانه پوشش کشش ضریب که می دهد نشان زیر قضیه ي

است. ١)/١ − ٢ sin(θ/٢)− ٢w)

،٠ < θ < π/٣ که طوري به باشند حقیقی اعداد w و t ،θ که کنید فرض .3 - 3-3 قضیه
مجموعه اي S که کنید فرض .t ≥ ١)/١ − ٢ sin(θ/٢) − ٢w) و ٠ ≤ w < (١ − ٢ sin(θ/٢))/٢

یک ،GਁਐGਅਅਙ(S, θ, w) الگوریتم توسط شده تولید G(S,E) گراف باشد. صفحه در نقطه n از

.t = ١)/١ − ٢ sin(θ/٢)− ٢w) که است S براي t-پوشش

اعمال 2 - 3-3 لم که است لازم فقط است [44] در لم7.2.1 اثبات مشابه اثبات، روش اثبات.
■ شود.

3 مرتبه ي از الگوریتم هایی 4-3

سه بخش، این در کردیم. ارائه را (1-1-3 (الگوریتم شکاف-حریصانه الگوریتم ،1-3 بخش در

الگوریتم ها این چه اگر می کنیم. پیشنهاد شکاف-حریصانه پوشش ساخت جهت دیگر الگوریتم

متفاوتی رفتارهاي عمل، در اما هستند، O(n٢) حافظه ي پیچیدگی و O(n٣) زمانی پیچیدگی داراي

عنوان به را یکسانی گراف می کنیم، معرفی اینجا در که الگوریتم هایی همه ي که کنید توجه دارند.
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تولید گراف نظري خواص نظر از الگوریتم ها این مقایسه ي به نیازي بنابراین می کنند، تولید خروجی

در می کنیم. بررسی الگوریتم ها این در را شده تولید گراف ساخت زمان فقط اینجا در نیست. شده

الگوریتم ها این اجراي روي تجربی نتایج ،5-3 بخش در می کنیم. توصیف را الگوریتم سه این ادامه،

شکاف- الگوریتم تصادفی، شکاف-حریصانه ي الگوریتم را الگوریتم ها این ما کرد. خواهیم ارائه را

می نامیم. دودویی شکاف-حریصانه ي الگوریتم و ممنوع حریصانه ي

تصادفی شکاف-حریصانه ي الگوریتم 1 - 4-3

زوج حالت، بدترین در الگوریتم، خطوط، این در بگیرید. نظر در را 1-1-3 الگوریتم در 5-8 خطوط

یال هاي ترتیب رو، این از می کند. مقایسه شده اند، محاسبه تاکنون که یال هایی تمام با را (p, q)

یال هاي بتوانیم که می شود باعث عمل این نیست. مهم اصلاً می شوند مقایسه (p, q) با که (r, s)

تصادفی، شکاف-حریصانه ي الگوریتم در رو، این از کنیم. مقایسه (p, q) با تصادفی صورت به را (r, s)

(p, q) با را (r, s) ∈ E یال هاي سپس و می کنیم ایجاد E اعضاي روي تصادفی جایگشت یک ابتدا

الگوریتم، روي تغییرات این که می شد زده حدس الگوریتم، این پیاده سازي از قبل می کنیم. مقایسه

پیاده سازي، از بعد اما دهد، بهبود شده اند، توزیع یکنواخت صورت به که نقاطی براي را اجرا زمان

بخش (نتایج می شود بدتر اجرا زمان نظر از نتیجه حتی و است نادرست حدس این که شد مشاهده

ببینید). را 5-3

ممنوع شکاف-حریصانه ي الگوریتم 2 - 4-3

هر براي باشد. حقیقی عدد یک w > ٠ و باشد صفحه در نقطه n از مجموعه اي S که کنید فرض

.|pr| ≤ w|rs| که طوري به باشد p ∈ S نقاط همه ي مجموعه ي Drs که کنید فرض ،(r, s) زوج

|qs| ≤ w|rs| یا |pr| ≤ w|rs| باشیم داشته (p, q) یک براي اگر وضوح، به ،1-1-3 الگوریتم برطبق

ما ممنوع، شکاف-حریصانه ي الگوریتم در نمی شود. اضافه E به (p, q) زوج ،angle(pq, rs) ≤ θ و

مرتب لیست L) می کنیم اضافه یال عنوان به E به را (r, s) ∈ L نقطه ي زوج کوتاه ترین همیشه
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براي سپس، می کنیم. محاسبه را Dsr و Drs مجموعه ي سپس، است). نقاط زوج همه ي شده ي

،angle(pq, rs) ≤ θ که باشد داشته وجود (p ∈ S) q ∈ S نقطه ي اگر ،(q ∈ Dsr) p ∈ Drs هر

قابل ببینید. را 1-4-3 الگوریتم بیش تر، جزئیات براي می کنیم. حذف L از را (p, q) زوج آنگاه

ما شود. شناسایی الگوریتم اجراي طول در بار دو حداقل است ممکن (p, q) زوج که است توجه

تجربی نتایج اما عمل)، در (حداقل کند سریع تر خیلی را الگوریتم تغییرات، این که داشتیم امید

ببینید). را 5-3 بخش (نتایج است نادرست حدس، این که می دهند نشان

Algorithm 3-4-1: FඈඋൻංൽGൺඉGඋൾൾൽඒ(S, θ, w)

/* This algorithm takes as input a set S of n points in the
plane, and two real numbers θ and w such that 0 < θ < π/4,
0 ≤ w < (cos θ − sin θ)/2. The algorithm returns a directed
t-spanner G = (S,E), for t = 1/(cos θ − sin θ − 2w). */

1 Sort the 2
(
n
2

)
ordered pairs of distinct points in non-decreasing order of their

distances (ties are broken arbitrarily), and store them in a list L;
2 E := ∅;
3 while L ̸= ∅ do
4 Choose the shortest edge (r, s) ∈ L;
5 E := E ∪ {(r, s)};
6 Find all points p ∈ S such that |pr| ≤ w|rs|, and store them in Drs;
7 Find all points q ∈ S such that |qs| ≤ w|rs|, and store them in Dsr;
8 foreach point p ∈ Drs do
9 foreach point q ∈ S do
10 if angle(pq, rs) ≤ θ then
11 L := L− {(p, q)};
12 end
13 end
14 end
15 foreach point q ∈ Dsr do
16 foreach point p ∈ S do
17 if angle(pq, rs) ≤ θ then
18 L := L− {(p, q)};
19 end
20 end
21 end
22 end
23 return G = (S,E);
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دودویی شکاف-حریصانه ي الگوریتم 3 - 4-3

که می گیرد نظر در را (r, s) ∈ E یال هاي همه ي فقط ،1-1-3 الگوریتم در 7 خط

شرط در (r, s) ∈ E یال کدام که دهد تشخیص الگوریتم، اینکه براي است. angle(pq, rs) ≤ θ

کردن بررسی وضوح، به می کند. بررسی یکی یکی را E اعضاي همه ي می کند، صدق angle(pq, rs)

را دودویی شکاف-حریصانه ي الگوریتم ما رو، این از نیست. منطقی و خوب روش E اعضاي همه ي

بین زاویه ي براساس را (r, s) ∈ E یال هاي همیشه اجرا، طول در الگوریتم، این می کنیم. پیشنهاد

می خواهد الگوریتم وقتی بنابراین، می دارد. نگه مرتب صعودي صورت به و xها محور و −−−→
s− r بردار

که دهد تشخیص تا می کند استفاده دودویی جستجوي الگوریتم یک از کند، بررسی را (p, q) زوج

الگوریتم بیش تر، جزئیات براي می کند. صدق angle(pq, rs) ≤ θ شرط در (r, s) ∈ E زوج کدام

ببینید. را 2-4-3

تجربی نتایج اما است، O(n٣) هنوز دودویی شکاف-حریصانه ي الگوریتم اجراي زمان چه اگر

کرده پیدا بهبود توجهی قابل طرز به 1-1-3 الگوریتم با مقایسه در اجرا زمان که می دهند نشان

است.

پیاده سازي نتایج 5-3

در را شدند معرفی قبل بخش در که الگوریتمی سه رفتارهاي شکل، و جدول تعدادي با اینجا، در

دیگر، شکل هاي و جدول تعدادي از استفاده با همچنین می دهیم. نشان 1-1-3 الگوریتم با مقایسه

که برنامه هایی می کنیم. مقایسه حریصانه پوشش با را شکاف-حریصانه پوشش نظري خصوصیات

8 ،Intel® Core™i3-4160 CPU @ 3.60GHz × 4 پردازنده ي با کامپیوتر یک روي نوشته ایم، ما

شده اند. اجرا 4.9.2 نسخه ي g++ کامپایلر و 16.04 ابونتو1 عامل سیستم ،RAM حافظه ي گیگابایت

الگوریتم ها اجراي زمان زیرا نکردیم اجرا را برنامه ها زیاد، نقاط تعداد براي که است ذکر به لازم

می شد. زیاد بسیار
1Ubuntu
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Algorithm 3-4-2: BංඇൺඋඒGൺඉGඋൾൾൽඒ(S, θ, w)

/* This algorithm takes as input a set S of n points in the
plane, and two real numbers θ and w such that 0 < θ < π/4,
0 ≤ w < (cos θ − sin θ)/2. The algorithm returns a directed
t-spanner G = (S,E), for t = 1/(cos θ − sin θ − 2w). */

1 Sort the 2
(
n
2

)
ordered pairs of distinct points in non-decreasing order of their

distances (ties are broken arbitrarily), and store them in a list L;
2 E := ∅;
3 foreach ordered pair (p, q) ∈ L do
4 add := true;
5 Sort the pairs (r, s) in E according to the angle between the vector −−−→s− r and the

x-axis;
6 Use the binary search algorithm to find the largest index i such that for each

j < i we have angle(pq, rjsj) ≤ θ, where E[j] := (rj , sj);
7 for (j = 0; j < i; j ++) do
8 add := add ∧(|prj | > w|rjsj |) ∧ (|qsj | > w|rjsj |);
9 end
10 if add = true then
11 E := E ∪ (p, q);
12 end
13 end
14 return G = (S,E);

صفحه در یکنواخت صورت به که نقطه ۵٠٠٠ حداکثر با نقاط مجموعه روي تجربی نتایج

[٠,
√
n] بازه ي در نقطه هر مختصات نقطه، n از مجموعه هر براي آمده اند. بدست شده اند، توزیع

با و متفاوت نقطه ي مجموعه 10 روي الگوریتم ها گرفتیم، نظر در ما که n عدد هر براي است.

تعداد (زمان، پارامتر هر بیشنه ي و متوسط کمینه، مقدار و شدند اجرا مختلف ورودي پارامترهاي

استفاده پارامترها متوسط مقدار از فقط شکل ها در ما که کنید توجه شدند. ذخیره (... و درجه یال،

می کنیم.

شده داده نشان مختلف پارمتر هاي و نقاط براي 2 - 3 و 1 - 3 جدول هاي در نتایج از برخی

،1-1-3 الگوریتم هاي سادگی، براي است. ثانیه برحسب اشکال و جدول ها همه ي در زمان است.

با ترتیب به را ممنوع شکاف-حریصانه ي و دودویی شکاف-حریصانه ي تصادفی، حریصانه ي شکاف

می دهیم. نشان Forb و Bina ،Rand ،Orig

n = ١٠٠, ۵٠٠, ١٠٠٠ براي را Forb و Bina ،Rand ،Orig الگوریتم هاي اجراي زمان ،2 - 3 شکل

Orig با مقایسه در Forb و Rand اجراي زمان که آنجایی از می دهد. نشان w و θ مختلف مقادیر و
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،١٠٠٠ ،۵٠٠ ،١٠٠ با نقاط مجموعه و w و θ مختلف مقادیر براي Bina و Orig ثانیه) (برحسب اجراي زمان :1 - 3 جدول
نقطه. ۵٠٠٠ و ٢٠٠٠

Bina Orig w θ t n

Max Avg Min Max Avg Min
٠٫٠۴١۵۴ ٠٫٠٣٣۶٧٢ ٠٫٠٣٢١٣٨ ٠٫٢٠٠۴۵٢ ٠٫١٩٢١۶٨ ٠٫١٨٩٠۵٢ ٠٫١۵۵۵ ٠٫١٧۴۵٣٣ ٢ ١٠٠

٠٫٠۴٠۵٩٩ ٠٫٠٣٩٩٧٧ ٠٫٠٣٩٢٠۴ ٠٫١١١۵٠١ ٠٫١٠٨۵۵۶ ٠٫١٠۴۶٨۵ ٠٫٠۴٨٨ ٠٫٣۴٩٠۶۶ ٢ ١٠٠
٠٫٠٣١٧٩٨ ٠٫٠٢٧٠٩٧ ٠٫٠٢۵٢٧٩ ٠٫٣٢۵٨۵٩ ٠٫٣٠۴٩٧۶ ٠٫٢٩٢٢٩۵ ٠٫٢٠۴۵ ٠٫٠٨٧٢۶٧ ٢ ١٠٠
٠٫٠٢۶۵۵٢ ٠٫٠٢۵١٠٧ ٠٫٠٢٣٩٣٨ ٠٫۵٧٩٠٣۴ ٠٫۵۶١٨٨۴ ٠٫۵۴١٧ ٠٫١۴٨٩ ٠٫٠٣۴٩٠٧ ١٫۵ ١٠٠
٠٫٠٣١٠٧ ٠٫٠٢٩۴۴۵ ٠٫٠٢٨٢٢٢ ٠٫٣۴٢١٠٩ ٠٫٣٣٠۵۶۶ ٠٫٣١۴٩٧۵ ٠٫١٢١١ ٠٫٠٨٧٢۶٧ ١٫۵ ١٠٠

٠٫٠٣۵٨١٢ ٠٫٠٣۴٣١٧ ٠٫٠٣٢٨۵۶ ٠٫٢٠٢٠۴٨ ٠٫١٩٧۵٩۵ ٠٫١٩١۴٨۶ ٠٫٠٧٢ ٠٫١٧۴۵٣٣ ١٫۵ ١٠٠
٠٫٠٣١٩٩١ ٠٫٠٢٩٨٧٩ ٠٫٠٢٨٢٠٣ ٠٫۶٧١٣۴۶ ٠٫۶٣٧٧ ٠٫۶١۴٠٩۶ ٠٫٠۶۵۵ ٠٫٠٣۴٩٠٧ ١٫٢ ١٠٠
٠٫٠٣۴۶۶٣ ٠٫٠٣١۴٣٧ ٠٫٠٢٨۴٢٢ ٠٫۴٣٢٣٢۴ ٠٫۴١٢٩۴٣ ٠٫٣٩۵١٨۵ ٠٫٠۴٧٢ ٠٫٠۶٩٨١٣ ١٫٢ ١٠٠
٠٫٠٣۴٩٧ ٠٫٠٣٣٣۵٩ ٠٫٠٣٢۶٠۶ ٠٫٢۴۶٨٩٩ ٠٫٢۴١٠٠٣ ٠٫٢٣٧٨٨٧ ٠٫٠٠٨٨ ٠٫١٣٩۶٢۶ ١٫٢ ١٠٠
۵٫١٩۶٣٣ ٣٫٠٩۴٧٣ ۵٫٠٨۶۶٨ ٢۶٫٩٢٠٨ ١۶٫٠٢٨ ٢۶٫۵٧٨١ ٠٫١۵۵۵ ٠٫١٧۴۵٣٣ ٢ ۵٠٠
۶٫١۴٣٧۴ ۶٫٠٨۵۵۴ ۶٫٠۴٧٣٣ ١۴٫٨٨٣٨ ١۴٫۶٣٩۴ ١۴٫۴۶١٣ ٠٫٠۴٨٨ ٠٫٣۴٩٠۶۶ ٢ ۵٠٠
۴٫٢٠٠۶٢ ۴٫٠۶٠١۶ ٣٫٩۵۴٣٧ ۴۵٫۵٢۵۴ ۴۴٫٨٨۶١ ۴۴٫٢٩۴١ ٠٫٢٠۴۵ ٠٫٠٨٧٢۶٧ ٢ ۵٠٠
٣٫٨٨۴٢۴ ٣٫٧۵٠٩۵ ٣٫۴١٣٧٧ ١٠٠٫۶٩٧ ٩٧٫٩۶۴۴ ٩۶٫٠٠١٧ ٠٫١۴٨٩ ٠٫٠٣۴٩٠٧ ١٫۵ ۵٠٠
۴٫٨٨۴١٧ ۴٫٧٣٨٠٧ ۴٫۶٠۴۶٢ ۵١٫٠۶۶۶ ۵٠٫٣٣٠٣ ۴٩٫٧٠٠۵ ٠٫١٢١١ ٠٫٠٨٧٢۶٧ ١٫۵ ۵٠٠
۵٫٨٨۵٨۴ ۵٫٧٨٢۶٨ ۵٫۶۵٢٧۶ ٢٨٫٢٠٩۵ ٢٨٫١٢۴٨ ٢٨٫٠١٩۶ ٠٫٠٧٢ ٠٫١٧۴۵٣٣ ١٫۵ ۵٠٠
۵٫٠۶۵٨٧ ۴٫٨٧٩٨۴ ۴٫۴٨١١۵ ١١۵٫٨۵۴ ١١۵٫١۵۴ ١١۴٫١۴٢ ٠٫٠۶۵۵ ٠٫٠٣۴٩٠٧ ١٫٢ ۵٠٠
۵٫٢۶٠۴٢ ۵٫١۵٢٣٧ ۴٫٩٠۶۵١ ۶۶٫٢٢٣٧ ۶۵٫٣۴٢٣ ۶۴٫۵٨٧٧ ٠٫٠۴٧٢ ٠٫٠۶٩٨١٣ ١٫٢ ۵٠٠
۵٫٩١٢٠۵ ۵٫٨٧٨٨٣ ۵٫٨۵١٨٩ ٣۵٫٧٠۵٢ ٣۵٫۴٠٣۵ ٣۵٫٢٠٢۶ ٠٫٠٠٨٨ ٠٫١٣٩۶٢۶ ١٫٢ ۵٠٠
۴۵٫٠٣۶ ۴٣٫۶١٩٧ ۴١٫٩٧۶۴ ٢١٩٫٣٠٩ ٢١٨٫۴٠٩ ٢١٧٫٨٢٩ ٠٫١۵۵۵ ٠٫١٧۴۵٣٣ ٢ ١٠٠٠

۵۴٫٠۵٠٢ ٢١٫۵٩٨٨ ۵٣٫٩۴٣۶ ١١٧٫١٣ ۴۶٫٨۴۵٣ ١١٧٫٠٩۶ ٠٫٠۴٨٨ ٠٫٣۴٩٠۶۶ ٢ ١٠٠٠
۴٧٫٧۵۵١ ۴۶٫٠٨٣٧ ۴۴٫٢۵٠۵ ٣٨١٫۴٣۶ ٣٧٣٫٢۴۴ ٣۶۶٫٣٠٨ ٠٫٢٠۴۵ ٠٫٠٨٧٢۶٧ ٢ ١٠٠٠
٣٨٫۶۵٧٣ ٣٧٫٧١۴۴ ٣۶٫۶۴۵٣ ٨٢۴٫۶٨۶ ٨١۴٫٠٩٩ ٨٠٣٫٧۶ ٠٫١۴٨٩ ٠٫٠٣۴٩٠۶۶ ١٫۵ ١٠٠٠
۴۵٫۶۵٠٣ ۴١٫٩٣٠٢ ٣٩٫٣٠٠٩ ۴١٨٫۶٠٨ ۴١۴٫٨۴ ۴١١٫٨۵٣ ٠٫١٢١١ ٠٫٠٨٧٢۶۶۵ ١٫۵ ١٠٠٠
۵٠٫٠٨٧٧ ۴٩٫٧٠۵٣ ۴٨٫٨٣٠٩ ٢٢٨٫٢٣۶ ٢٢٧٫٢٢۵ ٢٢۵٫٣٨٣ ٠٫٠٧٢ ٠٫١٧۴۵٣٣ ١٫۵ ١٠٠٠
۵٧٫١٨۵۶ ۵۶٫٣۴٢۶ ۵۵٫۵۴ ٩٩٣٫٣۶٧ ٩٨۵٫٨١٧ ٩٧٩٫٣٠٧ ٠٫٠۶۵۵ ٠٫٠٣۴٩٠۶۶ ١٫٢ ١٠٠٠
۵۴٫۶۴٣۴ ۵١٫٩٠٨١ ۴٧٫٨٠٢١ ۵۴۴٫۶۴۵ ۵۴٢٫۵٩ ۵۴٠٫٠٣۵ ٠٫٠۴٧٢ ٠٫٠۶٩٨١٣٢ ١٫٢ ١٠٠٠
۵٣٫٣٢۶٧ ۵١٫۵٨۴٧ ۴٩٫۴٠٠۶ ٢٩٠٫٢۵٨ ٢٨٩٫۴٢۴ ٢٨٧٫٩٧٩ ٠٫٠٠٨٨ ٠٫١٣٩۶٢۶ ١٫٢ ١٠٠٠
٣٧٣٫٧۶۶ ٣۵۴٫٧٠١ ٣۴۶٫۴٩۴ ١٧۵٩٫۶۵ ١٧۴٩٫۴ ١٧٣٩٫۴۵ ٠٫١۵۵۵ ٠٫١٧۴۵٣٣ 2 ٢٠٠٠
۴۶٣٫۶٢ ۴۵۵٫٩٩٩ ۴۴٨٫٩٧٢ ٩٩٧٫١۶ ٩٨۵٫۴٣۴ ٩٧٣٫۶۴ ٠٫٠۴٨٨ ٠٫٣۴٩٠۶۶ 2 ٢٠٠٠
٣۴۵٫٣٣ ٣۴٠٫٧۶٣ ٣٣٢٫٢١١ ٣٠۵١٫۵٣ ٣٠١٧٫٠۶ ٢٩٨۵٫٩٨ ٠٫٢٠۴۵ ٠٫٠٨٧٢۶٧ 2 ٢٠٠٠

٣٩۵٫٠٢۴ ٣٨۶٫٣۴ ٣٧٧٫۴٠۴ ۶٨٣۶٫٣٢ ۶٨٠١٫٨٧ ۶٧٣٨٫۶ ٠٫١۴٨٩ ٠٫٠٣۴٩٠٧ ١٫۵ ٢٠٠٠
۴۵٧٫٢٣۵ ۴۵١٫٣۵۴ ۴۴١٫۵۴٩ ٣۴٣٩٫٩٣ ٣۴١٢٫٠۶ ٣٣٩٣٫٨٣ ٠٫١٢١١ ٠٫٠٨٧٢۶٧ ١٫۵ ٢٠٠٠
۴٣۴٫۶۵٢ ۴٢۵٫١٧ ۴٢٠٫۴۵٣۴ ١٨۶۵٫۶٢ ١٨۵۴٫٧ ١٨۴۴٫٨٩ ٠٫٠٧٢ ٠٫١٧۴۵٣٣ ١٫۵ ٢٠٠٠
۵۴١٫١٠٨ ۵٣٧٫۶٩٨ ۵٢٨٫١۵٩ ٨٢٩٩٫۴٨ ٨٢۵٣٫٧۵ ٨٢٣٣٫٩۵ ٠٫٠۶۵۵ ٠٫٠٣۴٩٠٧ ١٫٢ ٢٠٠٠
۵٧٩٫١۴٢ ۵۶٧٫۴٩٢ ۵۵٧٫٨١١ ۴۵۴۴٫٨٧ ۴۵١۵٫٣ ۴۴٩۵ ٠٫٠۴٧٢ ٠٫٠۶٩٨١٣ ١٫٢ ٢٠٠٠
۵٣۵٫٧۵۶ ۵٣٠٫۴٠٣ ۵٢۶٫٣٢٣ ٢٣٩٣٫٨٢ ٢٣٨١٫۶٧ ٢٣٧٣٫۴٣ ٠٫٠٠٨٨ ٠٫١٣٩۶٢۶ ١٫٢ ٢٠٠٠
٩۵١٧٫١١ ٩٠٠٨٫٠٨ ٨۶۶٨٫١٨ ٢٨٣٢٨٫١ ٢٨١١٩٫٩ ٢٨٠٣٢٫۶ ٠٫١۵۵۵ ٠٫١٧۴۵٣٣ ٢ ۵٠٠٠
١٠٣۵١٫٣ ١٠٠٩۶٫١ ٩٩۶۵٫٣ ١۵١٩٣٫٣ ١۵١۴۶٫٢ ١۵٠٩٣٫١ ٠٫٠۴٨٨ ٠٫٣۴٩٠۶۶ ٢ ۵٠٠٠
٧٨١٣٫٧١ ٧۶٩٧٫۶ ٧۴٣۶٫۵٨ ۴٨٨۵٧٫۶ ۴٨۵٢٣٫۴ ۴٨٢٠٩٫۵ ٠٫٢٠۴۵ ٠٫٠٨٧٢۶٧ ٢ ۵٠٠٠
٧۴١۴٫٢۴ ٧٢۶٧٫٧٣ ٧١٢٢٫۶۶ ١٠٩٧٣٧ ١٠٩٣٩٣ ١٠٨٨٢۴ ٠٫١۴٨٩ ٠٫٠٣۴٩٠٧ ١٫۵ ۵٠٠٠
٩۶٧٩٫٣۶ ٩۵۴۴٫١٣ ٩٢٧٧٫٢٨ ۵۴٩١٩ ۵۴٨١٧٫۶ ۵۴٧٢٧٫۵ ٠٫١٢١١ ٠٫٠٨٧٢۶٧ ١٫۵ ۵٠٠٠
١١٠٠٧٫۵ ١٠٨۵٨٫٩ ١٠٧٠٣٫٩ ٢٩٩٣١٫٩ ٢٩٧۶٣٫٢ ٢٩۵۶۶٫٢ ٠٫٠٧٢ ٠٫١٧۴۵٣٣ ١٫۵ ۵٠٠٠
١٠٣۴١٫٢ ١٠١٠١٫٨ ٩٨۴٣٫٢١ ١٣۴٣۶٢ ١٣۴٢٢۶ ١٣٣٩٨٧ ٠٫٠۶۵۵ ٠٫٠٣۴٩٠٧ ١٫٢ ۵٠٠٠
١١۶۶۴٫٣ ١١۶٢٠٫۴ ١١۵۶٧٫٧ ٧٢٩۶٢٫۴ ٧٢٨٢٨٫٨ ٧٢٧٠٩٫٩ ٠٫٠۴٧٢ ٠٫٠۶٩٨١٣ ١٫٢ ۵٠٠٠

63



٠

١٠٠٠
٢٠٠٠
٣٠٠٠
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۴٠٠٠
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انی
(ث
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زم

٧٠٠٠
٨٠٠٠ Forb

Rand

Bina

Orig

(آ)
ب): .w = ٠٫١۵۵۵ و θ = ٠٫١٧۴۵٣٣ آ): .w و θ مختلف مقادیر براي Forb و Bina ،Orig اجراي زمان :2 - 3 شکل

.w = ٠٫٠٠٨٨ و θ = ٠٫١٣٩۶٢۶

اجرا را Bina و Orig به مربوط کدهاي فقط ما n = ٢٠٠٠, ۵٠٠٠ براي بنابراین است، زیاد خیلی Bina و

براي را Bina و Orig الگوریتم هاي اجراي زمان ،3 - 3 شکل کردیم.

نشان نتایج وضوح، به می دهد. نشان مختلف پارامتر هاي براي و n = ١٠٠, ۵٠٠, ١٠٠٠, ٢٠٠٠, ۵٠٠٠

است. دیگر الگوریتم هاي از سریع تر بسیار 2-4-3 الگوریتم که می دهند

،4 - 3 شکل باشد. wt(MST (S)) به G هندسی گراف وزن نسبت ،weight∗ که کنید فرض

نشان حریصانه پوشش با مقایسه در را شکاف-حریصانه پوشش اجراي زمان و weight∗ درجه، اندازه،

و بوز توسط که FG-උൾൾൽඒ الگوریتم از حریصانه، پوشش محاسبه ي براي که کنید توجه می دهد.

از حریصانه پوشش عمل، در که می دهند نشان نتایج کردیم. استفاده شد، ارائه [17] همکارانش

است. بهتر شکاف-حریصانه پوشش از ساخت، زمان و weight∗ درجه، اندازه، نظر

٠

۵٠٠٠

١٠٠٠٠

١۵٠٠٠

٢٠٠٠٠

٢۵٠٠٠

٣٠٠٠٠

١٠٠ ۵٠٠ ١٠٠٠ ٢٠٠٠ ۵٠٠٠

نقاط تعداد

ه)
انی

(ث
ان
زم

Orig

Bina

(ب)

Orig

Bina

٠

٢٠٠٠٠

۴٠٠٠٠

۶٠٠٠٠

٨٠٠٠٠

١٠٠٠٠٠

١٢٠٠٠٠٠

ه)
انی

(ث
ان
زم

١٠٠ ۵٠٠ ١٠٠٠ ٢٠٠٠ ۵٠٠٠
نقاط تعداد

(آ)
۵٠٠٠ و ٢٠٠٠ ،١٠٠٠ ،۵٠٠ ،١٠٠ با نقاط مجموعه و w و θ مختلف مقادیر براي Bina و Orig اجراي زمان :3 - 3 شکل

.w = ٠٫١۵۵۵ و θ = ٠٫١٧۴۵٣٣ ب) .w = ٠٫١۴٨٩ و θ = ٠٫٠٣۴٩٠٧ آ): نقطه.
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شکاف-حریصانه پوشش
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(د)

٠
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١٠٠

١۵٠

١٠٠ ۵٠٠ ١٠٠٠
نقاط تعداد

٢۵٠

٢٠٠

٢٠٠٠ ۵٠٠٠

W
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gh

t∗

شکاف-حریصانه پوشش

حریصانه پوشش

(ج)
پارامتر هاي ازاي به حریصانه پوشش با مقایسه در شکاف-حریصانه پوشش اجراي زمان و weigh∗ درجه، اندازه، :4 - 3 شکل
ج) .w = ٠٫٠٧٢ و θ = ٠٫١٧۴۵٣٣ ،t = ١٫۵ درجه. ب) .w = ٠٫٠۴٨٨ و θ = ٠٫٣۴٩٠۶۶ ،t = ٢ اندازه. آ): مختلف.

.w = ٠٫١۵۵۵ و θ = ٠٫١٧۴۵٣٣ ،t = ٢ زمان. د) .w = ٠٫١۴٨٩ و θ = ٠٫٠٣۴٩٠٧ و t = ١٫۵ .Weight∗

نتیجه گیري 6-3

که کردیم ارائه WSPD کمک با شکاف-حریصانه پوشش ساخت براي الگوریتم یک فصل، این در

پوشش یک حریصانه پوشش اگرچه، است. O(n) و O(n٣) ترتیب به آن حافظه ي و زمانی پیچیدگی

است، شکاف-حریصانه پوشش وزن از بهتر نظري، دیدگاه از آن وزن همچنین و است عالی کیفیت با

وجود O(n٢) زمان در حریصانه پوشش ساخت براي الگوریتمی هیچ داریم اطلاع که جایی تا اما

زمان در شکاف-حریصانه پوشش ساخت براي الگوریتمی یک که دادیم نشان فصل، این در ندارد.

شکاف-حریصانه پوشش کشش ضریب همچنین، دارد. وجود حافظه O(n٢) بکاربردن با و O(n٢)

پوشش ساخت براي O(n٣) اجراي زمان با الگوریتم سه همچنین فصل، این در دادیم. بهبود را

توجه با کردیم. ارائه الگوریتم ها این اجراي زمان روي تجربی نتایج تعدادي و شکاف-حریصانه
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پارامتر هاي و مختلف نقاط مجموعه براي شکاف-حریصانه پوشش و حریصانه پوشش محاسبه ي اجراي زمان :2 - 3 جدول
است. حریصانه پوشش و شکاف-حریصانه پوشش ساخت زمان ترتیب به T-Greedy و T-Gap از منظور اینجا در متفاوت.

T-Greedy T-Gap w θ t n
Max Avg Min Max Avg Min

٣٫۴٢٠٢٧ ٢٫٩٧۴۶٨ ٢٫٨۶٣٢١ ٣٧٣٫٧۶۶ ٣۵۴٫٧٠١ ٣۴۶٫۴٩۴ ٠٫١۵۵۵ ٠٫١٧۴۵٣٣ ٢ ٢٠٠٠
٢٫٩۶۶۶۶ ٢٫٩۴٠٠٩ ٢٫٩١٣٧۶ ۴۶٣٫۶٢ ۴۵۵٫٩٩٩ ۴۴٨٫٩٧٢ ٠٫٠۴٨٨ ٠٫٣۴٩٠۶۶ 2 ٢٠٠٠
٢٫٩۶٨٢۴ ٢٫٩٢٨٠٧ ٢٫٨٩٠٩١ ٣۴۵٫٣٣ ٣۴٠٫٧۶٣ ٣٣٢٫٢١١ ٠٫٢٠۴۵ ٠٫٠٨٧٢۶٧ 2 ٢٠٠٠
٣٫٨٨۶۴٢ ٣٫۴۶٣٣١ ٣٫٣١١١١ ٣٩۵٫٠٢۴ ٣٨۶٫٣۴ ٣٧٧٫۴٠۴ ٠٫١۴٨٩ ٠٫٠٣۴٩٠٧ ١٫۵ ٢٠٠٠
٣٫۶٠٠٨٢ ٣٫۴۴٠٧٩ ٣٫٣٠۶٣۴ ۴۵٧٫٢٣۵ ۴۵١٫٣۵۴ ۴۴١٫۵۴٩ ٠٫١٢١١ ٠٫٠٨٧٢۶٧ ١٫۵ ٢٠٠٠
٣٫۵١٧۶٧ ٣٫۴١۵۴١ ٣٫٣٢٠۶٢ ۴٣۴٫۶۵٢ ۴٢۵٫١٧ ۴٢٠٫۴۵٣ ٠٫٠٧٢ ٠٫١٧۴۵٣٣ ١٫۵ ٢٠٠٠
۶٫٢١۴٨۶ ۴٫٩۶٧١٢ ۴٫۵۶٨٢٧ ۵۴١٫١٠٨ ۵٣٧٫۶٩٨ ۵٢٨٫١۵٩ ٠٫٠۶۵۵ ٠٫٠٣۴٩٠٧ ١٫٢ ٢٠٠٠
۴٫٩٢۴٣۴ ۴٫٧٨٧٠۴ ۴٫۵۴٠٠۵ ۵٧٩٫١۴٢ ۵۶٧٫۴٩٢ ۵۵٧٫٨١١ ٠٫٠۴٧٢ ٠٫٠۶٩٨١٣ ١٫٢ ٢٠٠٠
۵٫١٨١۴٧ ۴٫٨٣٨۴ ۴٫۵۶۴٣٧ ۵٣۵٫٧۵۶ ۵٣٠٫۴٠٣ ۵٢۶٫٣٢٣ ٠٫٠٠٨٨ ٠٫١٣٩۶٢۶ ١٫٢ ٢٠٠٠
٢٨٫۶٧۶٧ ٢۴٫٨٣٢۴ ٢٣٫٩۴٢٢ ٩۵١٧٫١١ ٩٠٠٨٫٠٨ ٨۶۶٨٫١٨ ٠٫١۵۵۵ ٠٫١٧۴۵٣٣ 2 ۵٠٠٠
٢۴٫٩۴٨٧ ٢۴٫٣٨ ٢۴٫٠٢٣٢ ١٠٣۵١٫٣ ١٠٠٩۶٫١ ٩٩۶۵٫٣ ٠٫٠۴٨٨ ٠٫٣۴٩٠۶۶ 2 ۵٠٠٠
٢٧٫٧٨٩٧ ٢۴٫۵٢٠۵ ٢٣٫٧١۶۶ ٧٨١٣٫٧١ ٧۶٩٧٫۶ ٧۴٣۶٫۵٨ ٠٫٢٠۴۵ ٠٫٠٨٧٢۶٧ 2 ۵٠٠٠
٣١٫٣٨٢ ٢٨٫۴٩٢٣ ٢٧٫۵٧١٢ ٧۴١۴٫٢۴ ٧٢۶٧٫٧٣ ٧١٢٢٫۶۶ ٠٫١۴٨٩ ٠٫٠٣۴٩٠٧ ١٫۵ ۵٠٠٠

٣٠٫٠۵۴۴ ٢٨٫٠٩۶٢ ٢٧٫٣٧٨ ٩۶٧٩٫٣۶ ٩۵۴۴٫١٣ ٩٢٧٧٫٢٨ ٠٫١٢١١ ٠٫٠٨٧٢۶٧ ١٫۵ ۵٠٠٠
٢٨٫٩١٣۵ ٢٧٫٩٠٣٢ ٢٧٫٣٢۵٧ ١١٠٠٧٫۵ ١٠٨۵٨٫٩ ١٠٧٠٣٫٩ ٠٫٠٧٢ ٠٫١٧۴۵٣٣ ١٫۵ ۵٠٠٠
۴۴٫٣٣٣۶ ۴١٫٣٠٨٧ ۴٠٫۴١٩۶ ١٠٣۴١٫٢ ١٠١٠١٫٨ ٩٨۴٣٫٢١ ٠٫٠۶۵۵ ٠٫٠٣۴٩٠٧ ١٫٢ ۵٠٠٠
۴٧٫٢٠٠٢ ۴٢٫١٧١١ ٣٩٫٧٣٧٢ ١١۶۶۴٫٣ ١١۶٢٠٫۴ ١١۵۶٧٫٧ ٠٫٠۴٧٢ ٠٫٠۶٩٨١٣ ١٫٢ ۵٠٠٠

الگوریتم هاي به نسبت (2-4-3 (الگوریتم Bina الگوریتم که می گیریم نتیجه ما تجربی، نتایج به

است. سریع تر شدند، ارائه 4-3 بخش در که دیگري

پوشش با مقایسه در را حریصانه پوشش نظري خصوصیات تجربی صورت به همچنین ما

تا داریم، ما که اطلاعاتی طبق بر که است ذکر به لازم دادیم. قرار بررسی مورد شکاف-حریصانه

قابل بودند. نشده مقایسه عمل در یکدیگر با حریصانه پوشش با شکاف-حریصانه پوشش این، از قبل

شده اند مقایسه یکدیگر با عمل در تاکنون حریصانه، پوشش ساخت هاي الگوریتم که است توجه

را فصل این ما است. نگرفته قرار نظر مد شکاف-حریصانه پوشش مقالات، این در اما ، [5 ،6 ،31]

می دهیم: خاتمه حل نشده مسئله ي یک بیان با

شکاف- پوشش از زیرگرافی می تواند حریصانه پوشش ،w و θ از خاصی مقادیر ازاي به آیا

باشد؟ حریصانه
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4 فصل
خود-گرا هندسی گراف هاي



مقدمه 1-4

گراف رئوس هرگاه است مجاورت1 گراف یک G گویند باشد. گراف یک G(S,E) که کنید فرض

متناظر اشیاء که هستند متصل هم به یال یک با زمانی رأس دو و باشند هندسی اشیاء عنوان به

تعریف است، اشیاء بین که ارتباطی نحوه ي براساس همسایگی (این باشند همسایه یکدیگر با آن ها

دو هر اگر گویند هندسی مجاورت گراف یک را صفحه در S رئوس مجموعه با گراف یک می شود).

متصل هم به pq پاره خط توسط می کنند، صدق همسایگی شرایط از برخی در که p, q ∈ S نقطه ي

برد. نام می توان را گابریل2 گراف هاي و یائو گراف هاي مجاورت، گراف هاي جمله از باشند.

بسیار محاسباتی هندسه ي و گراف3 رسم زمینه ي در مجاورت گراف هاي اخیر، سال هاي در

مجاورت گراف هاي از خاصی نوع حریصانه4 گراف هاي .[55 ،41 ،38] گرفته اند قرار توجه مورد

اقلیدسی فاصله ي هرگاه گویند حریصانه را (v١, v٢, . . . , vn) (جهت دار) هندسی مسیر یک هستند.

هندسی گراف یک یابد. کاهش ،i افزایش با ،vn مقصد رأس و (١ ≤ i ≤ n) vi رأس بین

در q به p از حریصانه مسیر یک ،G در q و p رأس دو هر براي هرگاه گویند حریصانه را G

است شده انجام حریصانه گراف هاي زمینه ي در زیادي تحقیقاتی کارهاي باشد. داشته وجود G

.[54 ،37 ،35 ،34 ،19 ،8]

که هستند وتر-افزایشی گراف هاي و خود-گرا گراف هاي حریصانه، گراف هاي از دیگري نوع

رئوس مجموعه با هندسی گرافی G که کنید فرض .[4] شدند معرفی همکارانش و علمداري توسط

هر براي هرگاه گویند، خود-گرا را G در t به s از مسیر یک ،s, t ∈ S رأس دو هر براي باشد. S

سمت به s از مسیر روي پیوسته طور به که نقطه اي یک رأس)، یک لزوماً (نه مسیر روي q نقطه ي

هرگاه گویند خود-گرا را G گراف نشود. دور q از حرکتش مسیر در هرگز است، حرکت حال در q

مسیر یک باشد. داشته وجود G در t به s از خود-گرا مسیر یک ،G در t و s رأس دو هر براي

یک و باشد خود-گرا بالعکس) و مقصد به (مبدأ جهت دو در مسیر آن اگر گویند وتر-افزایشی را

به باشد. داشته وجود وتر-افزایشی مسیر یک رأسش دو هر بین هرگاه گویند وتر-افزایشی را گراف

1proximity graph
2Gabriel

3graph drawing
4greedy graphs



همیشه مطلب این عکس اما هست نیز خود-گرا گراف یک وتر-افزایشی، هندسی گراف یک وضوح،

نیست. درست

کشش ضریب تحقیقاتی، کارهاي در خود-گرا گراف هاي عمده ي استفاده ي دلایل از یکی

و [36] ۵٫٣٣٣٢ حداکثر خود-گرا گراف هاي کشش ضریب که است شده ثابت است. آن ها خوب

است. [51] ٢٫٠٩۴ حداکثر وتر-افزایشی گراف هاي

کار چند صفحه در نقاط از مجموعه یک روي بر خود-گرا گراف هاي ساخت زمینه ي در

می توان چندجمله اي زمان در که دادند نشان [4] همکارانش و علمداري است. شده انجام تحقیقاتی

کردند ثابت آن ها این، بر علاوه خیر. یا است خود-گرا ،R٣ یا R٢ در مسیر یک آیا که داد تشخیص

Rd در هندسی گراف یک در شده داده رأس دو بین خود-گرا مسیر وجود عدم یا وجود مسئله ي که

مسئله ي بودن NP-سخت می توان راحتی به مسئله، این از استفاده با است. NP-سخت ،(d ≥ ٣)

آن ها گرفت. نتیجه را خیر، یا است خود-گرا ،(d ≥ ٣) Rd در شده داده هندسی گراف یک آیا اینکه

هر براي که دادند نشان آن ها همچنین، کردند. مطرح حل نشده مسئله ي عنوان به را d = ٢ حالت

O(n) کردن اضافه با وتر-افزایشی هندسی گراف یک می توان صفحه، در نقطه n از S مجموعه ي

که دادند نشان [49] همکارانش و دهکردي1 ساخت. یال O(n) و اشتاینري نقطه ي

O(n) کردن اضافه با خود-گرا مسطح گراف یک صفحه، در نقطه n از مجموعه اي هر براي الف)

دارد. وجود اشتاینري نقطه ي

پوشش روي دقیقاً نقاط همه ي (یعنی محدب2 حالت در نقطه n از مجموعه اي هر براي ب)

وجود یال O(n log n) با وتر-افزایشی هندسی گراف یک صفحه، در می گیرند) قرار محدبشان

اشتاینري). نقطه ي کردن اضافه (بدون دارد

معرفی را ضعیف وتر-افزایشی و ضعیف خود-گراي هندسی گراف هاي مفهوم فصل، این در

صورتی در هرگاه می نامیم، ضعیف خود-گراي مسیر یک را s به r از هندسی مسیر یک می کنیم.

بین اقلیدسی فاصله ي کند، حرکت s به r از و باشد مسیر روي رأس) لزوماً (نه p مانند نقطه اي که

می نامیم ضعیف خود-گراي را هندسی گراف یک ما بماند. ثابت یا یابد کاهش پیوسته طور به s و p
1Dehkordi 2convex position

69



باشد. داشته وجود s به r از ضعیف خود-گراي مسیر یک گراف، آن در s و r رأس دو هر بین هرگاه

وجود s و r بین مسیري هرگاه است ضعیف وتر-افزایشی s و r بین هندسی مسیر یک می گوییم

ضعیف خود-گراي هم و باشد s به r از ضعیف خود-گراي هم مسیر آن که طوري به باشد داشته

آن، رأس دو هر بین هرگاه است ضعیف وتر-افزایشی هندسی، گراف یک می گوییم باشد. r به s از

و ضعیف خود-گراي مسیر تفاوت هاي از یکی باشد. داشته وجود ضعیف وتر-افزایشی مسیر یک

مسیر در اما است خود-گرا نیز خود-گرا، مسیر یک از زیرمسیر هر که است این در خود-گرا مسیر

مسیر انتهاي رأس با آن انتهاي رأس که زیرمسیري هر فقط و نیست چنین این ضعیف خود-گراي

است. ضعیف خود-گراي باشد، یکی اصلی

به حریصانه، مسیر طول در رأس هر اگرچه که است این حریصانه گراف معایب از یکی

را 4 - 2آ (شکل نمی کند صدق مسیر روي میانی نقاط براي مطلب این اما می شود نزدیک تر مقصد

زیرا باشند. خوبی جایگزین می توانند خود-گرا گراف هاي عیب، این رفع جهت رو، این از ببینید).

نقاط به هم مسیر روي میانی نقاط مسیر، روي رئوس بر علاوه تعریف، طبق خود-گرا، گراف هاي در

نقاط که نباشد این به نیاز واقعاً شاید عمل در البته، هستند. شدن نزدیک حال در مسیر روي بعدي

(نه مسیر روي نقاط که همین بلکه باشند شدن نزدیک حال در خود، از بعد نقاط به مسیر، روي

می توانند ضعیف خود-گراي گراف هاي رو، این از باشد. کافی شوند نزدیک مقصد به رئوس) فقط

ببینید). را 1 - 4 (شکل شوند واقع مفید

a

p qb

c d e

`

است q به p از ضعیف خود-گراي مسیر یک pabq مسیر و است q به p از خود-گرا مسیر یک pacdeq مسیر :1 - 4 شکل
نیست. خود-گرا که

تعریف و خود-گرا مسیر از ضعیف تري تعریف ضعیف، خود-گراي مسیر تعریف که کنید توجه

کشش ضریب خود-گرا، گراف هاي برخلاف که، است ذکر به لازم است. حریصانه مسیر از قوي تري
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گراف هاي چه اگر ببینید). را 4 - 2ب (شکل باشند نامتناهی است ممکن ضعیف خود-گراي گراف هاي

p q P

(ب)
p

q
s

u

(آ)

باشد. زیاد می تواند آن کشش ضریب که ضعیف خود-گراي مسیر یک (ب) حریصانه مسیر یک (آ) :2 - 4 شکل

نوع این اما نمی شوند، خود-گرا گراف هاي کشش ضریب بهبود سبب ضعیف، خود-گراي هندسی

داده نقطه ي مجموعه یک براي مثال، عنوان به شوند. واقع مفید دیگر جهات از می توانند گراف ها

این نتایج از یکی (این ساخت مسطح ضعیف خود-گراي هندسی گراف یک می توان صفحه، در شده

مسئله ي داریم، اطلاع ما که جایی تا که حالی در شد) خواهد بیان مفصل بعداً که بود خواهد فصل

است. حل نشده هنوز صفحه، در نقاط از مجموعه اي براي مسطح خود-گراي هندسی گراف ساخت

خود-گراي هندسی گراف یک صفحه، در نقاط از مجموعه هر براي آیا که مسئله این علاوه، به

یک آیا که مسئله این دیگر، مثالی عنوان به است. حل نشده هنوز نیز خیر، یا دارد وجود مسطح

در می توان را خیر، یا است ضعیف خود-گراي ،(d ≥ ١) Rd فضاي در شده داده هندسی گراف

بحث در مسئله اي چنین که حالی در فصل) این نتایج از دیگر (یکی داد پاسخ چندجمله اي زمان

است. حل نشده هنوز d = ٢ براي و است NP-سخت ،d > ٢ حالت براي خود-گرا گراف هاي

است ۵٫٣٣٣٢ حداکثر خود-گرا هندسی گراف هر کشش ضریب شد، اشاره قبلاً که طور همان

صفحه در شده داده نقطه ي مجموعه یک براي که است این آید پیش است ممکن که سؤالی .[36]

روي t حداکثر کشش ضریب با خود-گرا هندسی گراف یک آیا ،١ < t < ۵٫٣٣٣٢ حقیقی عدد یک و

معرفی را خود-گرا t-پوشش مفهوم [1] همکارانش و آبام سؤال، این به پاسخ براي دارد؟ وجود S

q و p نقطه ي دو هر بین هرگاه گویند (ضعیف) خود-گرا t-پوشش را G هندسی گراف یک کردند.

و q و p بین t-مسیر یک هم مسیر این که طوري به باشد داشته وجود q به p از مسیر یک ،S در

71



(ضعیف) وتر-افزایشی t-پوشش یک مشابه طور به باشد. q به p از (ضعیف) خود-گرا مسیر یک هم

می شود. تعریف

t > ١ که کنید فرض ادامه، در می دهیم. ارائه را زیر نتایج ما فصل، این در فصل. این نتایج
باشد. ثابت حقیقی عدد یک

یک حداقل که (مثلثی منفرجه مثلث یک مرز روي که صفحه در نقطه مجموعه  هر براي .1

وتر-افزایشی هندسی گراف یک گرفته اند، قرار قائم الزاویه یا دارد) درجه 90 از بزرگتر زاویه ي

دارد. وجود مسطح

آن زاویه هاي تمام که (مثلثی حاده مثلث یک مرز روي که صفحه در نقطه مجموعه  هر براي .2

بردن بکار با مسطح وتر-افزایشی هندسی گراف یک گرفته اند، قرار است) درجه 90 از کمتر

دارد. وجود اشتاینري نقطه ي سه حداکثر

Rd در شده داده هندسی گراف یک آیا که داد تشخیص می توان چندجمله اي زمان در .3

خیر. یا است ضعیف خود-گراي

دارد. وجود مسطح ضعیف خود-گراي هندسی گراف یک صفحه، در نقطه مجموعه هر براي .4

ارائه نقطه مجموعه هر روي ضعیف خود-گراي t-پوشش یک ساخت براي الگوریتم دو ما .5

بر مبتنی دوم الگوریتم که حالی در است یائو گراف ساخت مشابه الگوریتم، اولین می کنیم.

است. (WSPD) خوش-مجزا زوجی تجزیه مفهوم

وتر- t-پوشش یک شده اند، توزیع مثلث یک مرز روي که صفحه در نقطه مجموعه  هر براي .6

هستند یال O(kn) داراي دو هر که دارد وجود ضعیف خود-گراي t-پوشش یک و افزایشی

است. t به وابسته فقط k و

[49] همکارانش و دهکردي که هستند توجه مورد جهت این از 2 و 1 نتایج که است ذکر به لازم

که کردند فرض ابتدا نقطه، مجموعه  هر براي وتر-افزایشی مسطح گراف وجود مسئله ي حل جهت

نکردند. ارائه خاص حالت این در مسئله براي حلی راه آن ها اما می گیرند، قرار مثلث یک روي نقاط
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مثلث روي نقاط براي وتر-افزایشی مسطح گراف 2-4

گرفته اند، قرار مثلث یک مرز روي که صفحه در شده داده نقطه ي مجموعه یک براي بخش، این در

از منظورمان فصل، این طول در که کنید توجه می سازیم. مسطح وتر-افزایشی هندسی گراف یک

است. هندسی گراف گراف،

در است. وتر-افزایشی گراف یک وضوح به صفحه، در نقطه اي مجموعه هر روي کامل گراف

غیرکامل گراف یک صفحه، در نقطه چهار حداقل با نقطه مجموعه هر براي که می دهیم نشان ادامه،

دارد. وجود وتر-افزایشی

غیرکامل گراف یک همواره صفحه، در نقطه n > ٣ از S مجموعه ي هر براي .1 - 2-4 گزاره
دارد. وجود وتر-افزایشی

که طوري به است z و y ،x متمایز نقطه ي سه شامل S مجموعه ي که می کنیم ادعا ما اثبات.
CH(S) روي نقاط تعداد c که کنید فرض است. π/٢ حداقل ∆xyz مثلث داخلی زاویه هاي از یکی

داراي رأس، c > ٣ با چندضلعی هر که آنجایی از می کنیم. ثابت c > ٣ براي را ادعا ابتدا، باشد.

کنید فرض حال، است. برقرار ادعا بنابراین است، π/٢ مساوي یا بزرگ تر داخلی زاویه ي یک حداقل

داخل رأسی p ∈ S که کنید فرض همچنین باشند. CH(S) روي نقاطی w و v ،u ،c = ٣ که

زاویه هاي مجموع که آنجایی از بگیرید. نظر در را ∆pvw و ∆puw ،∆puv مثلث هاي باشد. CH(S)

که دارد وجود ∆pvw و ∆puw ،∆puv مثلث هاي بین در مثلث یک بنابراین است، ٢π برابر p حول

می شود. ثابت ادعا رو، این از است. π/٢ مساوي یا بزرگ تر داخلی زاویه ي یک شامل

پاره خط هاي بین زاویه ي که طوري به باشند S در نقطه سه z و y ،x که کنید فرض حال،

که کنید فرض دارند). وجود z و y ،x نقاط چنین بالا، ادعاي (طبق باشد π/٢ حداقل yz و xy

به باشد. KS از (x, z) یال حذف از حاصل گراف G که کنید فرض و باشد S روي کامل گراف KS

وتر-افزایشی G بنابراین و است G در z و x بین وتر-افزایشی مسیر یک (x, y)∪(y, z) مسیر وضوح،

■ می کند. کامل را اثبات این، است.

یک لزوماً متساوي الاضلاع، مثلث یک رئوس روي غیرکامل گراف هر که است ذکر به لازم
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u v

luvlvu

v l+uv

.l+uv نیم صفحه ي و lvu ،luv خطوط :3 - 4 شکل

نیست. وتر-افزایشی گراف

می کنیم بیان است، شده اثبات [3] همکارانش و علمداري توسط که را مفیدي لم ادامه، در

می کنیم. استفاده شده اند، تعریف [3] مقاله ي در که نمادهایی از ما اینجا، در می شود. لازم بعداً که

luv که کنید فرض باشد. v و u بین پاره خط uv و باشند متمایز نقطه ي دو v و u که کنید فرض

که باشد بسته اي نیم صفحه ي l+uv که کنید فرض است. uv بر عمود و می گذرد v از که باشد خطی

ببینید). را 3 - 4 (شکل نمی شود شامل را u و است luv مرزش

خود- P باشد. R٢ در هندسی مسیر یک P = (v١, v٢, . . . , vn) که کنید فرض .([3]) 2 - 2-4 لم
دیگر، عبارتی به گیرد. قرار l+vi−١vi

در vj نقطه ي ،١ < i < j ≤ n هر براي اگر فقط و اگر است گرا

l+vi−١vi
در {vi, vi+١, . . . , vn} محدب پوشش ،١ < i ≤ n هر براي اگر فقط و اگر است خود-گرا P

گیرد. قرار

l+vi−١vi
نیم صفحه هاي که است کافی داد. تعمیم بالاتر ابعاد براي می توان را بالا لم و تعاریف

دهکردي کرد. جایگزین شده اند، محدود vi−١vi بر عمود نیم صفحاتی توسط که نیم فضاهایی با را

مثلث یک مرز روي که نقاطی براي آیا کردند: مطرح را زیر حل نشده مسئله ي [49] همکارانش و

مثلث که حالتی به اشاره اي هیچ آن ها دارد؟ وجود مسطح وتر-افزایشی گراف یک دارند، قرار حاده

یک اضلاع روي که نقاطی محدب پوشش که است ذکر به لازم نکردند. است، قائم الزاویه یا منفرجه

می توان مثال، عنوان به نیست. وتر-افزایشی گراف یک ضرورتاً شده اند، توزیع منتظم چندضلعی

براي که می دهیم نشان ما کرد. بررسی منفرجه یا حاده مثلث یک براي را موضوع این راحتی به
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p١

p٢

p٣

pn

d

.d خط به نسبت یک طرفه محدب نقطه ي مجموعه یک :4 - 4 شکل

مسطح گراف یک دارند، قرار قائم الزاویه یا منفرجه مثلث مرز روي که صفحه در نقطه مجموعه هر

این می توان چگونه که نمی دانیم هنوز است، حاده مثلث که حالتی براي دارد. وجود وتر-افزایشی

حاده مثلث یک مرز روي که نقاطی براي که دهیم نشان می توانیم عوض، در ولی کرد حل را مسئله

در دارد. وجود اشتاینري نقطه ي سه حداکثر بکاربردن با مسطح وتر-افزایشی گراف یک دارند قرار

آن به بعداً که [49] می کنیم بیان را آورده اند بدست همکارانش و دهکردي که نتیجه اي ابتدا ادامه،

داریم. نیاز

خط یک d و باشد محدب حالت در و صفحه در نقطه n از مجموعه اي S که کنید فرض

در نقاط ترتیب نباشد. عمود می گذرد، S در نقطه دو از که خطی هیچ بر که باشد جهت دار مستقیم

با S نقطه ي بزرگ ترین و کوچک ترین می گیریم. نظر در d خط روي نقاط تصویر ترتیب همان را S

و دهکردي است. ،S روي شده تعریف ترتیب در نقطه آخرین و اولین با برابر ترتیب به d به توجه

کوچک ترین هرگاه نامیدند d به نسبت یک طرفه مجموعه ي را S محدب مجموعه ي [49] همکارانش

یک ببینید). را 4 - 4 (شکل باشند هم سر پشت CH(S) روي بر d به نسبت S در نقاط بزرگ ترین و

داشته وجود d مانند خطی هرگاه می گویند یک طرفه محدب مجموعه ي را S محدب مجموعه ي

باشد. یک طرفه آن به نسبت S که طوري به باشد

گراف یک باشد. نقطه n با یک طرفه محدب مجموعه ي یک S که کنید فرض .([49]) 3 - 2-4 لم
دارد. وجود یال ٢n− ٣ با S روي مسطح وتر-افزایشی

بدون می نامیم. G را گراف این ما است: زیر صورت به شد بیان بالا لم در که گرافی ساخت

می دهیم، نمایش x با که ،x محور مثبت جهت به نسبت S که کنید فرض کلیت، دادن دست از

x روي آن ها تصویر ترتیب اساس بر نقاط که طوري به S := {s١, s٢, . . . , sn} و است یک طرفه
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(s١, s٢) یال شامل تنها G آنگاه ،n = ٢ اگر است. استقرایی صورت به G ساخت شده اند. مرتب

G′ گراف ابتدا باشد. S در y مختصات بیش ترین با نقطه اي sj و n > ٢ که کنید فرض حال، است.

مجموعه ي سپس و می آوریم بدست را است R = S\{sj} روي وتر-افزایشی مسطح گراف یک که

x به نسبت یک طرفه محدب مجموعه ي یک R که کنید توجه می کنیم. اضافه G به را G′ یالی

می کنیم. اضافه G به را (sj , sj+١) و (sj−١, sj) یال هاي پایان، در است.

مثلث یک روي که نقاطی مجموعه براي مسطح وتر-افزایشی گراف ساخت مسئله ي ادامه، در

بدون باشد. C و B ،A رئوس با مثلث یک ∆ABC که کنید فرض می گیریم. نظر در را دارند قرار

قرار صفحه در B چپ سمت در A و است افقی AB ضلع که می کنیم فرض کلیت، دادن دست از

می کنیم فرض ابتدا دارد. قرار ∆ABC مثلث روي که است صفحه در نقطه n از مجموعه اي S و دارد

که می کنیم فرض کلیت، دادن دست از بدون است. قائم الزاویه یا منفرجه مثلث یک ∆ABC که

باشد. π/٢ حداقل BC و AC اضلاع بین زاویه ي

OൻඍඎඌൾTඋංൺඇඅൾ با که G(S,E) مسطح وتر-افزایشی گراف ساخت ایده ي الگوریتم ادامه، در

ابتدا، در باشد. AB روي x نقطه ي تصویر x′ که کنید فرض می کنیم. بیان را است، شده نام گذاري

در نقطه یک به را AC در p نقطه ي هر سپس، می کنیم. تصویر AB روي را AC روي نقاط همه ي

می کنیم. متصل یالی توسط است، p′ راست سمت در نقطه یک به نقطه نزدیک ترین که S ∩ AC ′

u به نسبت v که می کنیم فرض اینجا در (ما u, v ∈ S ∩AC متوالی نقطه ي دو هر براي همچنین،

v′ به نزدیک ترین که S ∩ u′v′ در نقطه یک به را v آنگاه ،S ∩ u′v′ ̸= ∅ اگر است)، نزدیک تر C به

لازم فقط می کنیم اعمال BC ضلع روي نقاط براي را بالا روش همچنین ما می کنیم. وصل است

بالا، عملیات انجام با کنیم. جایگزین BC ′ با را AC ′ ”چپ“و کلمه ي با را ”راست“ کلمه ي که است

می گذرد، AB از که خطی به نسبت S′ ⊆ S یک طرفه محدب نقطه ي مجموعه یک که است ممکن

بیان 3 - 2-4 لم اثبات در که الگوریتمی مجموعه اي، چنین آمدن وجود به صورت در که آید وجود به

ببینید). را 1-2-4 الگوریتم جزئیات، مشاهده ي (براي می کنیم اعمال S′ مجموعه ي روي بر را شد

فرض می کنیم. تعریف را آن ها ادامه در که کرده ایم استفاده نمادهایی از ما ،1-2-4 الگوریتم در

A تا فاصله شان براساس و صعودي صورت به که باشند S ∩ AC داخل نقاط v١, . . . , vk که کنید
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تا فاصله شان اساس بر (نقاط S∩BC = {u١, . . . , ul} که کنید فرض مشابه، طور به شده اند. مرتب

به A تا فاصله شان اساس بر (نقاط S∩AB = {w١, . . . , wm} و شده اند) مرتب صعودي صورت به B

AC روي نقاط فقط بردن بکار با vb به va اتصال از حاصل مسیر ما شده اند). مرتب صعودي صورت

DpathAC(va, vb) با را آن و می نامیم AC روي vb و va بین مستقیم مسیر را vb و va بین نقاط و

x′ و S در نقطه یک x باشد، Y و X انتهایی نقاط با پاره خطی XY کنید فرض می دهیم. نمایش

در نقطه نزدیک ترین را AX(x,XY ) ما باشند. می گذرد، XY از که خطی روي آن عمود تصویر

نداشته وجود نقطه اي چنین اگر می کنیم. تعریف باشد، x′ و X بین که طوري به x′ به S ∩XY

در نقطه نزدیک ترین AX(x, Y X) بالا، تعریف طبق که کنید توجه .AX(x,XY )=nil آنگاه باشد،

کوچک ترین j١ که کنید فرض همچنین، دارد. قرار x′ و Y بین که طوري به است x′ به S ∩XY

اینجا در باشد. نداشته وجود C ′ و v′j١
بین S در نقطه اي هیچ که طوري به باشد صحیحی عدد

.j١ = k + ١ می کنیم فرض باشد، نداشته وجود j١ چنین اگر است. AB روي C عمود تصویر C ′

C ′ و u′j٢
بین S در نقطه اي هیچ که باشد صحیحی عدد کوچک ترین j٢ که کنید فرض همچنین

.j٢ = l + ١ می کنیم فرض نداشت، وجود j٢ چنین اگر باشد. نداشته وجود

می دهد. نشان را OൻඍඎඌൾTඋංൺඇඅൾ الگوریتم درستی زیر قضیه ي

وتر- گراف یک ،OൻඍඎඌൾTඋංൺඇඅൾ الگوریتم توسط شده تولید G(S,E) گراف .4 - 2-4 قضیه
است. S روي مسطح افزایشی

G که فهمید می توان راحتی به 3 - 2-4 لم طبق همچنین و G گراف ساخت طبق بر اثبات.
که دهیم نشان است کافی است. افزایشی وتر- گراف یک G که می کنیم ثابت حال، است. مسطح

(p, q) اگر دارد. وجود G در q و p بین وتر-افزایشی مسیر یک ،p, q ∈ S متمایز نقطه ي دو هر براي

فرض بنابراین، دارد. وجود G در q و p بین وتر-افزایشی مسیر یک وضوح، به آنگاه باشد، G در یالی

.(p, q) ̸∈ E که می کنیم

واضح می بریم. بکار را 2 - 2-4 لم است، وتر-افزایشی مسیر، یک اینکه اثبات براي ادامه، در

وتر-افزایشی مسیر یک آنگاه باشند، گرفته قرار مثلث از یکسانی ضلع یک روي q و p اگر که است

است. ضلع آن روي q و p بین مستقیم مسیر همان که دارد وجود q و p بین
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Algorithm 4-2-1: OൻඍඎඌൾTඋංൺඇඅൾ(S)
input: A set S of n points in the plane placed on the boundary of the obtuse triangle ∆ABC .
output: An increasing-chord plane graph, denoted by G(S,E), spanning S.

1 E := ∅;
2 for i = 1 to l-1 do
3 E := E ∪ (ui, ui+1);
4 end
5 for i = 1 to k-1 do
6 E := E ∪ (vi, vi+1);
7 end
8 for i = 1 to m-1 do
9 E := E ∪ (wi, wi+1);
10 end
11 if vk ̸= ul then
12 E := E ∪ (vk, ul);
13 end
14 for i = 1 to j1 − 1 do
15 E := E ∪ (vi, AX(vi, BA));
16 if AX(vi, AB) is between v′i−1 and v′i then
17 E := E ∪ (vi, AX(vi, AB));
18 end
19 end
20 if j2 = l + 1 then
21 for i = j1 to k do
22 E := E ∪ (vi, AX(vi, BA));
23 end
24 end
25 for i = 1 to j2 − 1 do
26 E := E ∪ (ui, AX(ui, AB));
27 if AX(ui, BA) is between u′

i−1 and u′
i then

28 E := E ∪ (vi, AX(ui, BA));
29 end
30 end
31 if j1 = k + 1 then
32 for i = j2 to l do
33 E := E ∪ (ui, AX(ui, AB));
34 end
35 end
36 if j1 ̸= k + 1 and j2 ̸= l + 1 then
37 x := AX(vj1 , BA);
38 y := AX(uj2 , AB);
39 E = E ∪ E′;
40 end
41 return G(S,E);

مسیر 2 - 2-4 لم طبق آنگاه باشد، BC روي q و AC روي p اگر

DpathAC(p, vk) ∪ (vk, ul) ∪DpathBC(ul, q)

π/٢ از بزرگ تر ∠vkulB و ∠Avkul زاویه هاي زیرا است، G در q و p بین وتر-افزایشی مسیر یک

هستند.

به باشد صحیح عدد یک i و باشد AB روي q و AC روي p که کنید فرض بعدي، حالت در

مانند صحیح عدد یک ،G گراف ساخت طبق بر آنگاه گیرد، قرار p′ و A بین q اگر .vi := p که طوري

را 5 - 4 (شکل (vj , AX(vj , AB)) ∈ E و باشد AX(vj , AB) و A بین q که طوري به دارد وجود j
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،a := AX(vj , AB) اگر باشد. بالا خاصیت با صحیح عدد کوچک ترین j که کنید فرض ببینید).

مسیر ،2 - 2-4 لم طبق بنابراین، و هستند π/٢ حداقل ∠vjaq و ∠pvja زاویه هاي آنگاه

DpathAC(p, vj) ∪ (vj , AX(vj , AB)) ∪DpathAB(AX(vj , AB), q)

است. G در q و p بین وتر-افزایشی مسیر یک

p

q

vj

p′
A

C

B
a

است. p′ و A بین q که حالتی :4 - 2-4 قضیه ي اثبات :5 - 4 شکل

نظر در را حالت دو ما ببینید). را 6 - 4 (شکل باشد p′ و B بین q که می کنیم فرض حال،

.i ≥ j١ (2 و i < j١ (1 می گیریم:

p

q

vj1

p′
A B

C

a

.i < j١ و است p′ و B بین q که حالتی :4 - 2-4 قضیه ي اثبات :6 - 4 شکل

به بنابراین است، π/٢ حداقل ،a := AX(p,BA) که ∠paq زاویه ي که آنجایی از :i < j١ :1 حالت
وتر-افزایشی مسیر یک (p,AX(p,BA)) ∪ DpathAB(AX(p,BA), q) ،2 - 2-4 لم طبق وضوح،

است. G در q و p بین

گراف ساخت طبق بر آنگاه ،j٢ = l+١ اگر حال، .j١ ̸= k+١ داریم حالت این در :i ≥ j١ :2 حالت
p بین وتر-افزایشی مسیر یک (p,AX(p,BA)) ∪DpathAB(AX(p,BA), q) مسیر وضوح به ،G

در که باشد گرافی G′ گراف و ببینید) را 7 - 4 (شکل j٢ ̸= l+ ١ کنید فرض حال، است. G در q و

که آنجایی از ببینید). را 1-2-4 (الگوریتم می شود ساخته OൻඍඎඌൾTඋංൺඇඅൾ الگوریتم از 36 خط

بین Q وتر-افزایشی مسیر یک بنابراین، است، G از زیرگرافی و S′ روي وتر-افزایشی گراف یک G′
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Q مسیر روي رأس آخرین y کنید فرض .x = AX(vj١ , BA) که طوري به دارد وجود G در x و p

π/٢ حداقل ∠yxq زاویه ي و است BC روي y وضوح به ،G′ گراف ساخت طبق بر باشد. x از قبل

بین وتر-افزایشی مسیر یک Q∪DpathAB(x, q) مسیر وضوح به ،2 - 2-4 لم طبق رو این از است.

باشد، AB روي q و BC روي p هرگاه که کنیم ثابت می توانیم مشابه، دلایل با است. G در q و p

p

qx

Q

y

B

C

A

.j٢ ̸= l + و١ j١ ̸= k + ١ ،i ≥ j١ و است p′ و B بین q که حالتی :4 - 2-4 قضیه ي اثبات :7 - 4 شکل

■ می کند. کامل را اثبات این، دارد. وجود G در q و p بین وتر-افزایشی مسیر یک آنگاه

قرار ∆ABC حاده ي مثلث روي که باشد صفحه در نقطه n از مجموعه اي S کنید فرض حال،

اشتاینري نقطه ي سه حداکثر کردن اضافه با S روي وتر-افزایشی مسطح گراف یک ما گرفته اند.

این در که ایده اي می نامیم. AർඎඍൾTඋංൺඇඅൾSඍൾංඇൾඋ را گراف این ساخت الگوریتم و می سازیم

ابتدا می کنیم. شروع E تهی یالی مجموعه ي یک با ما می باشد. ذیل شرح به است، نهفته الگوریتم

عمود تصاویر ترتیب به C ′ و B′ ،A′ که می کنیم اضافه S به را C ′ و B′ ،A′ اشتاینري نقطه ي سه

که کنید فرض حال، ببینید). را 8 - 4 (شکل هستند AB و AC ،BC پاره خط هاي روي C و B ،A

مثلث هاي مرز روي S١ در نقاط همه ي مجموعه ي ترتیب به P٣ و P٢ ،P١ و S١ := S∪{A′, B′, C ′}

ترتیب به P٣ و P٢ ،P١ مجموعه هاي که است ذکر به لازم باشند. ∆A′C′B و ∆B′C′A ،∆A′B′C

می گذرند، C و A از و C و B از ،B و A از که خطوطی به نسبت یک طرفه محدب مجموعه هاي

الگوریتمی سپس و می کند اضافه E به را (C ′, A′) و (B′, C ′) ،(A′, B′) یال هاي الگوریتم، هستند.

اضافه E مجموعه ي به حاصل یال هاي و می شود اجرا P٣ و P٢ ،P١ روي شد، بیان 3 - 2-4 لم در که

می شود.

AർඎඍൾTඋංൺඇඅൾSඍൾංඇൾඋ الگوریتم توسط شده تولید مسطح وتر-افزایشی گراف ،8 - 4 شکل در

ببینید). را 2-2-4 الگوریتم بیش تر، جزئیات (براي است شده داده نشان نقطه، مجموعه یک روي

می دهد. نشان را الگوریتم این درستی زیر، قضیه ي
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A B

C

B′

A′

C ′

اشتاینري نقاط که کنید توجه .AർඎඍൾTඋංൺඇඅൾSඍൾංඇൾඋ الگوریتم توسط شده تولید وتر-افزایشی گراف یک :8 - 4 شکل
شده اند. داده نمایش کوچک مربع هاي شکل به

Algorithm 4-2-2: AർඎඍൾTඋංൺඇඅൾSඍൾංඇൾඋ(S)
input: A set S of n points in the plane placed on the boundary of an acute triangle

∆ABC .
output: An increasing-chord plane graph G(S,E) with at most three Steiner points.

1 E := ∅;
2 A′ := orthogonal projection of A on BC;
3 B′ := orthogonal projection of B on AC;
4 C ′ := orthogonal projection of C on AB;
5 S1 := S ∪ {A′, B′, C ′};
6 P1 := the set of all points in S1 which are on the boundary of the triangle ∆A′B′C ;
7 P2 := the set of all points in S1 which are on the boundary of the triangle ∆B′C′A;
8 P3 := the set of all points in S1 which are on the boundary of the triangle ∆A′C′B;
9 Construct the increasing-chord plane graphs G1 = (P1, E1), G2 = (P2, E2) and
G3 = (P3, E3) using Lemma 4-23 - ;

10 E = {(A′, B′), (B′, C ′), (C ′, A′)} ∪ E1 ∪ E2 ∪ E3;
11 return G;

گراف یک ،AർඎඍൾTඋංൺඇඅൾSඍൾංඇൾඋ الگوریتم توسط شده تولید G(S,E) گراف .5 - 2-4 قضیه
این یال هاي تعداد است. اشتاینري، نقطه ي سه حداکثر بردن بکار با ،S روي مسطح وتر-افزایشی

است. ٢n+ ٣ و ٢n− ٣ بین گراف

پایین کران است. مسطح G گراف که دریافت می توان راحتی به ،G گراف ساخت اساس بر اثبات.
یک G که می کنیم ثابت حال، می شود. نتیجه 3 - 2-4 لم از سادگی به G یال هاي تعداد روي بالا و

می دهیم نشان ما باشند. S در متمایز دلخواه نقطه ي دو q و p کنید فرض است. وتر-افزایشی گراف

مسیر یک وضوح به آنگاه ،(p, q) ∈ E اگر دارد. وجود G در q و p بین وتر-افزایشی مسیر یک که

دارد. وجود q و p بین وتر-افزایشی

یکسان مجموعه ي یک به متعلق q و p نقطه ي دو هر اگر .(p, q) ̸∈ E که می کنیم فرض حال،
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است، وتر-افزایشی گراف یک Pi هر با متناظر زیرگراف که آنجایی از آنگاه باشند، i = ١, ٢, ٣ که Pi

دو هر که کنید فرض حال، دارد. وجود ،G در نتیجه در و Gi در q و p بین وتر-افزایشی مسیر یک

q ∈ P٢ و p ∈ P١ که حالتی براي را قضیه ما نباشند. Pi یکسان مجموعه ي به متعلق q و p نقطه ي

می شوند. اثبات مشابه طور به دیگر حالت هاي می کنیم. ثابت باشد،

باشند، ∆ABC از ضلع یک روي q و p نقطه ي دو هر اگر .q ∈ P٢ و p ∈ P١ که کنید فرض

که است ذکر به (لازم است وتر-افزایشی مسیر یک ضلع، آن روي q و p بین مستقیم مسیر آنگاه

همه ي بنابراین، است، مسطح1 خارج گراف یک ،3 - 2-4 لم اثبات بردن بکار با شده تولید گراف هر

فرض حال، هستند). متصل هم به یال یک توسط مثلث، از یکسان ضلع یک روي Pi متوالی نقاط

می گیریم: نظر در را زیر حالت سه ما ندارند. قرار ∆ABC از یکسانی ضلع روي q و p که کنید

مستقیم مسیر بنابراین ،p,B′ ∈ P١ که آنجایی از باشد. AB روي q و AC روي p حالت1:
،q,B′ ∈ P٢ که آنجایی از همچنین Gاست. ′Bدر و pبین وتر-افزایشی مسیر DpathAC(p,Bیک

′)

به ،B′ انتخاب نحوه ي اساس بر دارد. وجود G در q و B′ بین Q٢ وتر-افزایشی مسیر یک بنابراین

لم طبق بر رو، این از می گیرند. قرار l+vi+١vi
در P٢ نقاط همه ي ،vi, vi+١ ∈ P١ نقطه ي دو هر ازاي

مسیر مشابه، طور به است. G در q به p از خود-گرا مسیر یک DpathAC(p,B
′)∪Q٢ مسیر ،2 - 2-4

DpathAC(p,B
′)∪Q٢ بنابراین، است. G در p به q از خود-گرا مسیر یک DpathAC(p,B

′)∪Q٢

است. q و p بین وتر-افزایشی مسیر یک

مسیر که می کنیم ثابت باشد. AB روي q و BC روي p :2 حالت

DpathBC(p,A
′) ∪ {(A′, C ′)} ∪DpathAB(C

′, q)

و ∠CA′C ′ داخلی زاویه هاي که فهمید می توان راحتی به است. q و p بین وتر-افزایشی مسیر یک

انتخاب اساس بر همچنین هستند. π/٢ از بزرگ تر A و C ′, A′, C رئوس با چهارضلعی در ∠AC ′A′

l+ui+١ui
در هستند، AB روي که P٢ از نقاطی همه ي ،ui, ui+١ ∈ P١ نقطه ي دو هر ازاي به ،C ′ و A′

BC روي که P١ از نقاطی همه ي ،wi, wi+١ ∈ P٢ نقطه ي دو هر ازاي به همچنین و می گیرند قرار

1outerplanar
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مسیر ،2 - 2-4 لم طبق بر رو، این از می گیرند. قرار l+wiwi+١
در هستند،

DpathBC(p,A
′) ∪ {(A′, C ′)} ∪DpathAB(C

′, q)

است. q و p بین وتر-افزایشی مسیر یک

■ است. اول حالت مشابه حالت این اثبات باشد. AC روي q و BC روي p حالت3:
کردن اضافه بدون و مسطح وتر-افزایشی گراف یک نتوانستیم اگرچه که است ذکر به لازم

کردن اضافه با را کار این می توان که دادیم نشان عوض در اما بسازیم، S روي اشتاینري نقاط

براي که داد خواهیم نشان ،5-4 بخش در این، بر علاوه داد. انجام اشتاینري نقطه ي سه حداکثر

وجود یال O(kn) با مسطح) لزوماً (نه S روي وتر-افزایشی t-پوشش یک ،t > ١ حقیقی عدد هر

است. وابسته t به فقط k اینجا در که دارد

ضعیف خود-گراي گراف هاي 3-4

صفحه، در شده داده گراف یک آیا می دهد تشخیص که می کنیم ارائه الگوریتمی بخش، این در

خود-گراي گراف یک ساخت جهت الگوریتم یک این، بر علاوه خیر. یا است ضعیف خود-گراي

سادگی به می توانیم ما می کنیم. ارائه صفحه در شده داده نقطه ي مجموعه یک روي مسطح ضعیف

دهیم. تعمیم بالاتر ابعاد به را نتایج این

باشند. S در رأس دو s و r و باشد صفحه در S رئوس مجموعه با گراف یک G کنید فرض

می کنیم: تعریف زیر صورت به را s به r از ضعیف خود-گراي مسیر یک

ضعیف خود-گراي را G در s به r از مسیر یک ضعیف). خود-گراي (مسیر .1 - 3-4 تعریف
فاصله ي باشد، حرکت حال در s به r از مسیر آن روي p نقطه ي یک که هنگامی اگر می نامیم

هر از می کنیم فرض سادگی، جهت بماند. ثابت یا یابد کاهش پیوسته طور به s و p بین اقلیدسی

دارد. وجود ضعیف خود-گراي مسیر یک خودش به نقطه

مسیر یک ،r, s ∈ S رأس دو هر براي هرگاه می نامیم ضعیف خود-گراي را G(S,E) گراف

می نامیم ضعیف وتر-افزایشی را G علاوه، به باشد. داشته وجود G در s به r از ضعیف خود-گراي
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این که طوري به باشد داشته وجود G در s و r بین مسیر یک ،r, s ∈ S رأس دو هر براي هرگاه

باشد. r به s از ضعیف خود-گراي هم و s به r از ضعیف خود-گراي هم مسیر

گراف یک بودن ضعیف خود-گراي تشخیص 1 - 3-4

یک ما است. صفحه در نقطه n شامل S که باشد S رئوس مجموعه با گراف یک G کنید فرض

است ضعیف خود-گراي G آیا می دهد تشخیص که می دهیم ارائه چندجمله اي زمان با الگوریتم

هنوز صفحه، در هندسی گراف یک خود-گرایی تشخیص مسئله ي که است ذکر به لازم خیر. یا

است. حل نشده

و است |pq| با برابر آن قطر اندازه ي که بسته اي دیسک صفحه، در q و p نقطه ي دو هر براي

داریم: حال، می دهیم. نمایش Dpq با را می کند عبور q و p نقاط از

یک باشند. S در رأس دو q و p و صفحه در گراف یک G(S,E) کنید فرض .1 - 3-4 مشاهده
وجود r ∈ S ∩Dpq نقطه ي یک اگر فقط و اگر دارد وجود G در q به p از ضعیف خود-گراي مسیر

داشته وجود G در q به r از ضعیف خود-گراي مسیر یک و (p, r) ∈ E که طوري به باشد داشته

باشد.

می دهیم، نمایش P با را آن که q به p از ضعیف خود-گراي مسیر یک که کنید فرض ابتدا اثبات.
طبق آنگاه ،r = q اگر باشد. P مسیر روي ،p از بعد رأس r ∈ S کنید فرض باشد. داشته وجود G در

خود-گراي مسیر یک P که آنجایی از .r ̸= q کنید فرض حال، است. برقرار حکم 1 - 3-4 تعریف

که P از زیرمسیري وضوح به ضعیف، خود-گراي مسیر تعریف طبق بنابراین، است q به p از ضعیف

می دهیم نشان حال، است. q به r از ضعیف خود-گراي مسیر یک می شود، ختم q به و شروع r از

از کم تر rq و pr بین زاویه ي بنابراین .r ̸∈ Dpq که کنید فرض خلف، فرض عنوان به .r ∈ Dpq که

فهمید می توان راحتی به است، q به p از ضعیف خود-گراي مسیر یک P که آنجایی از است. π/٢

است. تناقض یک این، که باشد π/٢ حداقل باید rq و pr بین زاویه ي که

مسیر و (p, r) ∈ E که طوري به دارد وجود r ∈ S ∩Dpq نقطه ي که می کنیم فرض حال،
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طبق می دهیم. نمایش Q با را مسیر این ما که دارد وجود G در q به r از ضعیف خود-گراي

مسیر یک P := {(p, r)} ∪Q مسیر که فهمید می توان راحتی به ضعیف، خود-گراي مسیر تعریف

■ است. q به p از ضعیف خود-گراي

گراف یک که ببینید) را 1-3-4 (الگوریتم TൾඌඍඐൾൺඅඒSൾඅൿAඉඉඋඈൺർඁංඇ الگوریتم حال،

خیر، یا است ضعیف خود-گراي G آیا که می دهد تشخیص و می گیرد ورودي عنوان به را G(S,E)

فاصله ي اساس بر و صعودي صورت به را نقاط زوج همه ي الگوریتم، ابتدا، در می کنیم. توصیف را

براي سپس می کند. ذخیره L لیست یک در را مرتب سازي حاصل و می کند مرتب اقلیدسی شان

پیدا را Dpq دیسک ابتدا می دهد: انجام را زیر عملیات الگوریتم، ،(p, q) ∈ L مرتب نقطه ي زوج هر

طوري به دارد وجود r ∈ S ∩Dpq مانند رأسی آیا که می کند بررسی p رأس براي سپس و می کند

ضعیف خود-گراي G” جمله ي الگوریتم آنگاه باشد، نداشته وجود رأسی چنین اگر .(p, r) ∈ E که

r رأس چنین ،(p, q) ∈ L مرتب نقاط زوج همه ي براي اگر می کند. چاپ خروجی در را نیست“

می کند. چاپ خروجی در را است“ ضعیف خود-گراي G” جمله ي الگوریتم، آنگاه باشد، موجود

Algorithm 4-3-1: TൾඌඍඐൾൺඅඒSൾඅൿAඉඉඋඈൺർඁංඇ(S,E)
input: A graph G(S,E).
output: Decide whether G is a weakly self-approaching graph.

1 Sort the 2
(
n
2

)
ordered pairs of distinct points in nondecreasing order of their

distances (breaking ties arbitrarily), and store them in list L;
2 foreach (p, q) ∈ L do /* process the elements of L in order. */
3 Find the disk Dpq;
4 if there is no edge (p, r) ∈ E such that r ∈ S ∩Dpq then
5 return “G is not weakly self-approaching”;
6 end
7 end
8 return “G is weakly self-approaching”;

اجرایش زمان و می کند کار درستی به TൾඌඍඐൾൺඅඒSൾඅൿAඉඉඋඈൺർඁංඇ الگوریتم .2 - 3-4 قضیه
هستند. ورودي گراف رئوس و یال ها تعداد ترتیب به n و m که است O(n٢ log n+mn) با برابر

همه ي فقط اگر الگوریتم، 4 خط در وضوح به می کنیم. اثبات را اجرا زمان ما ابتدا، در اثبات.
براي الگوریتم ،p ثابت نقطه ي براي آنگاه کنیم، بررسی را هستند G در p نقطه ي مجاور که r نقاط

2 خطوط رو، این از می کند. صرف زمان O(m) ،v ∈ S که (v, p) ∈ L نقاط زوج همه ي پردازش
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نیاز زمان O(n٢ log n) به الگوریتم 1 خط که آنجایی از دارند. نیاز زمان O(mn) به الگوریتم، 7 تا

است. O(n٢ log n+mn) با برابر الگوریتم اجراي کل زمان بنابراین، دارد،

است گرافی G(S,E) که کنید فرض می کند. کار درست الگوریتم که می کنیم ثابت حال،

را نیست“ ضعیف خود-گراي G” جمله ي الگوریتم که می دهیم نشان نیست. ضعیف خود-گراي که

باشد اقلیدسی فاصله ي کم ترین با نقطه زوج یک (p, q) که کنید فرض می کند. چاپ خروجی در

که می کنیم ادعا ابتدا ما ندارد. وجود G در q به p از ضعیفی خود-گراي مسیر هیچ که طوري به

کنید فرض خلف، فرض عنوان به .(p, r) ∈ E که طوري به ندارد وجود r ∈ S ∩Dpq نقطه ي هیچ

یک ،|rq| < |pq| که آنجایی از و (p, q) انتخاب روش اساس بر دارد. وجود r نقطه ي چنین که

مسیر ،1 - 3-4 مشاهده ي به توجه با دارد. وجود G در q به r از Q مانند ضعیف خود-گراي مسیر

ادعا رو، این از است. تناقض یک این که است q به p از ضعیف خود-گراي مسیر یک {(p, r)} ∪Q

می شود. ثابت

اساس بر بگیرید. نظر در می کند، پردازش را (p, q) نقطه ي زوج الگوریتم که را لحظه اي حال،

جمله ي خروجی، در الگوریتم رو، این از ندارد. وجود r ∈ Dpq که (p, r) ∈ E یال هیچ بالا، ادعاي

می شود. تمام الگوریتم و می کند چاپ را نیست“ ضعیف خود-گراي G”

نقطه ي زوج هر براي بنابراین، است. ضعیف خود-گراي گراف یک G که کنید فرض حال،

مشاهده ي اساس بر رو، این از است. موجود G در q به p از ضعیف خود-گراي مسیر یک ،(p, q)

بنابراین، .(p, r) ∈ E که طوري به دارد وجود r ∈ S نقطه ي یک ،Dpq دیسک هر در ،1 - 3-4

را است“ ضعیف خود-گراي G” جمله ي الگوریتم، که برد پی می توان سادگی به الگوریتم، طبق بر

■ می کند. چاپ

مسطح ضعیف خود-گراي گراف هاي ساخت 4-4

مجموعه ي هر براي را مسطح ضعیف خود-گراي گراف یک که می دهیم ارائه الگوریتمی بخش، این در

هستند کلی حالت در نقاط همه ي که می کنیم فرض ادامه، در می سازد. صفحه، در نقطه n شامل S
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ندارند. قرار مستقیم خط یک روي نقطه اي سه هیچ که است معنا بدین این که

می کنیم ارائه را ببینید) را 1-4-4 (الگوریتم NൾൺඋൾඌඍIඇൽංඌ نام به الگوریتم یک ابتدا، در

بودن مسطح الگوریتم، این که داد خواهیم نشان می سازد. S روي ضعیف خود-گراي گراف یک که

NൾൺඋൾඌඍIඇൽංඌ مشابه الگوریتم، یک الگوریتم، این بیان از پس نمی کند. تضمین را خروجی گراف

الگوریتم ادامه، در می سازد. S روي مسطح ضعیف خود-گراي گراف یک که می کنیم ارائه را

رأس دو که باشد تابعی nearest(p, q) که کنید فرض می کنیم. توصیف را NൾൺඋൾඌඍIඇൽංඌ

عنوان به را S\{p} ∩ Dpq در p به نقطه نزدیک ترین و می گیرد ورودي عنوان به را p, q ∈ S

برمی گرداند. خروجی

Algorithm 4-4-1: NൾൺඋൾඌඍIඇൽංඌ(S)
input: A set S of n points in the plane.
output: A weakly self-approaching graph G(S,E).

1 E := ∅;
2 foreach p ∈ S do
3 foreach q ∈ S do
4 r :=nearest(p, q);
5 E := E ∪ {(p, r)};
6 end
7 end
8 return G(S,E);

نقطه ي ،nearest(p, q) آنگاه باشد، نداشته q و p جز به نقطه اي هیچ Dpq اگر که کنید توجه

وصل nearest(p, q) به را p ∈ S نقطه ي هر ،q ∈ S نقطه ي هر ازاي به الگوریتم برمی گرداند. را p

می کند.

ضعیف خود-گراي گراف یک ،NൾൺඋൾඌඍIඇDංඌ توسط شده تولید ،G(S,E) گراف .1 - 4-4 قضیه
است.

مسیر یک که می کنیم ثابت باشند. S در متمایز و دلخواه نقطه ي دو q و p که کنید فرض اثبات.
اقلیدسی فاصله ي رتبه ي روي استقرا طریق از اثبات دارد. وجود G در q به p از ضعیف خود-گراي

است. |pq|

تابع خروجی وضوح، به باشد، S در نقطه زوج نزدیک ترین (p, q) که صورتی در استقرا: پایه ي
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p١p٢

p٣
p۴

p۵

گراف یک NൾൺඋൾඌඍIඇDංඌ توسط شده تولید G(S,E) گراف که می دهد نشان که نقطه 5 با S مجموعه ي :9 - 4 شکل
نیست. مسطح

مسیر یک بنابراین، است. (p, q) ∈ E الگوریتم، به توجه با رو، این از است. q با برابر nearset(p, q)

است. (p, q) یال همان که دارد وجود G در q به p از ضعیف خود-گراي

خود-گراي مسیر یک ،|xy| < |pq| که S در y و x نقطه ي دو هر براي که کنید فرض استقرا: فرض
دارد. وجود G در y به x از ضعیف

دیسک دارد. وجود G در q به p از ضعیف خود-گراي مسیر یک که می کنیم ثابت استقرا: حکم
تمام اثبات و می شود شامل را (p, q) یال E آنگاه ،nearest(p, q) = q اگر بگیرید. درنظر را Dpq

با .r = nearest(p, q) و r ̸= q که طوري به باشد S در رأس یک r که کنید فرض حال، است.

استقرا، فرض طبق ،|rq| < |pq| که آنجایی از همچنین است. (p, r) یال شامل E الگوریتم، به توجه

می دهیم. نمایش Q با را مسیر این ما که دارد وجود G در q به r از ضعیف خود-گراي مسیر یک

■ است. G در q به p از ضعیف خود-گراي مسیر یک {(p, r)} ∪Q ،1 - 3-4 مشاهد ه ي به توجه با

لزوماً NൾൺඋൾඌඍIඇDංඌ توسط شده تولید Gگراف که می دهیم نشان مثال یک ذکر با ادامه، در

داریم: آن در که بگیرید نظر در را S := {p١, p٢, p٣, p۴, p۵} مجموعه ي نیست. مسطح گراف یک

p۵ = (٢۴٠, ٢٧٢) و p۴ = (٢٠٨, ٣٢٠) ،p٣ = (٣٠۴, ٣٢٠) ،p٢ = (١۶٠, ٣٣۶) ،p١ = (٣٠۴, ٣٣۶)

|p١p۵| < |p١p۴| ،p٣ ̸∈ Dp١p٢ ،p۴, p۵ ∈ Dp١p٢ که دریافت می توان راحتی به ببینید). را 9 - 4 (شکل

(p١, p۵) یال ،S نقطه ي مجموعه روي NൾൺඋൾඌඍIඇDංඌ الگوریتم رو، این از .p۵ = nearest(p١, p٢) و

الگوریتم، بنابراین، است. p۴ و p٣ شامل فقط Dp٣p۴ دیسک دیگر، طرف از می کند. اضافه E به را

می کنند. قطع را یکدیگر (p٣, p۴) و (p١, p۵) یال هاي وضوح، به می کند. اضافه E به را (p٣, p۴) یال

نیست. مسطح 1-4-4 الگوریتم توسط شده تولید G(S,E) گراف بنابراین،
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به داد توسعه دلخواه نقاط تعداد با نقطه مجموعه یک به را S نقطه ي مجموعه می توان حال،

نقطه اي هر می توان منظور، بدین نباشد. مسطح NൾൺඋൾඌඍIඇDංඌ توسط شده تولید گراف که طوري

نقاطی کردن اضافه زیرا کرد، اضافه S به را است، دور S در اصلی نقطه ي 5 از کافی اندازه ي به که

نمی کند. ایجاد (p٣, p۴) و (p١, p۵) یال هاي در تغییري هستند دور که

بیان می دهیم، نمایش GඋൾൾൽඒWൾൺඅඒSൾඅൿAඉඉඋඈൺർඁ با که را اصلی الگوریتم ما حال،

یک صفحه در نقاط از مجموعه هر براي الگوریتم، این ببینید). را 2-4-4 (الگوریتم می کنیم.

باشد. صفحه در نقطه n از مجموعه اي S کنید فرض می سازد. مسطح ضعیف خود-گراي گراف

مرتب نقاط زوج همه ي الگوریتم، ابتدا، در می شود. شروع E تهی مجموعه ي یک با الگوریتم،

زوج همه ي سپس می کند. مرتب اقلیدسی شان فاصله ي اساس بر را هستند p, q ∈ S که (p, q)

پردازش را (p, q) زوج می خواهد الگوریتم که را لحظه اي حال، می کند. پردازش ترتیب به را نقاط

Epq که کنید فرض بگیرید. درنظر لحظه این در را E مجموعه ي همچنین، بگیرید. درنظر کند،

نقاط همه ي مجموعه ي Spq و r ∈ Dpq که طوري به باشد (p, r) ∈ E یال هاي همه ي مجموعه ي

نکند. قطع را E در یالی هیچ pr پاره خط که طوري به باشد r ∈ S\{p} ∩Dpq

Algorithm 4-4-2: GඋൾൾൽඒඐൾൺඅඒSൾඅൿAඉඉඋඈൺർඁ(S)
input: A set S of n points in the plane.
output: A weakly self-approaching plane graph.

1 Sort the 2
(
n
2

)
ordered pairs of distinct points in non-decreasing order of their

distances (ties are broken arbitrarily), and store them in a list L;
2 E := ∅;
3 foreach ordered pair (p, q) ∈ L do
4 Compute Epq and Spq;
5 if Epq = ∅ then
6 r := the nearest point to p in Spq;
7 E := E ∪ {(p, r)};

/* Note that by Lemma 4-43 - , if Epq = ∅, then Spq ̸= ∅. */
8 end
9 end
10 return G(S,E);

یا است تهی Epq آیا که می کند بررسی می گیرد، درنظر را (p, q) زوج که هنگامی الگوریتم

یال ها مجموعه ي به را است p به Spq در نقطه نزدیک ترین r که (p, r) یال آنگاه ،Epq = ∅ اگر خیر.

2 - 4-4 لم هاي در می کند. پردازش را بعدي نقطه ي زوج الگوریتم صورت، این غیر در می کند؛ اضافه
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پردازش را (p, q) زوج می خواهد ببینید) را 2-4-4 (الگوریتم الگوریتم که را لحظه اي ،3 - 4-4 و

است. مسطح شده، محاسبه تاکنون که G گراف می کنیم فرض این، بر علاوه می گیریم. درنظر کند،

که دارد وجود E در یال یک که طوري به باشد Dpq\{p} ∩ S در نقطه یک x که کنید فرض حال،

(rx, sx) ∈ E کنید فرض می کند، قطع را px پاره خط که یال هایی بین از کند. قطع را px پاره خط

متقاطع یال اولین را یالی چنین ما است. نزدیک تر همه از p به px با آن تقاطع محل که باشد یالی

داریم. را زیر لم هاي و مشاهده ما حال، می دهیم. نمایش first(px) نماد با و می نامیم px با

را pq که باشد پاره خطی ab و pq قطر با بسته دیسک یک Cpq که کنید فرض .1 - 4-4 مشاهده
شامل حتماً باشد، گرفته قرا مرزش روي b و a که بسته اي دیسک هر .a, b ̸∈ Cpq و می کند قطع

است. q یا p

یا rx ∈ Dpq داریم ،x ∈ Dpq\{p} ∩ S هر براي آنگاه باشد، Spq = ∅ و Epq = ∅ اگر .2 - 4-4 لم
است. first(px) = (rx, sx) اینجا در که sx ∈ Dpq

طوري به دارد وجود x ∈ Dpq\{p} ∩S نقطه ي  یک که کنید فرض خلف، فرض عنوان به اثبات.
.b := sx و a := rx که می کنیم فرض سادگی، براي .rx, sx ̸∈ Dpq و first(px) = (rx, sx) که

را (a, c) زوج الگوریتم، که هنگامی بار اولین براي (a, b) یال که باشد نقطه اي c ∈ S که کنید فرض

اینجا، در .Eac = ∅ داریم ،(a, c) پردازش هنگام در وضوح، به می شود. اضافه E به می کند پردازش

می توانیم ،b و a دیگر موقعیت هاي براي است. px پایین b و px بالاي a نقطه ي که می کنیم فرض

می کنیم: ثابت را زیر ادعاي سه ابتدا در لم، اثبات براي کنیم. ثابت را لم مشابه طور به

Dac دیسک مرز تقاطع محل b′ ̸= a که کنید فرض .q ∈ Dac یا p ∈ Dac اول: ادعاي *

همچنین و می کند قطع را pq پاره خط ab′ که آنجایی از باشد. می گذرد، ab از که خطی و

.q ∈ Dac یا p ∈ Dac داریم ،1 - 4-4 مشاهده ي طبق بنابراین ،a, b ̸∈ Dpq

اگر .q ∈ Dac یا p ∈ Dac داریم اول، ادعاي اساس بر .x ∈ Dac یا p ∈ Dac دوم: ادعاي *

a نقطه ي از ما حال، .q ∈ Dac و p ̸∈ Dac که کنید فرض است. برقرار ادعا آنگاه ،p ∈ Dac

،a, b ̸∈ Dpq و p ̸∈ Dac که آنجایی از می کنیم. پیمایش را دیسک این مرز ،Dac مرز روي
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pq

a

c

w١

w٢

x

D

b

Dac

Dpq

(ب)

x

pq

a
w

b

D

(آ)
.x ∈ Dac که حالتی (ب): .p ∈ Dac که حالتی (آ): .2 - 4-4 لم در سوم ادعاي اثبات :10 - 4 شکل

Dpq و Dac تقاطع محل نقطه، دو این که می کنیم برخورد نقطه دو با پیمایش، در بنابراین

می کنند قطع نقطه دو حداکثر در را همدیگر Dpq و Dac که آنجایی از بنابراین هستند.

همچنین و دارد قرار است) شده تعریف اول ادعاي در b′) ab′ چپ سمت در x طرفی از و

است. x ∈ Dac وضوح به بنابراین، ،q ∈ Dac

.|ax| < |ab| آنگاه ،x ∈ Dac اگر و |ap| < |ab| آنگاه ،p ∈ Dac اگر سوم: ادعاي *

را 4 - 10آ (شکل باشد |ap| شعاع به و a مرکز به دایره اي D و p ∈ Dac که کنید فرض

نقطه ي آن ها از یکی که می کند قطع نقطه دو در را Dpq دیسک ،D که است واضح ببینید).

ab و b ̸∈ Dpq که آنجایی از باشد. Dpq و D تقاطع دیگر نقطه ي w که کنید فرض است. p

.|ap| < |ab| رو، این از .b ̸∈ D داریم وضوح به بنابراین می کند، قطع را px پاره خط

کنید فرض همچنین و می گذرد x و a از که باشد خطی ℓ و x ∈ Dac که کنید فرض حال،

باشد ℓ راست سمت در Dpq و D تقاطع محل w و |ax| شعاع به و a مرکز به دایره اي D که

Dpq در دارد قرار w و x بین که D روي u نقطه ي هر وضوح، به ببینید). را 4 - 10ب (شکل

راست سمت در b نقطه ي وضوح به می کند، قطع را px پاره خط ab که آنجایی از حال، است.

.b ̸∈ D باشیم داشته باید رو، این از .b ̸∈ Dpq داریم فرض طبق همچنین، دارد. قرار ℓ
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(آ)
.p ̸∈ Dac و x ∈ Dac که حالتی (ب): .p ∈ Dac که حالتی (آ): .2 - 4-4 لم اثبات :11 - 4 شکل

.|ax| < |ab| بنابراین

.x ∈ Dac یا p ∈ Dac داریم دوم، ادعاي طبق بر می کنیم. ثابت را لم بالا، ادعاي سه کمک با حال،

|ap| < |ab| که آنجایی از .|ap| < |ab| داریم سوم، ادعاي طبق بر .p ∈ Dac که کنید فرض ابتدا

پاره خط ،(a, c) پردازش طول در و 2-4-4 الگوریتم در b نقطه ي انتخاب روش طبق بر همچنین و

یالی چنین (r١, s١) که کنید فرض کند. قطع است، شده محاسبه تاکنون که را E در یالی باید ap

کم ترین u و p بین اقلیدسی فاصله ي که کردیم فرض که آنجایی از ببینید). را 4 - 11آ (شکل باشد

(r١, s١) یال انتهایی نقاط بنابراین است، مسطح لحظه، این در G که آنجایی از همچنین و است

به است. s١ شامل ∆apu که کنید فرض کلیت، دادن دست از بدون باشند. ∆apu مثلث داخل باید

.|as١| < |ab| که برد پی می توان راحتی

یال یک باید ،b نقطه ي انتخاب روش اساس بر مجدداً، بگیرید. نظر در را as١ پاره خط حال،

،(s٢ اینجا (در (r٢, s٢) انتهایی نقاط و کند قطع را as١ پاره خط که طوري به باشد E در (r٢, s٢)

s١ و a نقاط از که است خطی و (p, x) یال تقاطع محل s′١ اینجا، در باشند. ∆as′١u
مثلث داخل

نتیجه می توان فرآیند، این ادامه ي با .|as٢| < |ab| که برد پی می توان مشابه، روش به می گذرد.

یا و w ̸= a, b که طوري به باشد داشته وجود (a, b) یال روي w ∈ S نقطه ي یک باید که گرفت

در S نقاط اینکه فرض مطلب، این اما .w ̸= p, x که طوري به باشد pa پاره خط روي w نقطه ي

می کند. نقض را هستند کلی حالت

طبق بر .|ax| < |ab| داریم سوم، ادعاي براساس .p ̸∈ Dac و x ∈ Dac که کنید فرض حال،
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پاره خط (a١, b١) یال که برد پی می توان راحتی به ،|ax| < |ab| که آنجایی از ،2-4-4 الگوریتم

که همان طور باشد. |a| شعاع به و a مرکز به دیسک یک D که کنید فرض می کند. قطع را ax

این غیر در زیرا ببینید) را 4 - 11ب (شکل نیستند Dac ∩D در b١ و a١ نقاط از یک هیچ می بینید

جاي به و نمی شود اضافه (a, c) زوج پردازش هنگام در E یالی مجموعه ي به (a, b) یال صورت،

دارد. قرار (a١, b١) چپ سمت در x نقطه ي وضوح، به می شود. اضافه E به (a, b١) یا (a, a١) آن،

می دهیم، نمایش (a١, c١) با که نقطه اي زوج یک پردازش طول در (a١, b١) یال که کنید فرض حال،

به .|a١x| < |a١b١| و x ∈ Da١c١ که برد پی می توان راحتی به شود. اضافه یال ها مجموعه ي به

پاره خط که (a٢, b٢) یال کردن پیدا جهت ،(a١, b١) یال روي را بالا بحث می توانیم مشابه، طور

را می کند قطع را a٢x پاره خط که (a٣, b٣) یال ترتیب همین به و دهیم ادامه می کند، قطع را a١x

یال بین زاویه ي αi و ax پاره خط و (a, b) یال بین زاویه ي α٠ که کنید فرض حال، می کنیم. پیدا

دنباله ي یک α٠, α١, α٢, . . . دنباله ي که برد پی می توان راحتی به باشد. aix پاره خط و (ai, bi)

در که آنچه مشابه دلایل با باشد. دنباله این مقدار کم ترین αj که کنید فرض حال، است. نزولی

،αj > αj+١ و کند قطع را ajx پاره خط که کنیم پیدا را (aj+١, bj+١) یال می توانیم شد، بحث بالا

■ است. ثابت حکم رو، این از است. تناقض در αj انتخاب شیوه ي با این که

.Spq ̸= ∅ آنگاه ،Epq = ∅ اگر .3 - 4-4 لم

نقطه ي هر براي ،Spq تعریف طبق .Spq = ∅ که کنید فرض خلف، فرض عنوان به اثبات.
را آن px که دارد وجود است، شده محاسبه تاکنون که G گراف در یال یک ،x ∈ S\{p} ∩ Dpq

می کنیم: تعریف زیر صورت به را θx ،x ∈ S\{p} ∩Dpq هر براي می کند. قطع

θx :=


∠(px, prx) sx ̸∈ Dpq و rx ∈ Dpq اگر
∠(px, psx) sx ∈ Dpq و rx ̸∈ Dpq اگر
min{∠(px, prx),∠(px, psx)} rx, sx ∈ Dpq اگر

که کنید توجه است. ac و ab پاره خط هاي بین زاویه ي ∠(ab, ac) و first(px) := (rx, sx) که

.sx ∈ Dpq یا rx ∈ Dpq داریم ،2 - 4-4 لم طبق

(شکل باشد کم ترین θy که طوري به باشد S\{p}∩Dpq در نقطه یک y که کنید فرض حال،

از بدون .v ∈ Dpq یا u ∈ Dpq داریم ،2 - 4-4 لم طبق .first(py) := (u, v) و ببینید) را 12 - 4
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.3 - 4-4 لم اثبات :12 - 4 شکل

بر .first(pu) := (u١, v١) که کنید فرض حال، .u ∈ Dpq که می کنیم فرض کلیت، دادن دست

آنجایی از و first(pu) تعریف طبق دیگر، طرف از .v١ ∈ Dpq یا u١ ∈ Dpq داریم ،2 - 4-4 لم طبق

بنابراین انتهایی)، نقاط جز (به نیست شده اند، محاسبه قبل از که یال هایی بین تقاطعی هیچ که

first(py) و py تقاطع نقطه ي w اینجا، در که باشد ∆puw مثلث داخل باید v١ و u١ نقاط از یکی

داخل u١ که آنجایی از باشد. نقطه اي چنین u١ که کنید فرض کلیت، دادن دست از بدون است.

از است. تناقض در y انتخاب روش با این که θu < θy داریم وضوح به بنابراین، است، ∆puw مثلث

■ .Spq ̸= ∅ رو، این

یک GඋൾൾൽඒWൾൺඅඒSൾඅൿAඉඉඋඈൺർඁ الگوریتم توسط شده تولید G(S,E) گراف .4 - 4-4 قضیه
است. مسطح ضعیف خود-گراي گراف

مسطح اثبات و است ضعیف خود-گراي G که می  شود ثابت ،1 - 4-4 قضیه  ي اثبات مشابه اثبات.
■ می شود. نتیجه 3 - 4-4 لم از G بودن

پیچیدگی O(n۴)و زمانی پیچیدگی داراي ،2-4-4 الگوریتم معمولی پیاده سازي که کنید توجه

2-4-4 الگوریتم پیاده سازي از دیگري نوع ادامه، در است. نقاط تعداد n که است O(n٢) حافظه ي

صفر ماتریس یک از جدید پیاده سازي این است. O(n٣) آن زمانی پیچیدگی که می کنیم ارائه را

خیر، یا می کند قطع یالی مجموعه ي در را یالی پاره خط، یک آیا اینکه تشخیص جهت W یک و

را W ماتریس حال، می شود. بروزرسانی الگوریتم، اجراي طول در ماتریس این می کند. استفاده

،W (x, y) = ٠ باشیم داشته (x, y) زوج براي اگر بگیرید. نظر در الگوریتم اجراي از لحظه اي در
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قطع را است شده محاسبه تاکنون که گرافی در یالی هیچ xy پاره خط که معناست بدین این آنگاه

در ،W ماتریس از استفاده با وضوح، به .W (x, y) = ١ داریم صورت، این غیر در زیرا نمی کند،

تقاطع یال ها مجموعه ي در یالی یک با xy پاره خط آیا که دهیم تشخیص می توانیم O(١) زمان

توجه کنیم. محاسبه O(n) زمان در را Spq می توانیم (p, q) زوج هر براي رو، این از خیر. یا دارد

ببینید) را 2-4-4 الگوریتم از 7 (خط (p, r) یال کردن اضافه از بعد را W ماتریس باید ما که کنید

و W (x, y) درایه هاي همه ي تغییر با می تواند بروزرسانی کنیم. بروزرسانی یال ها، مجموعه ي به

شود. انجام هستند، pr پاره خط راست و چپ سمت در که y و x هر ازاي به و یک عدد به W (y, x)

از دارد. نیاز زمان O(n٢) به حالت، بدترین در یال، هر کردن اضافه از بعد W بروزرسانی وضوح، به

از می شود. بروزرسانی مرتبه O(n) اندازه ي به W ماتریس است، مسطح خروجی گراف که آنجایی

پیچیدگی پیاده سازي، این در که است ذکر به لازم است. O(n٣) با برابر کل اجراي زمان رو، این

است. O(n٢) با برابر وضوح به الگوریتم، حافظه ي فضاي

ضعیف خود-گراي پوشش هاي 5-4

جهت الگوریتم دو سپس و می کنیم معرفی را ضعیف خود-گراي t-پوشش هاي مفهوم بخش، این در

عدد یک و صفحه در شده داده نقطه ي مجموعه یک براي ضعیف خود-گراي t-پوشش یک ساخت

مبتنی دوم الگوریتم و است یائو گراف ساخت به شبیه اول الگوریتم می کنیم. ارائه ،t > ١ حقیقی

یال هاي تعداد روي خوبی بالاي کران که کردیم سعی ما دوم، الگوریتم براي است. WSPD مفهوم بر

مسئله ي یک صورت به را مسئله این نتیجه، در نشدیم. موفق اما کنیم پیدا شده، تولید گراف

که می کنیم ارائه صفحه در S نقطه ي مجموعه یک ما اول، الگوریتم براي اما کردیم. رها حل نشده

یال هاي تعداد اگرچه است. دو مرتبه ي از S روي شده تولید گراف یال هاي تعداد که می دهد نشان

براي که می دهیم نشان اما باشد، دو مرتبه ي از است ممکن اول الگوریتم توسط شده تولید گراف

منتظم، n-ضلعی یک روي نقاط و مثلث یک مرز روي نقاط یعنی خاص نقاط مجموعه از تعدادي

نشان نهایت، در می کند. تولید خطی یال تعداد با ضعیف خود-گراي t-پوشش یک اول، الگوریتم
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گرفته قرار مثلث یک مرز روي که S نقطه ي مجموعه هر براي و t > ١ عدد هر براي که می دهیم

دارد. وجود S روي خطی یال تعداد با وتر-افزایشی t-پوشش یک است،

را G گراف باشد. حقیقی عدد یک t > ١ و S رئوس مجموعه ي با گراف یک G کنید فرض

q به p از خود-گرا مسیر یک ،p, q ∈ S که (p, q) زوج هر براي اگر می نامند خود-گرا t-پوشش یک

q به p از خود-گرا t-مسیر یک را مسیري چنین ما باشد. داشته وجود G در t|pq| حداکثر طول به

،p, q ∈ S که (p, q) زوج هر براي اگر می نامند وتر-افزایشی t-پوشش یک را G همچنین، می نامیم.

باشد. داشته وجود t|pq| حداکثر طول به q و p بین وتر-افزایشی مسیر یک

عبارت تبدیل با خود-گرا t-پوشش تعریف مشابه را ضعیف خود-گراي t-پوشش یک ما

وتر-افزایشی t-پوشش می توانیم مشابه، طور به می کنیم. تعریف ضعیف“ ”خود-گراي به ”خود-گرا“

t-مسیر یک را است ضعیف خود-گراي که q به p از t-مسیر یک ما کنیم. تعریف نیز را ضعیف

می نامیم. q به p از ضعیف خود-گراي

می کنیم. ثابت را زیر گزاره ي بپردازیم، الگوریتم ها توصیف به اینکه از قبل

بیش ترین که طوري به دارد وجود صفحه در نقطه n شامل S نقطه ي مجموعه یک .1 - 5-4 گزاره
است. خطی n به نسبت S روي (ضعیف) خود-گرا گراف هر رئوس درجه ي

آن، از نقطه n − ١ که طوري به باشد صفحه در نقطه n از مجموعه اي S که کنید فرض اثبات.
راحتی به است. دایره این مرکز در c نام به دیگر نقطه ي یک و گرفته اند قرار دایره یک محیط روي

گراف هر بنابراین، است. p و c نقاط شامل فقط Dcp ،p ̸= c که p ∈ S براي که برد پی می توان

n− ١ با برابر G در c درجه ي رو این از باشد. (c, p) یال شامل باید S روي G (ضعیف) خود-گراي

■ می کند. کامل را اثبات این، است.

یائو گراف الگوریتم مشابه الگوریتمی 1 - 5-4

تعریف مشابه باشد. صحیح عدد یک k ≥ ٢ و صفحه در نقطه n از مجموعه اي S کنید فرض

u ∈ S نقطه ي هر در می کنیم. تعریف زیر صورت به S مجموعه ي روي را Wk گراف ما یائو، گراف
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مخروط هر و u ∈ S هر براي می کنیم. افراز ٢π
k دهانه ي و u مرکز به مخروط k به را صفحه ما

نقاط همه ي به را u نقطه ي ما .SC,u = S ∩ Cu کنید فرض می دهیم: انجام را زیر کارهاي ،Cu

Yk که برد پی می توان راحتی به می کنیم. متصل یالی توسط ،Dup ∩ SC,u = {u, p} که p ∈ SC,u

اینجا در که است ١
٢−١ sin(θ/٢) حداکثر Wk گراف کشش ضریب رو، این از است. Wk از زیرگرافی

است. ضعیف خود-گراي گراف یک Wk که می دهیم نشان ادامه در .θ = ٢π
k داریم

ضعیف خود-گراي گراف یک Wk گراف باشد. صحیح عدد یک k ≥ ٢ کنید فرض .2 - 5-4 قضیه
است.

Wk در q به p از ضعیف خود-گراي مسیر یک ،p, q ∈ S زوج هر براي که می دهیم نشان اثبات.
است. |pq| اقلیدسی فاصله ي رتبه ي روي استقرا طریق از اثبات دارد. وجود

یال شامل Wk وضوح، به باشد. نقطه زوج نزدیک ترین (p, q) زوج که کنید فرض استقرا: پایه ي
مسیر، این که دارد وجود Wk در q به p از ضعیف خود-گراي مسیر یک رو، این از است. (p, q)

است. (p, q) یال همان

خود-گراي مسیر یک ،|xy| < |pq| شرط با x, y ∈ S زوج هر براي که کنید فرض استقرا: فرض
باشد. Wk در y به x از ضعیف

فرض دارد. وجود Wk در q به p از ضعیف خود-گراي مسیر یک که می دهیم نشان استقرا: حکم
وضوح به آنگاه باشد، Wk در یالی (p, q) اگر باشد. q شامل و p مرکز به مخروط یک Cp که کنید

Wk در یالی (p, q) که کنید فرض حال، دارد. وجود Wk در q به p از ضعیف خود-گراي مسیر یک

فرض است. S \{p, q} در نقطه یک حداقل شامل Dpq ∩SC,p ،Wk ساخت طبق بر بنابراین، نباشد.

است. Wk در یال یک (p, r) ،Wk ساخت طبق باشد. p به Dpq ∩SC,p در نقطه نزدیک ترین r کنید

r از ضعیف خود-گراي مسیر یک استقرا، فرض طبق بر ،|rq| < |pq| که آنجایی از دیگر، طرفی از

P := {(p, r)}∪Q مسیر ،1 - 3-4 مشاهده ي طبق می نامیم. Q را آن ما که دارد وجود Wk در q به

■ است. Wk در q به p از ضعیف خود-گراي مسیر یک

تعداد آن در که می دهد نشان را k = ۴ براي نقطه مجموعه یک 13 - 4 شکل که کنید توجه

می باشد. دو مرتبه ي از Wk یال هاي
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n٢نقطه

n٢نقطه

است. یال O(n٢) داراي نقطه مجموعه این روي Wk گراف ،k = ۴ براي نقطه. n از مجموعه اي یک :13 - 4 شکل

با صفحه در نقطه n از مجموعه اي S و ثابت حقیقی عدد یک c > ٠ که کنید فرض حال،

حداکثر به u نقطه ي ،Wk ساخت در Cu مخروط هر و u ∈ S نقطه ي هر براي باشد: زیر خاصیت

Wk گراف وضوح به می نامیم. c-ثابت خاصیت را خاصیتی چنین ما می شود. وصل Cu در نقطه c

است. یال ckn داراي c-ثابت، خاصیت با نقطه n شامل S مجموعه ي هر روي

می کنیم. ارائه ،c > ٠ ثابت مقدار یک براي c-ثابت خاصیت با نقطه مجموعه دو ادامه، در

که باشد نقطه n از مجموعه اي S′ و ∆ABC مثلث یک مرز روي نقطه n از مجموعه اي S کنید فرض

مجموعه یک S که برد پی می توان راحتی به است. گرفته قرار منتظم n-ضلعی یک رأس هاي روي

است. 2-ثابت خاصیت با مجموعه یک S′ و 5-ثابت خاصیت با

است. آمده زیر قضیه ي در بالا نتایج خلاصه ي

مرز روي نقطه n از مجموعه اي S و θ = ٢π
k صحیح، عدد یک k ≥ ٢ کنید فرض .3 - 5-4 قضیه

است. t = ١
٢−١ sin(θ/٢) ازاي به ضعیف خود-گراي t-پوشش یک S روي Wk گراف باشد. مثلث یک

رأس هاي روي که نقطه n از مجموعه اي هر براي است. یال O(kn) حداکثر شامل Wk همچنین

می آید. بدست مشابه طور به یکسان نتایج گرفته اند، قرار منتظم n-ضلعی یک

صحیح عدد یک k ≥ ٢ و ∆ABC مثلث یک مرز روي نقطه n از مجموعه اي S کنید فرض

گراف یک لزوماً اما است، ضعیف خود-گراي گراف یک ،S روي Wk که است ذکر به لازم باشد.

t-پوشش یک چگونه که می دهیم نشان ،t > ١ حقیقی عدد هر براي ادامه، در نیست. خود-گرا

ما است. Wk گراف ساخت مشابه روش ساخت، بسازیم. خطی یال هاي تعداد با S روي وتر-افزایشی
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قائم الزاویه یا منفرجه مثلث، که حالتی براي است. حاده مثلث یک ∆ABC مثلث که می کنیم فرض

می آید. بدست یکسانی نتایج تغییرات، اندکی با است

هرگاه است مشاهده قابل Cp مخروط در p نقطه ي یک توسط مثلث، از XY ضلع یک

مثلث از AB از غیر دیگري ضلع XY و S ∩ AB در نقطه یک p کنید فرض .XY ∩ Cp ̸= ∅

روي p عمود تصویر p′ کنید فرض همچنین، است. مشاهده قابل Cp مخروط در p توسط که باشد

x١ ∈ S ∩ p′X که کنید فرض می کنیم: تعریف زیر صورت به را XY p مجموعه ي ما باشد. XY

می کنیم فرض آنگاه باشد، نداشته وجود x١ نقطه ي چنین اگر باشد. Cp در p′ به نقطه نزدیک ترین

y١ نقطه ي چنین اگر باشد. Cp در p′ به نقطه نزدیک ترین y١ ∈ S ∩ p′Y کنید فرض .x١ = nil

را نیستند nil که y١ و x١ از کدام هر حال، .y١ = nil که می کنیم فرض آنگاه باشد، نداشته وجود

می کنیم. اضافه XY p به

و p مرکز به (k ≥ ٢) مخروط k ،p ∈ S نقطه ي هر در است. زیر صورت به ساخت الگوریتم

انجام را زیر عملیات ،Cp مخروط هر و p ∈ S نقطه ي هر براي سپس، می کنیم. رسم ٢π
k دهانه ي با

در p توسط که XY ̸= AB هر براي .p ∈ AB که کنید فرض کلیت، دادن دست از بدون می دهیم:

کنید فرض همچنین می کنیم. رسم XY p در نقطه هر و p بین یال یک ما است، مشاهده قابل Cp

نداشت، وجود z نقطه ي چنین اگر باشد. Cp در و S ∩ AB در p به نقطه نزدیک  ترین z ̸= p که

فرض می کنیم. اضافه E به را (p, z) یال آنگاه ،z ̸= nil اگر حال، .z = nil می کنیم فرض آنگاه

یک Wk دادیم نشان که استدلالی مشابه باشد. بالا الگوریتم توسط شده تولید گراف Tk که کنید

Tk که کنیم ثابت راحتی به می توانیم است، t = ١
٢−١ sin(θ/٢) ازاي به ضعیف خود-گراي t-پوشش

است. یال O(kn) با و t = ١
٢−١ sin(θ/٢) با وتر-افزایشی t-پوشش یک

روي نقطه n از مجموعه اي S و θ = ٢π
k صحیح، عدد یک k ≥ ٢ کنید فرض .4 - 5-4 قضیه

است. t = ١
٢−١ sin(θ/٢) ازاي به وتر-افزایشی t-پوشش یک S روي Tk گراف باشد. مثلث یک مرز

است. یال O(kn) حداکثر شامل Tk گراف همچنین،

99



WSPD بر مبتنی الگوریتم یک 2 - 5-4

با صفحه، در S شده ي داده نقطه ي مجموعه یک روي ضعیف خود-گراي یکt-پوشش بخش، این در

WSPDඐൾൺඅඒSൾඅൿAඉඉඋඈൺർඁSඉൺඇඇൾඋمی نامیم را ساخت الگوریتم ما می سازیم. WSPD بردن بکار

به نسبت S براي WSPD یک {(Ai, Bi)}mi=١ و s = ٢t+۴
t−١ کنید فرض ببینید). را 1-5-4 (الگوریتم

،١ ≤ i ≤ m که (Ai, Bi) زوج هر براي می کنیم. شروع E تهی مجموعه ي یک با ما باشد. s پارامتر

صعودي صورت به را q ∈ Ai و p ∈ Bi یا q ∈ Bi و p ∈ Ai که (p, q) نقاط زوج  همه ي الگوریتم،

پردازش ترتیب به را نقاط زوج الگوریتم، سپس، می کند. مرتب |pq| اقلیدسی فاصله ي اساس بر و

از بدون کند. پردازش را (p, q) زوج می خواهد الگوریتم که بگیرید نظر در را لحظه اي می کند.

نقطه ي یک آیا که می کند بررسی الگوریتم .q ∈ Bi و p ∈ Ai که کنید فرض کلیت، دادن دست

زوج آنگاه باشد، داشته وجود r نقطه ي چنین اگر خیر. یا دارد وجود (p, r) ∈ E که r ∈ Bi ∩Dpq

یک الگوریتم آنگاه باشد، نداشته وجود r نقطه ي چنین اگر اما می کند. پردازش را بعدي نقطه ي

می کند. اضافه E به را (p, r) یال و می کند انتخاب را r ∈ Bi\{p} ∩Dpq دلخواه نقطه ي

Algorithm 4-5-1: WSPDඐൾൺඅඒSൾඅൿAඉඉඋඈൺർඁSඉൺඇඇൾඋ(S, t)
input: A set S of n points in the plane and a real number t > 1.
output: A weakly self-approaching t-spanner.

1 s := 2t+4
t−1 ;

2 Let {(Ai, Bi)}mi=1 be the WSPD of S with respect to s;
3 E := ∅;
4 for i = 1 tom do
5 Sort increasingly all ordered pairs of points (p, q) with p ∈ Ai and q ∈ Bi or

p ∈ Bi and q ∈ Ai according to their Euclidean distance |pq|. Let L be the
sorted list;

6 foreach ordered pair (p, q) ∈ L do
/* suppose that p ∈ Ai and q ∈ Bi */

7 if there is no point r ∈ Bi ∩Dpq with (p, r) ∈ E then
8 Choose an arbitrary point r ∈ Bi\{p} ∩Dpq;
9 E := E ∪ {(p, r)};
10 end
11 end
12 end
13 return G(S,E);

WSPDඐൾൺඅඒSൾඅൿAඉඉඋඈൺർඁSඉൺඇඇൾඋ الگوریتم توسط شده G(S,E)تولید گراف .5 - 5-4 قضیه
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است. S روي ضعیف خود-گراي t-پوشش یک

به p از ضعیف خود-گراي t-مسیر یک ،S در q و p نقطه ي دو هر براي که می کنیم ادعا اثبات.
که کنید فرض است. |pq| اقلیدسی فاصله ي رتبه ي روي استقرا طریق از اثبات دارد. وجود G در q

است. شده استفاده آن از الگوریتم در که باشد S براي WSPD یک {Ai, Bi}mi=١

برد پی می توان راحتی به باشد. S در نقطه زوج نزدیک ترین (p, q) که کنید فرض استقرا: پایه ي
است. برقرار ادعا بنابراین، و می کند اضافه E به را (p, q) یال الگوریتم، که

باشد. برقرار ادعا ،|uv| < |pq| شرط با v و u نقطه ي دو هر براي که کنید فرض استقرا: فرض
فرض دارد. وجود G در q به p از ضعیف خود-گراي t-مسیر یک که می کنیم ثابت استقرا: حکم
و p ∈ Bi یا q ∈ Bi و p ∈ Ai که طوري به باشد WSPD زوج یک (١ ≤ i ≤ m) {Ai, Bi} که کنید

نقطه ي یک الگوریتم، طبق بر .q ∈ Bi و p ∈ Ai که کنید فرض کلیت، دادن دست از بدون .q ∈ Ai

فرض حال، است. برقرار ادعا آنگاه ،r = q اگر .(p, r) ∈ E که طوري به دارد وجود r ∈ Bi ∩Dpq

خود-گراي t-مسیر یک استقرا، فرض به توجه با حال، .|rq| < |pq| داریم بنابراین .r ̸= q که کنید

P := {(p, r)}∪Q مسیر حال، می دهیم. نمایش Q با را مسیري چنین دارد. وجود q به r از ضعیف

p از ضعیف خود-گراي مسیر یک P که است واضح ،1 - 3-4 مشاهده ي توجه با بگیرید. نظر در را

داریم: ،2 - 2-3 لم طبق این، بر علاوه است. q به

|P | = |pr|+ |Q| ≤ |pr|+ t|rq| ≤ (١ +
۴
s
)|pq|+ ٢t

s
|pq| = t|pq|.

■ می کند. اثبات را ادعا بالا، رابطه ي

نتیجه گیري 6-4

روي که نقطه اي مجموعه هر براي مسطح وتر-افزایشی گراف یک که شد داده نشان فصل، این در

که شد داده نشان همچنین دارد. وجود است، گرفته قرار قائم الزاویه یا منفرجه مثلث یک مرز

مسطح وتر-افزایشی گراف یک دارد، قرار حاده مثلث یک مرز روي که نقطه اي مجموعه هر براي

در که شد ارائه الگوریتمی این، بر علاوه دارد. وجود اشتاینري نقطه ي 3 حداکثر کردن اضافه با
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یا است ضعیف خود-گراي شده، داده هندسی گراف یک آیا که می دهد تشخیص چندجمله اي زمان

t-پوشش ساخت مسئله ي و مسطح ضعیف خود-گراي گراف یک ساخت مسئله ي همچنین خیر.

عدد هر براي که شد داده نشان و شد بررسی صفحه در نقطه مجموعه هر براي ضعیف خود-گراي

t-پوشش یک است، گرفته قرار مثلث یک مرز روي که S نقطه ي مجموعه هر و t > ١ حقیقی

است. t به وابسته فقط k که دارد وجود یال O(kn) با وتر-افزایشی

می کنیم: مطرح حل نشده مسائل عنوان به را زیر مسائل ما

رئوس که دارد وجود مسطحی خود-گراي گراف صفحه در نقاط از S مجموعه ي هر براي آیا .1

باشد S آن

هر براي مسطح ضعیف خود-گراي گراف یک o(n٣) زمان در که دارد وجود الگوریتمی آیا .2

بسازد؟ صفحه در نقطه مجموعه

کم یال تعداد با (ضعیف) خود-گرا t-پوشش یک صفحه در نقاط از S مجموعه ي هر براي آیا .3

باشد؟ S آن رئوس که دارد وجود

داده هندسی درخت یک آیا که دهد تشخیص خطی زمان در که دارد وجود الگوریتم یک آیا .4

خیر؟ یا است ضعیف خود-گراي شده،
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5 فصل
آن کاربردهاي و هندسی پوشش هاي ادغام



مقدمه 1-5

عدد یک براي می شویم: رو به رو زیر مسئله ي با معمولاً هندسی، پوششی شبکه هاي حوزه ي در

آن روي کوچک، اندازه ي با t-پوشش یک می توان چگونه شده داده مجموعه ي یک و t > ١ حقیقی

در و کوچک اندازه ي با t-پوشش یک ساخت مسئله ي تاکنون ساخت؟ بهینه زمان در و مجموعه

پوشش ها، ساخت اصلی الگوریتم هاي مشاهده ي براي است. شده مطالعه گسترده طور به کارا، زمان

فرض حال، کرد. مراجعه می توان است، شده نوشته [44] اسمید و ناراسیمهان توسط که کتابی به

باشند. اقلیدسی) فضاي (در P٢ و P١ نقاط مجموعه براي ترتیب به t-پوشش دو G٢ و G١ کنید

روي کوچک اندازه ي با t-پوشش یک می توان چگونه که است این آید پیش است ممکن که سؤالی

ممکن سؤال این ساخت؟ آن ها، بین یال کمی تعداد بردن بکار با و G٢ به G١ اتصال فقط با P١ ∪P٢

و آن ها بین جاده تعدادي ساخت وسیله ي به کشور دو اتصال آید. وجود به نیز واقعی دنیاي در است

هستند. مسئله این از مثال هایی آب، لوله ي خط تعدادي ایجاد وسیله ي به آب شبکه ي دو اتصال یا

صورت به را پوشش ها ادغام مسئله ي ما باشد. دلخواه حقیقی عدد یک t > ١ که کنید فرض

می کنیم: تعریف زیر

G٢(P٢, E٢) و G١(P١, E١) t-پوشش دو کنید فرض پوشش ها). ادغام (مسئله ي 1 - 1-5 تعریف
مجموعه روي G t-پوشش یک می توان چگونه باشد. P١ ∩ P٢ = ∅ که طوري به داریم صفحه در

ساخت؟ G٢ و G١ بین فقط و یال کمی تعداد کردن اضافه با P١ ∪ P٢ نقطه ي

کردن اضافه وسیله ي به فقط باید G گراف پوشش ها، ادغام مسئله ي در که می کنیم تأکید

از برخی کمک با می توان صورت، این غیر در زیرا شود. ساخته G٢ و G١ بین یال تعدادي

با t-پوشش یک P١ ∪P٢ روي Θ-گراف، و یائو گراف حریصانه، الگوریتم مانند معروف الگوریتم هاي

یال هاي همه ي کردن اضافه با را G٢ و G١ می توان که است ذکر به لازم ساخت. کوچک اندازه ي

است. نیاز زیادي یال هاي به صورت این در که کرد ادغام G٢ و G١ بین

ترتیب به n٢ و n١ و ثابت حقیقی عدد یک t > ١ که می کنیم فرض فصل، این طول در

یک فصل، این در .n١ ≤ n٢ می کنیم فرض کلیت، دادن دست از بدون و باشند P٢ و P١ اعضاي تعداد



به که می کنیم پیشنهاد پوشش ها ادغام مسئله ي حل جهت الگوریتم

پیشنهادي، الگوریتم این بردن بکار با این، بر علاوه دارد. نیاز زمان O(n١ log n١+(n١+n٢) log n٢)

Hk-خطا تحمل پذیر t-پوشش یک و t-پوشش یک ساخت جهت غلبه، و تقسیم الگوریتم تعدادي ما

همه ي خانواده ي Hk اینجا در که می کنیم ارائه صفحه، در شده داده نقطه ي مجموعه یک براي

است خاص خطوط از متناهی مجموعه ي یک در خط یک با موازي مرزشان که است نیم صفحاتی

الگوریتم هاي که کنید توجه می کنیم). تعریف دقیق صورت به را Hk ما بعدي، بخش هاي (در

نتیجه در و نیستند بهینه مجانبی طور به t-پوشش، یک ساخت براي ما پیشنهادي غلبه ي و تقسیم

این پیشنهاد از ما هدف رو، این از نیستند. قیاس قابل غیره، و Θ-گراف مانند معروف الگوریتم هاي با

که می دهیم نشان این، بر علاوه است. پوشش ها ادغام مسئله ي از کاربردهایی بیان فقط الگوریتم ها،

بر Hk-خطا تحمل پذیر t-پوشش یک ساخت جهت می تواند پیشنهادي، غلبه ي و تقسیم الگوریتم

لازم شود. برده بکار ،O(n log٢ n) زمان در و یال O(n log n) با صفحه در نقطه n از مجموعه اي روي

یک ،(SSPD) نیم-مجزا1 زوجی تجزیه ي مفهوم بردن بکار با [2] همکارانش و آبام که است ذکر به

O(n log٢ n) زمان در و یال O(n log n) با C-خطا تحمل پذیر t-پوشش یک ساخت جهت الگوریتم،

در محدب ناحیه هاي همه خانواده ي C اینجا در که کردند ارائه صفحه در نقطه n از مجموعه اي براي

مجموعه یک براي SSPD محاسبه ي به نیاز ما، پیشنهادي الگوریتم در که آنجایی از است. صفحه

الگوریتم با مقایسه در ما، پیشنهادي الگوریتم ،Hk ناحیه هاي براي که می رسد نظر به نیست، نقطه

است. ساده تر همکارانش، و آبام

پوشش ها ادغام 2-5

پوشش ها ادغام مسئله ي حل جهت می نامیم، MൾඋൾSඉൺඇඇൾඋඌ را آن که الگوریتم یک ادامه، در

الگوریتم که آنجایی از که کنید توجه است. Θ-گراف الگوریتم بر مبتنی الگوریتم، این می کنیم. ارائه

سادگی به می توانند بخش این نتایج بنابراین ،[44] شوند داده تعمیم بالاتر ابعاد به می تواند Θ-گراف

می شویم. متمرکز R٢ فضاي روي فقط ما رو، این از شوند. داده تعمیم بالاتر ابعاد به
1semi-separated pair decomposition
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به و ٢π
k دهانه ي با مخروط k به را صفحه ما باشد. صحیح عدد یک k > ١ که کنید فرض

هر براي می دهیم. نمایش Ck با را مخروط k این مجموعه ي و می کنیم افراز مختصات مبدأ مرکز

قرار C داخل و می گذرد مبدأ از که باشد دلخواه ثابت خط یک ℓC که کنید فرض ،C ∈ Ck مخروط

انتقال از حاصل مخروط Cp := C + p که کنید فرض صفحه، در p نقطه ي هر براي همچنین دارد.

ادغام مسئله ي حل الگوریتم در که ایده اي .ℓCp := ℓC +p داریم مشابه، طور به باشد. p به C مرکز

p ،G١ در p رأس هر براي و C ∈ Ck مخروط هر براي می باشد: زیر صورت به است، نهفته پوشش ها

نزدیک ترین ℓCp روي r نقطه ي تصویر که طوري به می کنیم متصل r ∈ Cp ∩P٢ نقطه ي یک به را

ببینید. را 2-2-5 الگوریتم الگوریتم، بیش تر جزئیات مشاهده ي براي باشد. p به تصویر

Algorithm 5-2-2: MൾඋൾSඉൺඇඇൾඋඌ(G1, G2, t)
input: t-spanners G1(P1, E1) and G2(P2, E2), and suppose that |P1| ≤ |P2|.
output: t-spanner G(P1 ∪ P2, E) which is obtained by merge of G1 and G2.

1 Select an angle 0 < θ < π/4 such that cos θ − sin θ ≥ 1/t;
2 Partition the plane into k = 2π

θ cones. We denote the set of cones that partition the
plane by Ck;

3 E := E1 ∪ E2;
4 foreach cone C in Ck do
5 foreach p in P1 do
6 Cp := C + p;
7 r := a point of Cp ∩ P2 whose orthogonal projection onto ℓCp is closest to p;

/* let ℓC be a fixed ray that emanates from the origin and
that is contained in C and ℓCp := ℓC + p. The ray ℓC can
be chosen arbitrarily. */

8 E := E ∪ {(p, r)};
/* (p, r) is an edge. */

9 end
10 end
11 return G(P1 ∪ P2, E);

را زیر هندسی لم ابتدا، در می کنیم. ثابت را MൾඋൾSඉൺඇඇൾඋඌ الگوریتم درستی ادامه، در

می کنیم. بیان

در متمایز نقطه ي دو q و p ،θ = ٢π
k صحیح، عدد یک k ≥ ٨ که کنید فرض .([44]) 1 - 2-5 لم

به باشد Cp در نقطه یک r اگر باشد. q ∈ Cp که طوري به باشند Ck در مخروط یک C و صفحه

عمود تصویر فاصله ي مساوي یا کم تر p نقطه ي تا ℓCp خط روي r عمود تصویر فاصله ي که طوري

.|rq| ≤ |pq| − (cos θ − sin θ)|pr| آنگاه باشد، p نقطه ي تا ℓCp خط روي q
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شده تولید G گراف آنگاه باشند، P٢ و P١ براي t-پوشش دو ترتیب به G٢ و G١ اگر .2 - 2-5 قضیه
اضافه با فقط و است P١ ∪ P٢ براي t-پوشش یک ،MൾඋൾSඉൺඇඇൾඋඌ(G١, G٢, t) الگوریتم توسط

می شود. ساخته G٢ و G١ بین یال kn١ حداکثر کردن

G١ بین یال kn١ حداکثر کردن اضافه با فقط G که است واضح ،2-2-5 الگوریتم طبق بر اثبات.
که کنید فرض است. P١ ∪P٢ براي t-پوشش یک G که می کنیم ثابت حال، می شود. ساخته G٢ و

وجود G در q و p بین t-مسیر یک که می کنیم ادعا باشند. P١ ∪ P٢ در متمایز نقطه ي دو q و p

دارد.

P١ براي t-پوشش هایی ترتیب به G٢ و G١ که آنجایی از باشند، p, q ∈ P٢ یا و p, q ∈ P١ اگر

و p ∈ P١ که کنید فرض کلیت، دادن دست از بدون حال، است. برقرار ادعا بنابراین، هستند، P٢ و

الگوریتم، طبق بر که کنید توجه باشد. q ∈ Cp که طوري به باشد Ck در مخروط یک C و q ∈ P٢

هنگامی الگوریتم، که کنید فرض .cos θ − sin θ ≥ ١/t که طوري به ٠ < θ < π/۴ و k = ٢π
θ داریم

بنابراین، ،r = q اگر کند. اضافه G به را (p, r) یال می کند، پردازش را Cp مخروط و p نقطه ي که

P٢ براي t-پوشش یک G٢ که آنجایی از .r ̸= q که کنید فرض حال، است. برقرار ادعا وضوح، به

مسیر حال، ببینید). را 1 - 5 (شکل دارد وجود G٢ در q و r بین L t-مسیر یک بنابراین، است،

،1 - 2-5 لم از استفاده با بگیرید. درنظر را است G در q و p بین مسیر یک که Q := {(p, r)} ∪ L

داریم:

|Q| = |pr|+ |L| ≤ |pr|+ t|rq|

≤ |pr|+ t(|pq| − (cos θ − sin θ)|pr|)

= t|pq| − (t(cos θ − sin θ)− ١)|pr|

≤ t|pq| ( cos θ − sin θ ≥ ١/t که آنجایی از ).

■ می کند. کامل را اثبات این است. G در q و p بین t-مسیر یک Q رو، این از

Θ-گراف بهینه ي الگوریتم در که ایده اي ما ،MൾඋൾSඉൺඇඇൾඋඌ الگوریتم کاراي پیاده سازي براي

پیاده سازي براي صفحه1 جاروي الگوریتم یک ما ادامه، در .[44] می بریم بکار را می شود استفاده
1plane sweep
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r
p

q

L

G١

G٢

.2 - 2-5 قضیه ي اثبات :1 - 5 شکل

آمده [44] کتاب 4 فصل در که اصطلاحاتی و نمادها از و می کنیم ارائه MൾඋൾSඉൺඇඇൾඋඌ بهینه ي

می کنیم. استفاده است،

در که را Find-LeftMost-In-Translated-HalfPlane مسئله ي ما Θ-گراف، پیاده سازي مشابه

می گیریم. نظر در است، آمده ادامه

غیر خط یک h که کنید فرض .[44] (Find-LeftMost-In-Translated-HalfPlane) مسئله.
را نقطه n شامل S مجموعه ي یک می خواهیم می گذرد. مختصات مبدأ از که باشد ثابت عمودي

کنیم: ذخیره می کند، پشتیبانی را زیر عملیات که داده اي ساختمان در

بین در x مختصات کم ترین با نقطه یک است، شده داده p ∈ S نقطه ي :MinAbove(p) *

است، (p نقطه ي به مختصات مبدأ از انتقال از پس h (خط h + p بالاي که S نقاط همه ي

شود. محاسبه

کند. درج S در را p ∈ R٢ دلخواه نقطه ي :Insert(p) *

کند. حذف S از را p نقطه ي :Delete(p) *

بردند. بکار را T دودویی جستجوي درخت یک [44] اسمید و ناراسیمهان بالا، مسئله ي حل براي

کنید. مراجعه [44] کتاب به ،T درخت همچنین و مسئله این جزئیات مشاهده ي براي

می گذرد. مختصات مبدأ از که باشد h خط بر عمود و جهت دار خط یک D که کنید فرض

همه ي شامل که می کند اشاره نیم صفحه اي سمت به D می کنیم: تعریف زیر صورت به را D جهت

تعریف زیر صورت به S نقاط روي D توسط القایی ترتیب است. دارند، قرار h بالاي که R٢ نقاط

D روي آن ها عمود تصویر q′ و p′ ترتیب به و باشند S در نقطه دو q و p که کنید فرض می شود:
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که است یکی D جهت با −→p′q′ بردار جهت می گوییم آنگاه باشد، q مساوي یا کوچک تر p اگر باشند.

می دهیم. نمایش p ≤D q نماد با را آن
Algorithm 5-2-4: PඅൺඇൾSඐൾൾඉMൾඋංඇ(G1, G2, t)

input: geometric t-spanners G1(P1, E1) and G2(P2, E2), and t > 1 (suppose that
|P1| ≤ |P2|).

output: the geometric t-spanner G(P1 ∪ P2, E).
1 Select an angle 0 < θ < π/4 such that cos θ − sin θ ≥ 1/t;
2 k := 2π/θ;
3 E := E1 ∪ E2;
4 foreach cone C ∈ Ck do

/* Consider the lines h1, h2, D1, D2 correspond to cone C. */
5 Sort the points of P1 and P2 according to the order induced by the directed line

D1 and D2, respectively. Assume that the lists L1 and L2 contain the sorted
points of P1 and P2, respectively;

6 Initialize an empty data structure T for solving problem Fංඇൽ-Lൾൿඍආඈඌඍ-ංඇ-
Tඋൺඇඌඅൺඍൾൽ-Hൺඅൿඉඅൺඇൾ using h := h2;

7 ℓ := n2;
8 for i = n1 down to 1 do
9 while L1[i] ≤D1 L2[ℓ] do
10 Insert point L2[ℓ] into T ;
11 ℓ := ℓ− 1;
12 end
13 if ℓ > 0 then
14 ℓ := ℓ+ 1;
15 end

/* Note that the points L2[ℓ], L2[ℓ+ 1] . . . , L2[n2] are exactly
the points of P2 that are below the line h1 + L1[i]. */

16 Find the point r in T that is above the line h2 + L1[i] and whose
x-coordinate is minimum; that is, it answers the query MංඇAൻඈඏൾ(L1[i]);

17 E := E ∪ {(L1[i], r)};
18 end
19 end
20 return E;

Find-LeftMost-In-Translated- مسئله ي ،T دودویی جستجوي درخت .([44] ،4.1.9 (لم 3 - 2-5 لم
زمان در را Delete و Insert ،MinAbove عملیات از یک هر درخت، این می کند. حل را HalfPlane

زمان در و است O(n) با برابر داده، ساختمان این حافظه ي پیچیدگی می دهد. انجام O(log n)

می شود. ساخته O(n log n)

خطوط ترتیب به که باشند خط دو h٢ و h١ و Ck در ثابت مخروط یک C که کنید فرض

کنید فرض کلیت، دادن دست از بدون همچنین، می دهند. تشکیل را C مخروط پایین و بالا مرزي

و می گذرند مبدأ از دو هر که باشند خطوطی D٢ و D١ و باشد منطبق x ها محور بر ℓC نیم خط که
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D١ می کنیم: تعریف زیر صورت به را D٢ جهت و D١ جهت ما هستند. عمود h٢ و h١ بر ترتیب به

D٢ و است دارند، قرار h١ پایین که R٢ نقاط همه ي شامل که می کند اشاره نیم صفحه اي سمت به

است. دارند، قرار h٢ بالاي که R٢ نقاط همه ي شامل که می کند اشاره نیم صفحه اي سمت به

PඅൺඇൾSඐൾൾඉMൾඋංඇ نام به الگوریتمی ،MൾඋൾSඉൺඇඇൾඋඌ الگوریتم کاراي پیاده سازي براي

،C ∈ Ck مخروط هر و p ∈ P١ نقطه ي هر براي که ببینید) را 4-2-5 (الگوریتم می کنیم پیشنهاد را

p به ℓC روي r عمود تصویر و r ∈ Cp ∩ P٢ که طوري به می کند محاسبه را (p, r) یال هاي همه ي

باشد. نزدیک ترین

که طوري به باشند هندسی t-پوشش دو G٢(P٢, E٢) و G١(P١, E١) که کنید فرض

داریم: حال، .n٢ = |P٢| و n١ = |P١| که کنید فرض سادگی، براي .|P١| ≤ |P٢|

O(n١ log n١+(n١+n٢) log n٢) برابر PඅൺඇൾSඐൾൾඉMൾඋංඇ الگوریتم اجراي زمان .4 - 2-5 قضیه
است.

-2-5 الگوریتم (در L٢ از نقاطی تعداد ،ℓ مقادیر ترتیب به |Ti| و ki ،ℓi که کنید فرض اثبات.
iامُ تکرار در T درخت گره هاي تعداد و می شوند درج T در که است) شده معرفی L٢ لیست ،4

و O(n١ log n١ + n٢ log n٢) به ترتیب به الگوریتم، در 6 و 5 خطوط وضوح، به باشند. الگوریتم

آنگاه کنیم، مرتب D١ توسط القایی ترتیب براساس را L٢ نقاط قبل، از ما اگر دارند. نیاز زمان O(١)

در می توانند الگوریتم در 11 و 10 ،9 خطوط ،3 - 2-5 لم و دودویی جستجوي الگوریتم بکاربردن با

اجرا O(log ℓi) +
∑ki

j=١ O(log(|Ti| + j)) = O(log ℓi) + O((ki + ١) log(ki + ١ + |Ti|)) زمان

فرض حال، دارد. نیاز زمان O(log(|Ti|)) به 16 خط ،3 - 2-5 لم از استفاده با این، بر علاوه شوند.

داریم رو، این از باشد. PඅൺඇൾSඐൾൾඉMൾඋංඇ الگوریتم زمانی پیچیدگی Time(n١, n٢) که کنید

Time(n١, n٢) = O(n١ log n١ + n٢ log n٢) +

n١∑
i=١

O(log ℓi)+

n١∑
i=١

O((ki + ١) log(ki + ١ + |Ti|)) +
n١∑
i=١

O(log(|Ti|)).
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داریم: بنابراین ،ℓi ≤ n٢ و |Ti| ≤ n٢ که آنجایی از

Time(n١, n٢) = O(n١ log n١) +O(n٢ logn٢) +O(n١ log n٢)+

O((n١ + n٢) log n٢) +O(n١ log n٢)

= O(n١ log n١ + (n١ + n٢) log n٢).

■ می کنند. کامل را اثبات بالا، روابط

کاربردها 3-5

الگوریتم یک ابتدا، در می کنیم. بیان را پوشش ها ادغام مسئله ي از کاربرد دو ما بخش، این در

ارائه صفحه در شده داده نقطه ي مجموعه یک براي t-پوشش یک ساخت براي غلبه و تقسیم

Hk-خطا تحمل پذیر t-پوشش یک ساخت براي غلبه و تقسیم الگوریتم یک سپس، می کنیم.

همه ي خانواده ي Hk اینجا در که می کنیم ارائه صفحه، در شده داده نقطه ي مجموعه یک براي

h مرز که دارد وجود C ∈ Ck مخروط یک ،h ∈ Hk نیم صفحه ي هر براي که است نیم صفحاتی

است. C مرزهاي از یکی موازي

t-پوشش یک ساخت 1 - 3-5

نقطه ي مجموعه یک براي t-پوشش یک ساخت جهت غلبه و تقسیم الگوریتم یک ما بخش، این در

یک c > ٠ که کنید فرض است: زیر صورت به الگوریتم این می کنیم. ارائه صفحه در شده داده

تعدادي به دلخواه، شکل یک به را S ابتدا باشد. صفحه در نقطه n از مجموعه اي S و طبیعی عدد

زیرمجموعه، هر براي سپس، می کنیم. افراز است، عضو c حداکثر داراي یک هر که زیرمجموعه

4-2-5 (الگوریتم PඅൺඇൾSඐൾൾඉMൾඋංඇ الگوریتم بکاربردن با سپس، می سازیم. کامل گراف یک

مهم گراف ها این ادغام روش می کنیم. ادغام تکراري صورت به را کامل گراف هاي این ببینید)، را

متوالی ادغام را روش دو این ما می کنیم. معرفی گراف ها این ادغام جهت روش دو ادامه، در است.
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گراف اندازه ي و اجرا زمان می کنیم، استفاده که ادغامی  نوع به بسته می نامیم. یک در یک ادغام و

است. متفاوت ادغام، از حاصل خروجی
Algorithm 5-3-3: Pൺඋඍංඍංඈඇ(S, c)

1 Sort the points of S increasingly according to their x-coordinate. Let L be the sorted
list;

2 for h := 1 to ⌊nc ⌋ do
3 for i = 1 to c do
4 Create new subset Sh;
5 Add L[(h− 1)× c+ i] into Sh;
6 end
7 end
8 if n is not divisible by c then
9 Create a new subset Sh and add the remaining points of S into Sh;
10 end
11 return all subsets Sh;

که معنی بدین هستند، کلی حالت در نقاط که می کنیم فرض کلیت، دادن دست از بدون

می شود. انجام زیر صورت به S نقطه ي مجموعه افراز ندارند. یکسان x مختصات نقطه اي، دو هیچ

شده مرتب نقاط این سپس، می کنیم. مرتب صعودي طور به و x مختصات براساس را S نقاط ابتدا،

این در نباشند c از مضربی S عناصر تعداد که است (ممکن می کنیم تقسیم تایی c دسته هاي به را

S نقاط ترتیب، این به و دارد) عضو c از کم تر می شود، ساخته که زیرمجموعه اي آخرین صورت

یک 2 - 5 شکل ببینید). را 3-3-5 (الگوریتم می شوند افراز عضو، c حداکثر با زیرمجموعه هایی به

زمانی پیچیدگی که کنید توجه است. شده افراز c = ۵ پارامتر با که می دهد نشان را S مجموعه ي

S١, S٢, . . . , Sf که کنید فرض حال، است. O(n log n) برابر (3-3-5 (الگوریتم Pൺඋඍංඍංඈඇ الگوریتم

زیرمجموعه ها همه ي تعداد f اینجا در که باشد شد، داده توضیح بالا در که روشی با S براي افراز یک

Gi که کنید فرض همچنین، است. c حداکثر Si مجموعه ي عناصر تعداد و (f ∈ O(n/c)) است

با برابر یال هایش تعداد و است Si براي t-پوشش یک Gi وضوح، به باشد. Si روي کامل گراف

کردن، ادغام روش دو درباره ي ادامه، در شود. ساخته O(c٢) زمان در می تواند و می باشد O(c٢)

کرد. خواهیم صحبت
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.c = ۵ با افراز :2 - 5 شکل

متوالی ادغام

گراف با را دیگر گراف هاي گام، هر در سپس، می کنیم. ادغام را گراف دو ابتدا ادغام، نوع این در

فرض است: زیر صورت به متوالی، ادغام خاص، طور به می کنیم. ادغام قبل، مرحله ي از حاصل

با باشد. متوالی ادغام بردن بکار با G١, G٢, . . . , Gi گراف هاي ادغام از حاصل گراف G∗
i که کنید

می کنیم. ادغام G∗
i با را Gi+١ گراف ،(4-2-5 (الگوریتم PඅൺඇൾSඐൾൾඉMൾඋංඇ الگوریتم از استفاده

G گراف وضوح، به ،2 - 2-5 قضیه ي طبق می نامیم. G(S,E) را متوالی ادغام از حاصل گراف ما

T (n) با که را G ساخت زمانی پیچیدگی و G یال هاي تعداد ادامه، در است. S براي t-پوشش یک

داریم: 2 - 2-5 قضیه ي از استفاده با می کنیم. محاسبه می دهیم، نمایش

|E| =
f∑

i=١

O(c٢) +

f−١∑
i=١

O(kc) = O((c+ k)n), (1 - 5)

داریم ،4 - 2-5 قضیه ي از استفاده با و

T (n) =

f∑
i=١

O(c٢) +

f−١∑
i=١

O

(
c log c+ (i+ ١)c log(ic)

)
= O(fc٢) +O(cf٢ log f) = O(cn+ c−١n٢ log n).

صحیح عدد یک k ،(1 - 5) معادله ي در اگر باشد. ثابت حقیقی عدد یک t > ١ که کنید فرض حال،

داریم: باشد، ثابت

متوالی ادغام از اگر ساخت. S روي t-پوشش یک می توان غلبه، و تقسیم روش با .1 - 3-5 قضیه
O(cn + c−١n٢ log n) زمان در و است O(cn) با برابر t-پوشش این یال هاي تعداد شود، استفاده

می شود. ساخته

داریم: را زیر نتیجه ي آنگاه ،c = ⌊log n⌋ اگر ،1 - 3-5 قضیه ي در
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در و یال O(n log n) با S براي t-پوشش یک می توان غلبه، و تقسیم روش با .2 - 3-5 نتیجه
ساخت. O(n٢) زمان

داریم: آنگاه باشد، ثابت عدد یک c ،1 - 3-5 قضیه ي در اگر

در و یال O(n) با S براي t-پوشش یک می توان غلبه، و تقسیم روش کمک با .3 - 3-5 نتیجه
ساخت. O(n٢ log n) زمان

یک در یک ادغام

با می باشد: زیر صورت به است، ادغامی مرتب سازي در زیرلیست ها ادغام مشابه که یک در یک ادغام

می کنیم ادغام هم با دو به دو را Giها تکراري طور به ،PඅൺඇൾSඐൾൾඉMൾඋංඇ الگوریتم بردن بکار

که زمانی تا می کنیم تکرار جدید گراف هاي روي را کار این شوند. تولید جدید زیرگراف هاي تا

یک حاصل، گراف ،2 - 2-5 قضیه ي طبق بر ببینید). را 3 - 5 (شکل بماند باقی زیرگراف یک فقط

،2 - 2-5 قضیه ي طبق بر می دهیم. نمایش G(S,E) با را حاصل گراف ما است. S براي t-پوشش

داریم:

|E| =
f∑

i=١

O(c٢) +

log f∑
i=١

O

(
f

٢i
(k٢i−١c)

)
= O(fc٢) +O(kfc log f) = O(cn+ kn log n)

= O(kn log n),

برابر می شود داده نمایش T (n) با که G گراف ساخت زمانی پیچیدگی ،4 - 2-5 قضیه ي طبق بر و

با است

T (n) =

f∑
i=١

O(c٢) +

log f∑
i=١

O

(
٣f
٢i

٢i−١c log(٢i−١c)

)
= O(fc٢) +O

(
٣fc

٢
× log f(log f − ١)

٢

)
= O(fc٢) +O(cf log٢ f) = O(cn+ n log٢ n)

= O(n log٢ n).
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G١ G٢ G٣ G۴

ادغامادغام

ادغام

G′
١ G′

٢

G

یک. در یک ادغام :3 - 5 شکل

: داریم حال،

یال هاي تعداد که دارد وجود S براي t-پوشش یک غلبه، و تقسیم روش کمک به .4 - 3-5 قضیه
است. O(n log٢ n) آن ساخت زمان و O(n log n) برابر آن

ادغام از که زمانی با مقایسه در را G ساخت زمانی پیچیدگی نتیجه، این که کنید توجه

ببینید). را 2 - 3-5 (نتیجه ي می دهد بهبود می شود، استفاده متوالی

ناحیه-خطا تحمل پذیر پوشش هاي ساخت 2 - 3-5

طوري به باشد نیم صفحاتی همه ي خانواده ي Hk و θ = ٢π
k صحیح، عدد یک k ≥ ٢ که کنید فرض

مرزهاي از یکی موازي h مرز که دارد وجود C ∈ Ck مخروط یک h ∈ Hk نیم صفحه ي هر براي که

مجموعه یک روي بر را Hk-خطا تحمل پذیر t-پوشش یک ساخت مسئله ي بخش، این در است. C

می کنیم. ثابت را زیر قضیه ي ابتدا، می گیریم. نظر در صفحه، در شده داده نقطه ي

حال، .t ≥ ١/(cos θ − sin θ) که طوري به باشد حقیقی عدد یک t که کنید فرض ادامه در

داریم:

آنگاه، باشند. Hk-خطا تحمل پذیر t-پوشش دو G٢(P٢, E٢) و G١(P١, E١) اگر .5 - 3-5 قضیه
تحمل پذیر t-پوشش یک MergeSpanners(G١, G٢, t) ∪ MergeSpanners(G٢, G١, t) گراف
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است. P١ ∪ P٢ براي Hk-خطا

هر براي که می دهیم نشان باشد. Hk در دلخواه نیم صفحه ي یک h که کنید فرض اثبات.
p, q ∈ P١ اگر دارد. وجود G⊖h در q به p از t-مسیر یک دارند، قرار h از خارج که p, q ∈ P١ ∪P٢

بنابراین، هستند، Hk-خطا تحمل پذیر t-پوشش هاي ،G٢ و G١ که آنجایی از بنابراین ،p, q ∈ P٢ یا

همچنین و q ∈ P٢ و p ∈ P١ که کنید فرض کلیت، دادن دست از بدون حال، است. برقرار قضیه

h مرز موازي که طوري به باشد Ck در C نام به مخروط یک مرزهاي از یکی L که کنید فرض

موازي h مرز که آنجایی از بگیرید. نظر در را (Lq = L+ q و Lp = L+ p) Lq و Lp حال، باشد.

Lp خط بالاي q نقطه ي که کنیم فرض کلیت، دادن دست از بدون می توانیم است، نیز Lq و Lp

باشد داشته وجود C ′ ∈ Ck مخروط یک که می کند ایجاب فرض، این ببینید). را 5 - 4آ (شکل است

نقطه اي r نقطه ي که کنید فرض حال، نکند. قطع را C ′ مخروط ،h مرز و q ∈ C ′
p که طوري به

C ′
p مخروط و p نقطه ي پردازش هنگام را (p, r) ،MൾඋൾSඉൺඇඇൾඋඌ(G١, G٢, t) الگوریتم که است

آنگاه ،r ̸= q اگر حال، است. برقرار قضیه وضوح، به بنابراین، ،r = q اگر می کند. اضافه گراف به

در q و r بین Q′ t-مسیر یک بنابراین است، Hk-خطا تحمل پذیر t-پوشش یک G٢ که آنجایی از

را p که G ⊖ h در Q := {(p, r)} ∪ Q′ مسیر حال، ببینید). را 5 - 4ب (شکل دارد وجود G٢ ⊖ h

داریم: ،1 - 2-5 لم از استفاده با بگیرید. نظر در را می کند متصل q به

|Q| = |pr|+ |Q′| ≤ |pr|+ t|rq|

≤ |pr|+ t(|pq| − (cos θ − sin θ)|pr|)

= t|pq| − (t(cos θ − sin θ)− ١)|pr|

≤ t|pq|.

■ است. G⊖ h در q و p بین t-مسیر یک Q رو، این از

t-پوشش یک کامل گراف هر که آنجایی از و 5 - 3-5 و 4 - 3-5 قضیه هاي کمک با حال،

داریم: است، Hk-خطا تحمل پذیر

روي Hk-خطا تحمل پذیر t-پوشش یک می توان غلبه، و تقسیم روش کمک به .6 - 3-5 نتیجه
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p

h

q

C ′G١ G٢

r
Q′

(ب)

p

h
Lq

Lp

q C

C ′

θθ

G١ G٢

(آ)
.5 - 3-5 قضیه ي اثبات :4 - 5 شکل

و یال O(n log n) شامل t-پوشش، این ساخت. صفحه، در نقطه n از شده داده مجموعه ي یک

است. O(n log٢ n) آن ساخت زمان

نتیجه گیري 4-5

پیچیدگی با الگوریتم یک سپس و کردیم معرفی را هندسی پوشش دو ادغام مسئله ي فصل، این در

رئوس تعداد n٢ و n١ اینجا در که کردیم ارائه آن حل براي O(n١ log n١ +(n١ +n٢) log n٢) زمانی

جهت غلبه و تقسیم الگوریتم دو الگوریتم، این بردن بکار با این، بر علاوه هستند. ورودي گراف هاي

یک ما همچنین، کردیم. ارائه صفحه در شده داده نقطه ي مجموعه یک براي t-پوشش یک ساخت

نقطه ي مجموعه یک براي Hk-خطا تحمل پذیر t-پوشش یک ساخت براي غلبه و تقسیم الگوریتم

پیچیدگی و O(n logn) برابر خروجی گراف یال هاي تعداد که کردیم ارائه صفحه در شده داده

به است، Θ-گراف مفهوم بر مبتنی نتایج که این به توجه با است. O(n log٢ n) برابر آن زمانی

داد. تعمیم بالاتر ابعاد به را نتایج می توان راحتی
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6 فصل
زاویه به مقید هندسی پوشش هاي



مقدمه 1-6

θ زاویه ي به مقید را G(S,E) هندسی گراف یک باشد. مثبت حقیقی عدد یک θ که کنید فرض

نمایش angle(pq, pr) نماد با که E در {p, r} و {p, q} مجزاي یال دو هر بین زاویه ي هرگاه گویند

شبکه ي یک که کرد بیان [40] کتابش در لی1 ،2008 سال در باشد. θ حداقل می شود، داده

خاصیت این زیرا است خوبی شبکه ي باشد، زاویه به مقید هندسی پوششی شبکه ي یک اگر بی سیم،

می شود استفاده چرخشی آنتن هاي از که مواقعی در همچنین و سیگنالی تداخلات کاهش باعث

بی سیم، شبکه ي یک در خاصیتی چنین وجود همچنین و می شود مصرفی برق میزان کاهش باعث

و کارمی ،2012 سال در بار اولین براي می کند. تضمین را آنتن هر بین کوتاه مسیر هاي وجود

نشان آن ها .[21] کردند بررسی را زاویه به مقید هندسی پوششی شبکه ي ساخت مسئله ي اسمید،

با θ زاویه ي هر براي و Rd اقلیدسی فضاي در نقطه n از S نقطه ي مجموعه هر براي که دادند

می شود ساخته O(n log n) زمان در که دارد وجود θ زاویه ي به مقید t-پوشش یک ،٠ < θ < π/٣

مقید هندسی پوششی شبکه ي ساخت مسئله ي مقاله، درهمان آن ها است. وابسته θ به فقط t که

این حل به ما فصل، این در کردند. مطرح حل نشده مسئله ي عنوان به را θ ≥ π/٣ با θ زاویه ي به

است. رسیده چاپ به [13] مقاله ي در فصل این نتایج می پردازیم. مسئله

اصلی نتیجه ي 2-6

طوري به دارد وجود صفحه در نقطه n شامل P مجموعه ي یک که می دهیم نشان ما بخش، این در

وجود P رئوس مجموعه ي با θ زاویه ي به مقید همبند هندسی گراف هیچ ،θ > π/٣ هر براي که

به مقید t-پوشش هیچ ،t < ٢/
√

٣ هر براي و θ = π/٣ براي که می دهیم نشان همچنین، ندارد.

است. بالاتر ابعاد به تعمیم قابل راحتی به بخش این نتایج ندارد. وجود P روي θ زاویه ي

که طوري به باشد صفحه در نقطه n از مجموعه اي P := {a١, a٢, . . . , an} که کنید فرض

قضیه ي دو حال، ببینید). را 1 - 6 (شکل باشند a٢i = (٢i−١,
√

٣) و a٢i+١ = (٢i, ٠) ،a١ = (٠, ٠)
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a١

a٢ a۴ a۶

a٣ a۵ a٧

√
٣

.n = ٧ با P مجموعه ي :1 - 6 شکل

می کنیم. اثبات را زیر

با θ زاویه ي به مقید هندسی گراف هاي همه ي ،θ > π/٣ هر و n > ٢ هر ازاي به .1 - 2-6 قضیه
هستند. ناهمبند ،P رئوس مجموعه

به مقید هندسی گراف یک G و π/٣ از بزرگ تر دلخواه زاویه ي یک θ که کنید فرض اثبات.
کنید فرض خلف، فرض عنوان به است. ناهمبند G که می کنیم ثابت باشد. P روي θ زاویه ي

که حالتی باشد. فرد عددي n که می کنیم فرض ما اثبات، در راحتی جهت باشد. همبند G که

هر ازاي به (a٢i, a٢i+١) یال هاي که می کنیم ادعا ما می شود. اثبات مشابه صورت به است زوج n

فرض که آنجایی از بگیرید. نظر در را a٣ و a٢ رأس دو هستند. G به متعلق ،١ ≤ i ≤ (n− ٢/(١

که کنید فرض دارد. وجود G در a٣ و a٢ بین Q مسیر یک بنابراین است، همبند G که کرده ایم

به a٢ رأس از و Q مسیر روي از حال، باشد. 1 از بیش تر (Q مسیر روي یال (تعداد Q یالی طول

بنابراین است، θ > π/٣ شرط با θ زاویه ي به مقید G که آنجایی از کنید. حرکت a٣ رأس سمت

انتهایی سر یک و aj رأس یک آن انتهایی سر یک که یال یک با Q مسیر روي که ندارد امکان

G در همجوار یال دو صورت، این غیر در زیرا شویم، مواجه باشد، k < j با ak رأس یک آن دیگر

یالی طول با مسیري هیچ رو، این از است. π/٣ حداکثر آن ها بین زاویه ي که طوري به دارد وجود

که معناست بدین که است یک Q یالی طول بنابراین، ندارد. وجود G در a٣ و a٢ بین 2 حداقل

با (a٢i, a٢i+١) یال هاي شامل G که داد نشان می توان مشابه، طور به است. G در یالی (a٢, a٣)

با بگیرید. نظر در را a٢ و a١ رأس دو حال، ببینید). را 2 - 6 (شکل است i = ٢, ٣, . . . , (n− ٢/(١

که می گیریم نتیجه است، θ > π/٣ با θ زاویه ي به مقید G که آنجایی از و بالا توضیحات به توجه

121



a١

a٢ a۴

a٣

√
٣

a۵

ak an−١

anak+١

1 - 2-6 قضیه ي اثبات :2 - 6 شکل

بین G در 2 حداقل یالی طول با مسیري هیچ دیگر، طرفی از باشد. (a١, a٢) یال شامل نمی تواند G

a٢ انتهایی سر یک با یال یک شامل G صورت، این غیر در زیرا باشد داشته وجود نمی تواند a٢ و a١

بین زاویه ي که است همجوار یال دو شامل G بنابراین است، (a٢, a٣) شامل G چون بود. خواهد

a٢ و a١ بین مسیري هیچ بنابراین، دارد. تناقض ما اولیه ي فرض با این، که است π/٣ حداکثر آن ها

■ است. تناقض در G بودن همبند با این، که ندارد وجود G در

وجود P روي θ زاویه ي به مقید t-پوشش هیچ ،t > ٢/
√

٣ هر و θ = π/٣ براي .2 - 2-6 قضیه
ندارد.

اثبات مشابه صورت به است زوج n که حالتی می کنیم. اثبات فرد nهاي براي را قضیه ما اثبات.
که طوري به باشد P روي هندسی گراف یک G١(P,E١) که کنید فرض می شود.

E =
∪

i,j=١,٢,...n−١
٢ ,i<j

{
(a٢i−١, a٢j−١), (a٢i, a٢j)

}
∪

n−١
٢∪

i=١

{(a٢i−١, a٢i), (a٢i, a٢i+١)}

گراف در a٢i و a١ رئوس بین کشش ضریب که کرد ثابت می توان راحتی به ببینید). را 3 - 6 (شکل

با است برابر G١

٢i√
(٢i− ٢(١ + ٣

.

به بنابراین ،٢/
√

٣ با است برابر i متغیر به نسبت کشش ضریب این مقدار بیش ترین که آنجایی از

است. ٢/
√

٣ برابر G١ کشش ضریب که می شود ثابت راحتی

باشد. P روي θ = π/٣ زاویه ي به مقید همبند هندسی گراف یک G که کنید فرض حال،

شامل باید G که برد پی می توان راحتی به آنگاه باشد، i ̸= j با (a٢i, a٢j−١) یال یک شامل G اگر
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a١

a٢ a۴ a۶

a٣ a۵ a٧

√
٣

رأس 7 با G١ گراف :3 - 6 شکل

کوتاه ترین (x, y)∪(y, z) مسیر و |xy| = |yz| = |zx| = ٢ که طوري به باشد (y, z) و (x, y) یال دو

ضریب رو، این از است. 2 برابر G در z و x بین کشش ضریب بنابراین، باشد. G در z و x بین مسیر

است. 2 حداقل حالت این در G کشش

به وضوح، آنگاه نباشد، i ̸= j شرط با (a٢i, a٢j−١) صورت به یالی هیچ شامل G اگر حال،

ضریب است، ٢/
√

٣ دقیقاً G١ کشش ضریب که آنجایی از صورت، این در است. G١ از زیرگرافی G

می باشد. ٢/
√

٣ حداقل G کشش

هیچ ،t < ٢/
√

٣ هر براي که می گیریم نتیجه سادگی به  ما شد، ذکر بالا در آنچه بنابر

■ ندارد. وجود P روي θ = π/٣ زاویه ي به مقید t-پوشش

نتیجه گیري 3-6

نشان ما دادیم. پاسخ را شد معرفی [21] اسمید و کارمی توسط که حل نشده اي مسئله ي اینجا در ما

،θ > π/٣ هر براي که طوري به دارد وجود صفحه در نقطه n شامل P مجموعه ي یک که دادیم

نشان همچنین، ندارد. وجود P رئوس مجموعه با θ زاویه ي به مقید همبند هندسی گراف هیچ

وجود P روي θ زاویه ي به مقید t-پوشش هیچ ،t < ٢/
√

٣ هر براي و θ = π/٣ براي که دادیم

ندارد.

می رسانیم: پایان به است، آمده ادامه در که حل نشده مسئله ي سه با را فصل این ما

باشد. حقیقی عدد یک t > ١ و صفحه در نقطه n از مجموعه اي S که کنید فرض
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S روي θ زاویه ي به مقید t-پوشش یک آیا باشد. دلخواه حقیقی عدد یک θ > ٠ کنید فرض .1

مسئله، این که می زنیم حدس ما است. تصمیم گیري مسئله ي یک بالا مسئله ي دارد؟ وجود

باشد. NP-سخت مسئله ي یک

که خطی اندازه ي با S روي t-پوشش یک ساخت براي چندجمله اي زمان با الگوریتم یک آیا .2

دارد؟ وجود باشد، بیش ترین مجاور، یال هاي بین زاویه ي کم ترین

با الگوریتم یک آیا باشند. شده توزیع صفحه در یکنواخت صورت به S نقاط که کنید فرض .3

آن اندازه ي که طوري به دارد وجود S روي t-پوشش یک ساخت براي چندجمله اي زمان

باشد؟ θ حداقل مجاورش یال دو هر بین زاویه ي ریاضی امید و باشد خطی

به مقید پوشش هاي ،θ از مقادیري ازاي به پیوسته، یائوي و Θ-گراف یائو، گراف هاي آیا .4

هستند؟ θ زاویه ي
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نتیجه گیري



در که حل نشده اي مسائل تمامی سپس و می پردازیم رساله نتیجه گیري به ما بخش، این در

کرد. خواهیم بیان مجدداً را شدند بیان رساله این

گرفتیم: نظر در را هندسی شبکه هاي تحلیل و طراحی با مرتبط مسئله ي چند رساله، این در

نشان شد. معرفی پیوسته یائوي گراف نام به هندسی گراف هاي از جدیدي نوع ،2 فصل در

مقدار یک t که است t-پوشش یک cY (θ) پیوسته ي یائوي گراف ،٠ < θ ≤ ٢π/٣ هر براي که دادیم

،٠ < θ ≤ π هر براي که دادیم نشان همچنین نیست. این گونه π ≤ θ ≤ ٢π براي ولی می باشد، ثابت

در را خصوصیات این همچنین نیست. همبند لزوماً θ > π هر براي ولی است همبند cY (θ) گراف

cY (θ) گراف ،θ < π/٣ هر براي که دادیم نشان و کردیم بررسی نیز ناحیه-خطا تحمل پذیري مدل

حذف آن از محدبی ناحیه اگر حتی است) θ به وابسته و ثابت مقدار t) می ماند باقی t-پوشش یک

محدبی بخش اگر حتی می ماند باقی همبند θ ≤ π هر براي cY (θ) که دادیم نشان همچنین شود.

شود. حذف آن از

کردیم ارائه WSPD کمک با شکاف-حریصانه پوشش ساخت براي الگوریتم یک ،3 فصل در

که دادیم نشان فصل، این در است. O(n) و O(n٣) ترتیب به آن حافظه ي و زمانی پیچیدگی که

حافظه O(n٢) بکاربردن با و O(n٢) زمان در شکاف-حریصانه پوشش ساخت براي الگوریتمی یک

همچنین فصل، این در دادیم. بهبود را شکاف-حریصانه پوشش کشش ضریب همچنین، دارد. وجود

تعدادي و کردیم ارائه شکاف-حریصانه پوشش ساخت براي O(n٣) اجراي زمان با الگوریتم سه ما

می گیریم نتیجه تجربی، نتایج به توجه با دادیم. ارائه الگوریتم ها این اجراي زمان روي تجربی نتایج

می شوند، معرفی که دیگري الگوریتم هاي به نسبت (2-4-3 (الگوریتم الگوریتم ها این از یکی که

با مقایسه در را حریصانه پوشش هندسی خصوصیات تجربی صورت به همچنین است. سریع تر

دادیم. قرار بررسی مورد شکاف-حریصانه، پوشش

شده ي تضعیف حالت که ضعیف خود-گراي گراف هاي نام به جدیدي مفهوم ،4 فصل در

چندجمله اي زمان در که کردیم ارائه الگوریتم یک کردیم. معرفی را است خود-گرا گراف هاي

همچنین، خیر. یا است ضعیف خود-گراي شده، داده هندسی گراف یک آیا که می دهد تشخیص

بررسی را صفحه در نقطه اي مجموعه هر براي مسطح ضعیف خود-گراي گراف یک ساخت مسئله ي
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رأس دو هر بین که t-پوشش (یک ضعیف خود-گراي t-پوشش ساخت مسئله ي همچنین، کردیم.

گرفتیم. نظر در را صفحه در نقطه مجموعه هر براي دارد) وجود ضعیف خود-گراي t-مسیر یک آن

مرز روي که S نقطه ي مجموعه هر و t > ١ حقیقی عدد هر براي که دادیم نشان خاص، طور به

است، t به وابسته فقط k که یال O(kn) با وتر-افزایشی t-پوشش یک گرفته اند، قرار مثلث یک

[49] همکارانش و دهکردي توسط که حل نشده اي مسئله ي فصل، این در همچنین دارد. وجود

مسطح وتر-افزایشی گراف یک که دادیم نشان خاص، طور به دادیم. قرار بحث مورد را شد مطرح

دارد. وجود گرفته اند، قرار قائم الزاویه یا منفرجه مثلث یک مرز روي که نقطه اي مجموعه هر براي

یک دارد، قرار حاده مثلث یک مرز روي که نقطه اي مجموعه هر براي که دادیم نشان همچنین،

دارد. وجود اشتاینري نقطه ي سه حداکثر کردن اضافه با مسطح وتر-افزایشی گراف

براي الگوریتم یک سپس و کردیم معرفی را هندسی پوشش دو ادغام مسئله ي ،5 فصل در

ساخت براي غلبه اي و تقسیم الگوریتم هیچ هنوز داریم، اطلاع که جایی تا کردیم. ارائه آن حل

دو ادغام مفهوم از استفاده با بار، اولین براي ما بنابراین، است. نشده ارائه هندسی پوشش یک

نقطه ي مجموعه یک براي t-پوشش یک ساخت جهت غلبه و تقسیم الگوریتم دو هندسی، پوشش

t-پوشش یک ساخت براي غلبه و تقسیم الگوریتم یک همچنین، کردیم. ارائه صفحه در شده داده

در خاص ناحیه هاي از یک سري براي و شده داده نقاط از مجموعه یک براي ناحیه-خطا تحمل پذیر

کردیم. ارائه صفحه

پاسخ را شد معرفی [21] اسمید و کارمی توسط که حل نشده اي مسئله ي ما ،6 فصل در

که طوري به دارد وجود صفحه در نقطه n شامل P نقطه ي مجموعه یک که دادیم نشان دادیم.

ندارد. وجود P رئوس مجموعه با θ زاویه ي به مقید همبند هندسی گراف هیچ ،θ > π/٣ هر براي

θ زاویه ي به مقید t-پوشش هیچ ،t < ٢/
√

٣ هر براي و θ = π/٣ براي که دادیم نشان همچنین،

ندارد. وجود P روي

هستند: زیر صورت به شدند، بیان رساله، این در که حل نشده اي مسائل

است؟ باشد، ثابتی مقدار t که t-پوشش یک ٢π/٣ < θ < π براي cY (θ) آیا .1

باشد، ثابتی مقدار یک t که C-خطا تحمل پذیر t-پوشش یک π/٣ ≤ θ ≤ π براي cY (θ) آیا .2
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است؟

شکاف- پوشش از زیرگرافی می تواند حریصانه پوشش ،w و θ از خاصی مقادیر ازاي به آیا .3

باشد؟ حریصانه

رئوس که دارد وجود مسطحی خود-گراي گراف صفحه در نقاط از S مجموعه ي هر براي آیا .4

باشد S آن

هر براي مسطح ضعیف خود-گراي گراف یک o(n٣) زمان در که دارد وجود الگوریتمی آیا .5

بسازد؟ صفحه در نقطه مجموعه

کم یال تعداد با (ضعیف) خود-گرا t-پوشش یک صفحه در نقاط از S مجموعه ي هر براي آیا .6

باشد؟ S آن رئوس که دارد وجود

داده هندسی درخت یک آیا که دهد تشخیص خطی زمان در که دارد وجود الگوریتم یک آیا .7

خیر؟ یا است ضعیف خود-گراي شده،

S روي θ زاویه ي به مقید t-پوشش یک آیا باشد. دلخواه حقیقی عدد یک θ > ٠ کنید فرض .8

مسئله، این که می زنیم حدس ما است. تصمیم گیري مسئله ي یک بالا مسئله ي دارد؟ وجود

باشد. NP-سخت مسئله ي یک

که خطی اندازه ي با S روي t-پوشش یک ساخت براي چندجمله اي زمان با الگوریتم یک آیا .9

دارد؟ وجود باشد، بیش ترین مجاور، یال هاي بین زاویه ي کم ترین

با الگوریتم یک آیا باشند. شده توزیع صفحه در یکنواخت صورت به S نقاط که کنید فرض .10

آن اندازه ي که طوري به دارد وجود S روي t-پوشش یک ساخت براي چندجمله اي زمان

شده، داده باشد؟هندسی θ حداقل مجاورش یال دو هر بین زاویه ي ریاضی امید و باشد خطی

خیر؟ یا است ضعیف خود-گراي

به مقید پوشش هاي ،θ از مقادیري ازاي به پیوسته، یائوي و Θ-گراف یائو، گراف هاي آیا .11

هستند؟ θ زاویه ي
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Abstract

In this thesis, we propose some algorithms for constructing geometric spanners and improve

some of previous algorithms. We also study some geometric properties of the geometric span-

ners. A geometric (Eucledian) graph is called t-spanner, if for every two vertices of the graph,

there exists a path in the graph of length at most t times the Euclidean distance between them.

In this thesis, we first introduce the continuous Yao graphs. A continuous Yao graph is

obtained by rotating a cone around every point and connecting it to the closest point in the cone

during the rotation. Although by considering the cones with a suitable angular diameter the

continuous Yao graphs are t-spanners, the number of the edges of the graph can be quadratic.

But, we show that the continuous Yao graphs are region-fault tolerant t-spanner.

Then, we consider the gap-greedy algorithm that introduced in 1997 for constructing

geometric spanners, and reduce the time and space complexity of the gap-greedy algorithm.

Also, we improve the value of t in the results related to the t-spanner property of the gap-greedy

algorithm.

Later, we consider the self-approaching graphs and the increasing-chord graphs. A geo-

metric graph is called self-approaching, if for every two vertices of the graph, there exists a path

between them such that by moving on the path, from source to destination, we continuously get

closer to the forward points on the path. We call such a path a self-approaching path. A ge-

ometric graph is called increasing-chord if for every two vertices, there exists a path between

them that is self-approaching from any of the two endpoints to another endpoint. In this thesis,

we show that there exists an increasing-chord plane geometric graph for every point set whose

points are on the boundary of an acute triangle, using at most three Steiner points. Furthermore,

we show that there exists an increasing-chord plane geometric graph for every point set whose

points are on the boundary of an obtuse or right triangle.

Then, we introduce weakly self-approaching graphs by replacing the condition getting

closer to the forward points by getting closer to the destination, and we show that for every

point set in the plane, there exists a weakly self-approaching plane graph.

Later, we propose a divide and conquer algorithm to construct a geometric spanner with

near linear number of edges.

Finally, we consider the angle-constrained geometric graphs. For any θ > 0, a geometric

graph is called θ-angle constrained if the angle between any two edges incident to a vertex is at

least θ. We show that for every θ > π/3, a connected θ-angle constrained graph does not exist,

necessarily. Moreover, we show that there exists a point set such that for θ = π/3 and every

t > 2/
√
3, there is no θ-angle constrained t-spanner on the point set.
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