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 ���ن ا����م� ��م ا� ا

 �ث�ث بندی با ��ن وزن �ای ��ی �ندض��ی �ی ��دب

 :تعريف مسئله

0Fپيدا كردن ماكسيمم وزن مثلث بندي نوع خاصي از چند ضلعي هاي محدب تحت عنوان چند ضلعي محدب نيمه دايره اي

1. 

 :اي تعريف چند ضلعي نيم دايره

 .داخل نيم دايره اي به قطر آن ضلع قرار بگيردPوجود داشته باشد بطوريكه  Pرا نيم دايره اي ميگوييم اگر ضلعي از  Pچند ضلعي محدب 

 

 يك نمونه از چند ضلعي محدب نيم دايره اي:1شكل 

 :ويژگي هاي چند ضلعي محدب نيم دايره اي

𝑃 را با محموعه نقاطP نيم دايره اياگر چند ضلعي محدب  = (𝑝1, 𝑝2, … . , 𝑝𝑘 , … ,𝑝𝑛) نشان دهيم به جز ويژگي هاي يك چندضلعي
 .كه اين دو ويژگي به راحتي قابل اثبات استويژگي ديگر نيز مي باشد  2محدب داراي 

 

                                                            
1 Semi circle 



برای برخی چند ضلعی های محدبمثلث بندی با بيشترين وزن  2    

𝑝𝑖)و زنجيره ������𝑝ıpk  باشد آنگاه چند ضلعي محدود به  Pاز چندضلعي  يالي i<k≤n≥1براي ������𝑝ıpk اگر : 1ويژگي , … ,𝑝𝑘)  يك چند ضلعي

 .نيم دايره اي مي باشدمحدب 

 به منظور اثبات اين خاصيت از لم ساده زير استفاده مي كنيم

 .زاويه اي منفرجه باشد �𝐴𝐷𝐵است اگر و فقط اگر  Cداخل  Dو نقطه ABنيم دايره اي به قطر  Cفرض كنيد : 1لم

�𝑝𝚤𝑝𝚥𝑝𝑘چون . �𝑝𝚤𝑝𝚥𝑝𝑘 90<داخل نيم دايره است اگر  pjبا توجه به لم بالا .باشد i<j<kحال فرض كنيد   >𝑝1𝑝𝚥𝑝𝑛�  و همچنين بنابر لم
�𝑝1𝑝𝚥𝑝𝑛است پس داريم𝑝1𝑝𝑛داخل نيم دايره 𝑝𝑗چون  �𝑝𝚤𝑝𝚥𝑝𝑘در نتيجه .  90< اين نشان مي دهد كه . كه خاصيت مطلوب ماست 90<

 .اين اثبات را كامل مي كند.قرار مي گيرند ������𝑝𝚤𝑝𝑘داخل نيم دايره به قطر ) pi,…,pk(تمام نقاط چندضلعي محدب 

 است  ������𝑝1𝑝𝑛 كوچكتر از  i < j ≤ n >1  يا i < j<n ≥ 1براي������𝑝𝚤𝑝𝚥 يال  Pدر چند ضلعي :  2ويژگي 

قطر دايره فرض شده و در يك دايره بيشترين طول برابر قطر دايره مي باشد پس هيچ   ������𝑝1𝑝𝑛 چون .اين ويژگي به راحتي قابل اثبات است
 .باشد ������𝑝1𝑝𝑛قطر دايره يا همان نمي تواند بزرگتر از  Pيالي در 

 :پيدا كردن مثلث بندي با بيشترين وزن براي چند ضلعي محدب نيم دايره اي

 .لم زير را اثبات مي كنيم MAT(P)و قبل از بدست آوردن .مي ناميم MAT(P)را  Pث بندي با بيشترين وزن چند ضلعي نيم دايره اي مثل

بايد متعلق به مثلث  ������𝑝𝑛𝑝2و  ���������p1pn−1آنگاه يكي از يالهاي.يك چند ضلعي محدي نيم دايره اي باشد P=(p1,p2,….,pk,….,pn)اگر:  2لم

 باشد MAT(P)بندي با بيشترين وزن 

 pk آنگاه بايد يك نقطه مانند. نباشد MAT(P)متعلق به  ������𝑝𝑛𝑝2و  ���������p1pn−1فرض كنيم كه هيچ كدام از يالهاي )اثبات با برهان خلف: (اثبات

 .باشدMAT(P)متعلق به  ������𝑝𝑛𝑝𝑘و   ������𝑝1pkوجود داشته باشد كه هر دو يال  k<n-1>2براي 

 

 
 2براي اثبات لم :  2شكل 

𝑝𝑘بدون كم شدن كليت اصل مسئله فرض ميكنيم كه  در  a 𝑝𝑘-2,مثلا با توجه به شكل ,قرار دارد ������𝑝1pnعمود منصف ضلع ر يك سمت د  
با توجه به  Rو  Lدو ناحيه .افراز مي كنند Cو  R,Lناحيه  3را به  Pچند ضلعي  ������𝑝𝑛𝑝𝑘  و ������𝑝1pkدو يال ,سمت چپ عمود منصف قرار دارد

 ).2شكل ) a(ارجاع به قسمت .(يك چند ضلعي محدب نيم دايره اي است 1ويژگي
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,𝑒1)برابر  قرار دارندLكه در ناحيه  MAT(P)اگر يالهاي  𝑒2, … . . , 𝑒𝑘−3) باشد و فرض كنيم كه𝐸𝐿 = (𝑒1, 𝑒2, … . , 𝑒𝑘−3,𝑝1𝑝𝑘������) . و
,������𝑝𝑛𝑝2������,𝑝𝑛𝑝3)به وسيله يالهاي  ∗ 𝐸L اگر … . ,𝑝𝑛𝑝𝑘−1���������)  آنگاه يك تناظر كامل بين .مشخص شود𝐸L  و𝐸L∗  زيرا  .وجود دارد𝐸L  و𝐸L∗ 

حال به آساني مي توان ديد كه در .بنابراين تعداد يالهاي داخلي دو مثلث بندي بايد باهم برابر باشند,را مثلث بندي مي كند  L∪Cناحيه
𝑒𝑖) به صورتي كه تناظر ,𝑝𝑛𝑝𝚥������)  1براي<i,j<kاست, 𝑤(𝑒𝑖) < 𝑤(𝑛, 𝚥����) . هريال داخل  2ويژگي زيرا با توجه به𝐸L   كوچكتر از𝑝1pk������ 

بزرگتر است در  ������𝑝1pkاز   ������𝑝𝑛𝑝𝑘و    ������𝑝𝑛𝑝𝑘از    ∗𝐸Lهمه يالهاي قرار دارد   ������𝑝1pn سمت چپ عمودمنصف  𝑝kبا توجه به اينكه است و 
كه شامل همه يالهاي قرار مي دهيم  𝑇(𝑃)و نام آن را  يك مثلث بندي جديد مي سازيماكنون ما . كوچكتر است  𝑤(𝐸𝐿∗)از  𝑤(𝐸𝐿)نتيجه 

𝑀𝐴𝑇(𝑃)  مي باشد به جز يالهاي داخل𝐸L  كه به جاي آن يالهاي داخل𝐸L∗ كه اكنون به دليل .قرار مي گيرد𝑤(𝐸𝐿) >𝑤(𝐸𝐿∗)، 

  𝑤�𝑇(𝑃)� > 𝑤�𝑀𝐴𝑇(𝑃)� می باشد که با فرض ماکسيمم بودن وزن𝑀𝐴𝑇(𝑃) ددر تناقض است بنابراين نقطه ای مانن𝑝k    
 □. باشد 𝑀𝐴𝑇(𝑃)بايد متعلق به  ������pnp2و  ���������p1pn−1نمی تواند وجود داشته باشد و يکی از يالهای 

 :پيشنهاد ميشود 𝑀𝐴𝑇(𝑃)با توجه به لم بالا سه الگوريتم برای بدست آوردن آوردن 

 :راه حل كوركورانه-1

بدست می آوريم در اين حالات در هر مرحله برای  2با توجه به لم 𝑀𝐴𝑇(𝑃)در اين الگوريتم ما تمام حالات ممکن برای ساخت 
پس تعداد حالات ممکن برابر  شود که ديگر مثلث بندی امکان نداشته باشد 3انتخاب وجود دارد تا تعداد راسها برابر  2انتخاب يالها 

 است با

2 × 2 × … .× 2 = 2𝑛−3 ∈ Ο(2n)  

 داراي پيچيدگي نمايي است و به همين دليل با وجودي كه جواب درست را به ما مي دهد راه حل مناسبي نيست كه اين عبارت

 :راه حل حريصانه-2

طول را انتخاب ميكنيم   بدست مي آوريم بزرگترين 2بين دويالي كه با توجه به لم در روش حريصانه اينگونه عمل مي كنيم كه در هر مرحله 
 كه در اين روش مي توان مثلثي بندي اي پيدا كرد كه با توجه به اين روش درست باشد ولي ماكسيمم وزن را به ما ندهد مانند شكل زير

 

 

 

 مثال نقض براي روش حريصانه:4شكل                                                                
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داراي وزن بيشتري ) a( -4ر صورتي كه وزن شكل د 14<15انتخاب مي شود چون ) b(-4براي مثال بالا با توجه به راه حل حريصانه شكل 
 .بنابراين از روش حريصانه براي بدست آوردن ماكسيمم وزن نميتوان استفاده كرد.است

𝑤�𝑀𝐴𝑇(𝑎)� = 𝑤 � لعهاض � + (14 + 13 + 11 + 9) = 𝑤 � لعهاض � + 40                          

𝑤�𝑀𝐴𝑇(𝑏)� = 𝑤 � لعهاض � + (15 + 12 + 10 + 8) = 𝑤 � لعهاض � + 39     

𝑤�𝑀𝐴𝑇(𝑎)� > 𝑤(𝑀𝐴𝑇(𝑏))  

 : راه حل پويا-3

 حال با استفاده مراحل زير راه حل پويا را ارائه مي دهيم

 : تعيين زيرساختار بهينه:3-1

𝑃كه مثلث بندي ما براي چند محدب نيم دايره اي براي تعيين زيرساختار بهينه فرض مي كنيم = (𝑝1,𝑝2, … . ,𝑝𝑛) داراي بيشترين وزن 
𝑃1همان مثلث بندي براي چندضلعي محدب نيم دايره اياست بايد نشان دهيم كه  = (𝑝2, … . ,𝑝𝑛)يا𝑃1 = (𝑝1, … . ,𝑝𝑛−1)  نيز

 )2با توجه به لم (دارای بيشترين وزن است

 

 زيرساختار بهينه برای اثبات تعيين:4شکل 

و چند  𝑃0را به مثلث  𝑃چندضلعی  ������𝑝2𝑝𝑛با يال ارای مثلث بندی بهينه باشد کهد 4کلاگر فرض کنيم ش برای اثبات زيرساختار بهينه
فرض cut & pasteنيز بيشترين مقدار است که با روش  𝑃1تقسيم کرد که بايد نشان داد که مثلث بندی برای  𝑃1ضلعی نيم دايره ای 

پس يک مثلث بندی با ماکسيمم مقدار وجود دارد که  ماکسيمم مقدار نباشد)𝑃1 )𝑀𝐴𝑇(𝑃1)می کنيم که مثلث بندی برای 
 می ناميم که روابط زير برقرار است 𝑇(𝑃1)ميکنيم و نام اين مثلث بندی را ) 𝑀𝐴𝑇(𝑃1)(جايگزين

𝑤�𝑇(𝑃1)� > 𝑤�𝑀𝐴𝑇(𝑃1)�          𝑤�𝑇(𝑃1)� + 𝑤(𝑃0) > 𝑤�𝑀𝐴𝑇(𝑃1)� + 𝑤(𝑃0)           𝑤�𝑇(𝑃)� > 𝑤(𝑀𝐴𝑇(𝑃)) 

 .نيز ماکسيمم است) 𝑀𝐴𝑇(𝑃1)(در تناقض است بنابراين مثلث بندي  𝑀𝐴𝑇(𝑃)كه عبارت بالا با ماكسيمم بودن وزن 
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 :جواب بازگشتي:3-2

 وزن بدست آوردبدست آوردن ماكسيمم براي  زير را مي توان رابطه بازگشتي 2با توجه به زير ساختار بهينه و لم 

 

 

 الگوريتم پويا:3-3

𝑛به ابعاد 𝑤با توجه به رابطه بازگشتي بالا ميتوان جواب ها را به صورت بالا مثلثي در آرايه × 𝑛 و همچنين مي  به صورت قطري ذخيره كرد
𝑛به ابعاد  𝑠توان از آرايه كمكي  × 𝑛 براي ساخت جواب بهينه استفاده كرد 

 .است 𝑝ipi+1برابر طول ضلع 𝑤(𝑝𝑖𝑝𝑖+1)همچنين و 

𝑨𝑳𝑮𝑶𝑹𝑰𝑻𝑯𝑴 𝑀𝐴𝑇 − 𝐹𝐼𝑁𝐷(𝑃)  

𝑰𝒏𝒑𝒖𝒕:𝑃  //𝑎 𝑠𝑒𝑚𝑖𝑐𝑖𝑟𝑐𝑙𝑒𝑑 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑥 𝑛 − 𝑠𝑖𝑑𝑒𝑑 𝑝𝑜𝑙𝑦𝑔𝑜𝑛: (𝑝1,𝑝2, … ,𝑝𝑛). 

𝑶𝒖𝒕𝒑𝒖𝒕:𝑤, 𝑠  

𝑛 = 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ(𝑃);  

𝒇𝒐𝒓 𝑖 = 1 𝒕𝒐 𝑛 − 1 𝒅𝒐  

 𝑤(𝑖, 𝑖 + 1) = 𝑤�𝑖, 𝑖 + 1�;  

𝒆𝒏𝒅  

𝒇𝒐𝒓 𝑙 = 2 𝒕𝒐 𝑛 − 1 𝒅𝒐  

𝒇𝒐𝒓  𝑖 = 1 𝒕𝒐 𝑛 − 1 𝒅𝒐   

𝒊𝒇   𝑤(𝑖, 𝑖 + 𝑙 − 1) +  𝑤�𝑖 + 𝑙 − 1, 𝑖 + 𝑙� >  𝑤(𝑖 + 1, 𝑖 + 𝑙) + 𝑤�𝑖, 𝑖 + 1� 𝑻𝒉𝒆𝒏  

                                            𝑤(𝑖, 𝑖 + 𝑙) = 𝑤(𝑖, 𝑖 + 𝑙 − 1) + 𝑤�𝑖 + 𝑙 − 1, 𝑖 + 𝑙� + 𝑤�𝑖, 𝑖 + 𝑙�; 

     𝑠(𝑖, 𝑖 + 𝑙) = 1 ; 

                     else 

                          𝑤(𝑖, 𝑖 + 𝑙) = 𝑤(𝑖 + 1, 𝑖 + 𝑙) + 𝑤�𝑖, 𝑖 + 1� + 𝑤�𝑖, 𝑖 + 𝑙�; 

 𝑠(𝑖, 𝑖 + 𝑙) = 0; 

  𝒆𝒏𝒅 

  𝒆𝒏𝒅 
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 زمان اجراي الگوريتم بالا مي باشد به صورت زير بدست مي آيد

��𝑐
𝑛−𝑙

𝑖=1

𝑛−1

𝑙=2

= �𝑐(𝑛 − 𝑙 − 1 + 1)
𝑛−1

𝑙=2

= 𝑐𝑛(𝑛 − 1 − 2 + 1) − 𝑐� 𝑙
𝑛−1

𝑙=2

= 𝑐𝑛2 − 2𝑐𝑛 −
𝑐(𝑛 − 2)(𝑛 − 1)

2
 𝜖 Ο(n2) 

 بار اجرا ميشود كه جواب به صورت زير است n-lبه تعداد  iكه به روش ساده تر ميتوان گفت هر مرحله حلقه 

   

: ساخت جواب بهينه:3-4  

استفاده مي كنيم و الگوريتم آن به صورت زير است  S براي ساخت جواب بهينه از آرايه كمكي    

𝑨𝑳𝑮𝑶𝑹𝑰𝑻𝑯𝑴:𝑃𝑟𝑖𝑛𝑡 − 𝑀𝐴𝑇(𝑠, 𝑖, 𝑗,𝑁)  

𝑰𝒏𝒑𝒖𝒕: 𝑠, 𝑖, 𝑗,𝑁  

𝑶𝒖𝒕𝒑𝒖𝒕:   مجموعه يالها در مثلث بندي

𝒊𝒇  𝑗 = 𝑖 + 1 𝑻𝒉𝒆𝒏  

 𝒇𝒐𝒓 𝑘 = 1 𝒕𝒐 𝑁 − 1 𝒅𝒐 

  𝑝𝑟𝑖𝑛𝑡  ′(′′𝑝′𝑘′𝑝′𝑘+1 ′)′; 

 𝑒𝑛𝑑 

𝒆𝒍𝒔𝒆  

 𝒊𝒇  𝑠(𝑖, 𝑗) = 1 𝑻𝒉𝒆𝒏 

  𝑃𝑟𝑖𝑛𝑡 − 𝑀𝐴𝑇(𝑠, 𝑖, 𝑗 − 1,𝑁) 

 𝒆𝒍𝒔𝒆 

  𝑃𝑟𝑖𝑛𝑡 − 𝑀𝐴𝑇(𝑠, 𝑖 + 1, 𝑗,𝑁) 

 𝒆𝒏𝒅 

𝑝𝑟𝑖𝑛𝑡 (′𝑝′𝑖′𝑝′𝑗);  

𝒆𝒏𝒅  

𝒆𝒏𝒅  

𝑃𝑟𝑖𝑛𝑡الگوريتم بالا در ابتدا با  − 𝑀𝐴𝑇(𝑠, 1,𝑛,𝑛) فراخواني مي شود 

 پایان
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